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Kurzfassung

Zum Schutz vor Larmeinwirkungen und hinsichtlich eines moglichst geringen Energiever-
brauchs miissen im Bauwesen verwendete Wandstrukturen sowohl iiber eine gute Schall-
ddmmung als auch iiber eine effiziente Warmeddmmung verfiigen. Um diese beiden Vor-
gaben bestmoglich zu erfiillen, werden zur Optimierung der Schall- und Warmedammei-
genschaften von Wandstrukturen iiblicherweise experimentelle Messungen sowie analyti-
sche und numerische Untersuchungen durchgefithrt. Wahrend umfangreiche Messreihen
teuer und zeitaufwéndig sind, miissen fiir analytische Methoden starke Vereinfachungen
beziiglich der moglichen Randbedingungen und dem geometrischen Aufbau vorgenom-
men werden. Durch die Anwendung geeigneter numerischer Naherungsverfahren kénnen
hingegen fast alle relevanten physikalischen Phdnomene in der Berechnung beriicksichtigt

werden.

In der vorliegenden Arbeit wird ein virtuelles Mehrzwecklabor entwickelt, das in der Lage
ist, die Schall- und Warmedédmmeigenschaften von geometrisch beliebigen Wandstruktu-
ren zu ermitteln und zu optimieren. Zur Bestimmung der Schalldammeigenschaften wird
ein vollsténdig gekoppeltes Fluid-Struktur-Interaktionsproblem (FSI) im Frequenzbereich
gelost, wobei sich die numerische Ndherungsrechnung am prinzipiellen Vorgehen bei einer
Messung im Labor orientiert. Die im virtuellen Mehrzwecklabor berechneten Kennwerte
der Schallddmmung sind daher gut mit experimentellen Versuchsergebnissen vergleich-
bar. Durch Losung der Warmeleitungsgleichung werden die Warmedammeigenschaften
bestimmt. Fiir luftgefiillte Spalte und Hohlrdume innerhalb der Struktur wird dazu ein
aquivalenter Warmeleitkoeffizient verwendet. Das virtuelle Mehrzwecklabor soll die Kenn-
werte der Schall- und Warmedammung fiir eine grofe Anzahl an Geometrieparame-
tern der Wandstrukturen ermitteln. Um eine genaue und zeiteffiziente Berechnung zu
gewéhrleisten, wird die Spektral-Elemente-Methode (SEM), eine fortschrittliche Variante
der Finite-Elemente-Methode (FEM), verwendet. Die Effizienz der entwickelten SEM wird
anhand von Konvergenzstudien diskutiert. Die im virtuellen Mehrzwecklabor ermittelten
Kennwerte der Schall- und Warmedammung werden mit experimentellen Daten validiert
und mit anderen N#herungsverfahren verglichen. Die Anwendung des virtuellen Labors

zur Optimierung von Wandstrukturen wird fiir ausgewihlte Beispiele demonstriert.



Abstract

A wall construction, used in civil engineering, requires not only good acoustic insulation
to protect people from the harmful impact of noise exposure, but also efficient thermal in-
sulation to minimize energy consumption. Experimental, analytical and numerical studies
are usually conducted to analyze and optimize the acoustic and thermal properties of a
wall structure. In general, experimental measurements are time-consuming and expensive,
while analytical studies suffer from restrictions of the boundary conditions and geometry
of the problem. By using appropriate numerical methods, however, all relevant physical

phenomena can be included.

The present work develops a virtual multipurpose laboratory, which is capable to deter-
mine the acoustic and thermal insulation of a geometrically complex wall construction.
A strongly coupled fluid-structure interaction problem (FSI) in the frequency domain is
solved to determine the acoustic insulation. The simulation follows the conditions of an ex-
perimental setup. Therefore, the characteristic values for the sound insulation calculated
by the virtual multipurpose laboratory are comparable to experimental measurements.
The heat equation is solved to estimate the thermal insulation. In the case of structures
including cavities and gaps filled with air, an equivalent thermal conductivity is used.
The virtual multipurpose laboratory calculates the characteristic values of the acoustic
and the thermal insulation for a large number of geometry parameters of the wall struc-
ture. To increase the accuracy and speed of the calculation, the spectral element method
(SEM), which is an advanced finite element method (FEM), is used. Convergence studies
are conducted to analyze the efficiency of the developed SEM. The characteristic values
for the acoustic and thermal insulation, which are calculated in the virtual multipurpose
laboratory are verified by experimental data and compared to the characteristic values
derived by other estimation methods. Examples for the use of the virtual multipurpose

laboratory in the optimization procedure of wall structures are given.
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1 Einleitung

1.1 Motivation und Stand der Forschung

Im Bereich des Bauwesens miissen Winde als wichtige Bauteile neben ihrer Tragfahigkeit
noch weitere Funktionen erfiillen. Die Bewohner miissen vor den stérenden oder gar ge-
sundheitsgefihrdenden Auswirkungen von Larm geschiitzt werden und die Innenraum-
temperatur soll durch eine effiziente Warmeddammung moglichst unabhéngig von den
Auflenbedingungen sein. Zur Erfiillung der Teilziele einer moglichst guten Warme- und
Schallddmmung werden {iblicherweise massive Beton- oder Ziegelwinde mit Warmedamm-
verbundsystemen (WDVS) ausgestattet. Dem Gedanken der regenerativen Kreislaufwirt-
schaft folgend werden jedoch auch innovative Materialien eingesetzt, die neben ihrer Ver-
wendung als Baumaterial einem weiteren Zweck dienen. So stellt in der Volksrepublik
China die Verbrennung von, in der Landwirtschaft unbrauchbaren, Pflanzenresten ein

Umweltproblem dar, welches zur Luftverschmutzung beitragt (Abb. 1.1).

(a) Abbrand eines Feldes (b) Skyline von Suzhou, VR China
Abbildung 1.1: Umweltprobleme und Luftverschmutzung. (Quelle: Wikimedia Commons)

Aus diesem Grund wurden an der China Building Materials Academy (CBMA) in Pe-
king, VR China, Wandaufbauten entwickelt, die zum Teil speziell verarbeitetes, gepress-
tes Stroh enthalten. Das Material besitzt zum einen gute Warmedammeigenschaften und
senkt so den Energieverbrauch der Wohnhéuser und zum anderen wird so das iiberfliissige
Abfallmaterial der Landwirtschaft einer neuen, sinnvollen Verwendung zugefiihrt. Zur
Erfiillung der Anforderungen an die Schalldémmung werden auch herkommliche Materia-
lien wie Beton verwendet. Beispiele fiir die entwickelten Wandkonstruktionen sind in der
Abb. 1.2 zu sehen.

Auch andernorts werden innovative Materialien und Techniken zur Verbesserung der

Démmeigenschaften eingesetzt. So wird in [8] bspw. Pflanzenbewuchs auf Auflenwénden



Einleitung

eingesetzt, um deren akustische Eigenschaften zu verbessern. In [126] werden Papierabfille
zu Ziegeln mit guten Warmedédmmeigenschaften verarbeitet. Eine Optimierung des kon-
struktiven Aufbaus erfordert allerdings Erfahrung, die beim Umgang mit neuen Materiali-
en oftmals noch nicht vorhanden ist. Eine iterative Verbesserung der Dammeigenschaften
durch wiederholte Messungen ist teuer und zeitaufwendig, weshalb oft ergdnzend analy-

tische und numerische Untersuchungen durchgefiihrt werden.

(a) Paneele (b) Pressstrohfiillung

Abbildung 1.2: Beispiele fiir an der CBMA entwickelte Wande mit Pressstroheinlage. (Quelle:
Eigene Anfertigung)

Im Rahmen dieser Arbeit soll ein Werkzeug, das wvirtuelle Mehrzwecklabor, entwickelt
werden, das fiir mehrschichtige/mehrschalige und geometrisch komplexe Wandstruktu-
ren effizient und akkurat die akustischen und thermischen Diémmeigenschaften ermitteln
kann. Dazu wird die Wand in ein numerisches Modell iiberfiihrt und die beschreibenden
Differentialgleichungen werden unter Anwendung der Spektral-Elemente-Methode (SEM),
einer weiterentwickelten Finite-Elemente-Methode (FEM), gelost. Neben der SEM kom-
men fiir einfache Félle auch analytische Losungen und andere Ndherungsmethoden zum

Einsatz.

Die Vorhersage der Warmedammung ist fiir Wandaufbauten, in denen Energie lediglich
durch Wéarmeleitung iibertragen wird, relativ einfach. Schwierigkeiten entstehen, falls der
Aufbau auch Hohlrdume und Spalte enthélt, die mit einem Fluid gefiillt sind. Da die
Energie dann auch durch Warmestrahlung und natiirliche Konvektion iibertragen wird,
ergibt sich ein gekoppeltes Problem, welches nur mit hohem numerischen Berechnungsauf-
wand gelost werden kann. Schon frith wurde die Finite-Elemente-Methode von TAYLOR
und I1AM [129] eingesetzt, um die natiirliche Konvektion in Luftspalten zu berechnen. In
neueren Arbeiten wird das gekoppelte Problem der Wéarmeiibertragung in Hohlrdumen
gelost und Parameterstudien zum Einfluss unterschiedlicher Effekte wie den Hohlraumab-

messungen oder deren Emissionsgrad durchgefiihrt [121, 127, 140].

Zur effizienten Berechnung der Warmeiibertragung durch Wandstrukturen verwendet das
entwickelte virtuelle Mehrzwecklabor einen dquivalenten Wirmeleitkoeffizienten fiir luft-
gefiillte Hohlrdume, dessen Ermittlung in der DIN EN ISO 6946 beschrieben wird [40].

Seite 2
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Zur Ermittlung der Warmedurchgangszahl einer Struktur muss dann lediglich die diskre-
tisierte Warmeleitungsgleichung geldst werden, was den Berechnungsaufwand erheblich
verringert. Dieses Vorgehen wird von verschiedenen Autoren bspw. verwendet, um die
Wiérmeddmmung von Ziegeln zu untersuchen und zu optimieren [31, 126], oder den Ein-

fluss von speziellen absorbierenden Beschichtungen zu analysieren [104].

Die akkurate und effiziente Ermittlung der Schallddimmung stellt eine deutlich grofere
Herausforderung dar. Eine Losung der Schalldimmung monolithischer Wénde lésst sich
analytisch iiber die Plattengleichung bestimmen. Fiir mehrschichtige Wéande kann die
Ubertragungsmatrix-Methode (englisch: Transfer matriz method, TMM) verwendet wer-
den, wobei die Schichten auch aus porésem Material oder einem Fluid bestehen kénnen
[17, 132]. Die statistische Energie-Analyse (englisch: Statistical energy analysis, SEA)
ermoglicht es, das dynamische Verhalten von relativ komplexen Strukturen zu untersu-
chen [25, 122]. Mithilfe der SEA kann auch die Ubertragung von Schallenergie iiber die
angrenzenden Wéande oder iiber die Verbindungen zwischen mehreren Schalen einer Wand

modelliert werden.

Sollen mehrere wesentliche Einflussfaktoren in der Untersuchung beriicksichtigt werden,
ist eine numerische Berechnung der Fluid-Struktur-Interaktion (FSI) notwendig. Diese er-
gibt sich, wenn eine Wandstruktur von einer in einem Fluidbereich erzeugten Schallwelle
zu Schwingungen angeregt wird. Hierbei konnen geometrisch beliebig aufgebaute Struk-
turen untersucht werden und mehrere wesentliche Einflussgrofien, sowohl der Wand als
auch der Fluidgebiete und deren Interaktion, werden erfasst. Da sich die Berechnung hier-
bei an den grundsétzlichen physikalischen Abldufen bei einer experimentellen Ermittlung
orientiert, wird das gekoppelte FSI-Modell im Folgenden auch als virtuelles bzw. nume-
risches Labor bezeichnet. In einer experimentellen Messung trennt die zu untersuchende
Wand einen luftgefiillten Senderaum, in dem sich eine Schallquelle befindet, von einem
Empfangsraum, in dem sich ein Messmikrofon befindet, ab. Durch Messung der Differenz

der Schalldruckpegel werden die akustischen Ddmmeigenschaften der Wand bestimmt.

Grundsétzlich kann die Interaktion zwischen Fluid und Struktur durch eine schwache
und eine starke Kopplung erfasst werden. Von schwacher Kopplung spricht man, wenn
der wechselseitige Einfluss gering ist und das Problem partitioniert werden kann [58].
Es wird in diesem Fall zuerst das Schwingungsproblem der Struktur gelést und die ent-
sprechenden Groflen als Randbedingungen auf das Fluid aufgebracht, und umgekehrt.
Im Falle der starken Kopplung wird der wechselseitige Einfluss voll erfasst und ein Ge-
samtgleichungssystem der Problemstellung gelost (sogenannter monolithischer Ansatz).
Der Berechnungsaufwand ist hierbei im Allgemeinen wesentlich grofler. Fiir den Fall der
Schalliibertragung durch eine Wand oder ein Paneel muss in der Regel ein monolithischer

Ansatz verwendet werden [44, 1, 7].

Seite 3
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Die verfiigbare Literatur zum Thema der numerischen Vorhersage des Schalldamm-Mafles
einer Wandstruktur durch Losung der gekoppelten Fluid-Struktur-Interaktion ist rela-
tiv tibersichtlich wie schon verschiedene Autoren festgestellt haben [6, 90]. Die FEM
wird schon friither zur Berechnung der Schalldémmung komplexer Strukturen, bspw. Zie-
gelwénde und geschichtete Wandaufbauten verwendet, wobei der Frequenzbereich bedingt
durch die niedrige Rechnerleistung begrenzt war [105]. So wurden Studien iiber den Ein-
satz eines FSI-Modells zur Bestimmung des Schalldimm-Mafes von einschaligen und dop-
pelschaligen Wénden im unteren Frequenzbereich durchgefiihrt [28, 27]. In jiingerer Zeit
konnten durch die gestiegene Rechnerleistung geometrisch komplexe Strukturen auch fiir

den hohen Frequenzbereich analysiert werden [106, 107].

FRANCK [46] untersuchte ausfiihrlich die Anwendung der FEM auf unterschiedliche Pro-
blemstellungen der Raumakustik und widmete ein Unterkapitel seiner Arbeit der nume-
rischen Vorhersage des Schalldimm-Mafles in der Bauakustik, wobei quadratische finite
Elemente zur Vernetzung verwendet wurden. Betrachtet wurde hierbei lediglich der un-
tere Frequenzbereich und die Wénde wurden nicht als Kontinuum, sondern als Platten
modelliert, wobei in der Arbeit das MINDLIN-Plattenmodell verwendet wurde.

In der Arbeit von CLASEN und LANGER [22] wurde der Einfluss der Einspannbedingun-
gen und Flankeniibertragung in einem FSI-Modell untersucht, wobei die Struktur durch

Balkenelemente approximiert wurde.

In den Arbeiten von ACKERMANN [1] und POBLET-PUIG [101] wurde detailliert die Ver-
wendung eines numerischen Labors zur Untersuchung der Schallddmmung untersucht.
Dabei wurde ein Uberblick iiber analytische Methoden gegeben und damit ermittelte Er-
gebnisse wurden mit den Losungen aus der FSI-Simulation verglichen. Der Einfluss von
Parametern wie Grofle der Fluidgebiete, Einspannbedingungen und Absorptionsgrad der

Begrenzungen sowie Einfliisse von Materialparametern der Wand wurden analysiert.

GiBBs und MALUSKI [48, 76] untersuchten in ihrem FSI-Modell fiir den niedrigen Fre-
quenzbereich ebenfalls unterschiedliche Effekte wie die Absorption der Wénde oder die

Grofle des numerischen Labors und andere Einflussfaktoren.

Jiingere Arbeiten versuchten das Schalldamm-Mafl von geometrisch komplexen Struktu-
ren auch im hoheren Frequenzbereich bis 3550Hz zu berechnen. DEL Coz DIAZ et al. [32]
verwendeten ein numerisches Labor zur Vorhersage der Schalldimmung von Leichtbauzie-
geln. ARJUNAN et al. verwendeten ebenfalls ein numerisches Labor zur zweidimensionalen
(2D) [5] und dreidimensionalen (3D) [6] Berechnung von doppelschaligen Wandaufbau-
ten mit relativ hoher Genauigkeit. Thre 3D Berechnung, durchgefiihrt mittels Einsatz von

kommerzieller FEM-Software, benétigte jedoch minimal 35 Stunden Zeit.

Die Arbeiten von PAPADOPOULOS [89, 90] beschéftigten sich mit der Optimierung der
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Geometrie des numerischen Labors, um den Einfluss von Eigenfrequenzen im unteren

Frequenzbereich abzuschwiéchen.

Neben der FEM kommen auch gekoppelte numerische Methoden, wie bspw. die FEM-
REM (REM: Randelementemethode; englisch: Boundary element method, BEM) zum
Einsatz [131, 24], wobei die Struktur iiblicherweise mittels der FEM diskretisiert wird
und der Fluidbereich durch die REM approximiert wird. In den zuvor vorgestellten Ar-
beiten wurden nach Kenntnis des Autors lediglich die Standard-FEM eingesetzt, das heif3t,
es wurden lineare oder quadratische Formfunktionen zur Approximation der Druck- und

Verschiebungsfelder verwendet.

Grundsétzlich ist ein FSI-Modell in der Lage fast alle auftretenden Effekte und Wellenar-
ten zu erfassen [97]. Die Geometrie kann vollig beliebig sein und fast alle Einflussfaktoren
wie unterschiedliche Parameter des Priifstandes sowie der zu untersuchenden Wand wer-
den daher beriicksichtigt. So ist die Methodik prinzipiell in der Lage den Verlauf des
Schallddmm-Mafles entsprechend der Priifstandsmessung wiederzugeben [30]. Dies setzt
allerdings voraus, dass die relevanten Parameter bekannt sind. Die Anwendung der FEM
in einem FSI-Modell benotigt jedoch, insbesondere fiir den hohen Frequenzbereich und den
3D Fall, betrachtliche Rechnerleistung. Dem Autor ist auch keine Arbeit bekannt, in wel-
cher eine Optimierung der Schallddmmeigenschaften unter Verwendung eines vollstéandig
gekoppelten FSI-Modells durchgefiihrt wurde. Viele Arbeiten verwenden fiir ihre Untersu-
chungen kommerzielle Software, welche entweder keine Moglichkeit bieten, spezielle Form-
funktionen zu verwenden oder diese Moglichkeit ist lediglich iiber Umwege zugénglich. Im
Bereich der Wellenausbreitung ist die Verwendung der Standard-FEM mit verschiedenen
Problemen behaftet. Einerseits ist die Anzahl der notwendigen Freiheitsgrade hoch. So
werden fiir lineare Formfunktionen mindestens zehn und fiir quadratische Formfunktionen
mindestens sechs Freiheitsgrade pro Wellenldnge verwendet, um ein brauchbares Ergebnis
zu erhalten [77]. Soll die Genauigkeit gesteigert werden, miissen sehr viel mehr Freiheits-
grade verwendet werden. Dies erhoht die Gréfle des Systems und damit {iberproportional
die Berechnungszeit. Andererseits besteht das Problem der numerischen Dispersion, wel-
che die Anzahl der notwendigen Freiheitsgrade, insbesondere fiir den oberen Frequenzbe-
reich, noch weiter erhoht. Eine Moglichkeit zur Erhohung von Berechnungseffizienz und

Genauigkeit stellt die Verwendung von fortschrittlichen numerischen Methoden, wie bspw.

der SEM, dar.

Nach Wissen des Autors gibt es zum Zeitpunkt der Anfertigung der vorliegenden Arbeit
keine Untersuchung zur Effizienz der SEM bei der Losung eines FSI-Problems im Rahmen
der Bauakustik und auch keine Arbeit, in der eine solche Problemstellung mittels einer
verwandten spektralen Methode gelost wird. Spektrale Methoden wie die p-FEM [14, 103],
wellenbasierte FEM [72, 137, 60] und die in dieser Arbeit verwendete SEM [21, 137]
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sind Gegenstand aktueller Forschung, insbesondere, um das Problem der numerischen
Dispersion bei hohen Frequenzen zu losen. Ein ausfiihrlicher Literaturiiberblick hierzu
wird im Abschnitt 3.2.1 gegeben.

1.2 Zielsetzung und Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der effizienten Berechnung der dynamischen Ei-
genschaften und der Schall- und Warmeddmmeigenschaften von multifunktionalen Wand-
strukturen und Paneelen. Der Fokus liegt auf der Ermittlung der Schallddmmung von
mehrschichtigen /mehrschaligen und geometrisch komplexen Wandkonstruktionen. Zur Be-
rechnung wird ein FSI-Modell entwickelt, in welchem das prinzipielle Vorgehen bei der
experimentellen Ermittlung simuliert wird. Es konnen hierbei fast alle Einflussfaktoren,
wie bspw. die Einspannbedingungen oder die Interaktion zwischen Fluid und Struktur, im
Detail abgebildet werden. Da sich fiir die komplexen Kopplungsmechanismen, die hierfiir
notwendig sind, und den geometrisch beliebigen Aufbau der Wand im Allgemeinen keine
ausreichend exakten analytischen Losungen herleiten lassen, miissen die beschreibenden
Gleichungen numerisch gelost werden. Da die Berechnung sowohl zeiteffizient als auch
mit hoher Genauigkeit erfolgen soll, kommt hierfiir die SEM zum FEinsatz. Die bisherige
Literatur befasst sich zwar ausgiebig mit dem Einsatz der SEM in der Elastodynamik
und der Akustik, jedoch sind keine Arbeiten bekannt, die ausfiihrlich die Effizienz der
SEM fiir die Ermittlung des Schalldémm-Mafles von Wandstrukturen untersuchen. Ein
Ziel dieser Arbeit ist es daher, diese Liicke zu schlieen. Weiterhin soll ein Beitrag zur
eher begrenzten Literaturauswahl zum Thema der Ermittlung der Schalldammung durch
Losung eines gekoppelten Fluid-Struktur-Interaktionsproblems geleistet werden, um die
Effizienz und Genauigkeit der SEM zu demonstrieren. Wéhrend die Losung eines Fluid-
Struktur-Interaktionsproblems unter Anwendung der Standard-FEM in kommerziellen
Berechnungsprogrammen sehr zeitintensiv abléduft, soll der entwickelte Algorithmus aus-
reichend effizient sein, um seine Anwendung fiir Parameterstudien und Optimierungsauf-

gaben zu ermoglichen.

Ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit liegt darin, die Warmeddmmeigenschaften von
geometrisch komplexen Wandaufbauten zu berechnen. Die numerische Losung der Waér-
meleitungsgleichung fiir ein Warmeiibertragungsproblem in einem Kontinuum ist im All-
gemeinen nicht besonders schwierig. Sind jedoch auch luftgefiillte Hohlrdume in der Struk-
tur vorhanden, muss aufgrund des Warmetransportes durch natiirliche Konvektion und
Strahlung ein komplexes gekoppeltes Problem gelost werden. Fiir luftgefiillte Hohlrdume
gibt die DIN EN ISO 6946 eine Naherungslosung fiir rechteckige Hohlrdaume an. In dieser
Arbeit wird diese Ndherung verwendet und die Berechnung auch auf nicht-rechteckige

Hohlrdume erweitert. Das auf reine Warmeleitung reduzierte Problem wird mittels der
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SEM gelost.
Zusammengefasst sind die Hauptziele dieser Arbeit:

e Entwicklung eines virtuellen Mehrzwecklabors zur numerischen Berechnung von
Problemstellungen im Bereich der Akustik, Elastodynamik und gekoppelter FSI-
Probleme im Frequenz- und im Zeitbereich sowie Berechnung der stationédren und

transienten Warmeleitungsgleichung.

e Analyse der Genauigkeit und Effizienz des entwickelten virtuellen Mehrzwecklabors
hinsichtlich der Rechenzeit.

e Untersuchungen der Einfliisse von Berechnungsparametern auf das Schalldimm-Maf3

und Beurteilung moglicher Vereinfachungen zur Effizienzsteigerung der Berechnung.

e Untersuchung und multikriterielle Optimierung verschiedener mehrschichtiger /mehr-

schaliger und geometrisch komplexer Wandstrukturen.

Neben dieser Einleitung besteht die Arbeit aus sechs weiteren Kapiteln. Die Bestim-
mungsgleichungen der Akustik, Elastodynamik und der FSI im Zeit- und Frequenzbe-
reich werden in Kapitel 2 hergeleitet. Dabei wird auch auf die Démpfung in Fluiden
und Festkorpern eingegangen. Zur Berechnung von Problemen der Wérmeiibertragung
werden die Gleichungen zur Beschreibung der Warmeleitung in Festkorpern und Fluiden
und Warmestrahlung sowie die NAVIER-STOKES-Gleichungen zur Beriicksichtigung von
natiirlicher Konvektion angegeben.

In Kapitel 3 werden die Grundlagen der SEM dargestellt. Es werden die in der SEM
verwendeten Formfunktionen hergeleitet und ihre numerischen Vorteile erlautert. Auf-
grund der Bedeutung fiir die Anwendung der SEM werden unterschiedliche Moglichkeiten
der numerischen Integration dargestellt. Die Diskretisierung der Gleichungen aus Kapitel
2 wird fiir den zeitunabhéngigen und zeitabhéngigen Fall ausfiihrlich beschrieben. Fiir
Berechnungen im Zeitbereich wird ein fiir die Anwendung der SEM besonders effizientes

explizites Verfahren der Zeitintegration gezeigt.

Die entwickelte SEM wird in Kapitel 4 anhand eines Vergleichs mit analytischen Losungen
und Referenzldsungen fiir strukturierte und unstrukturierte Vernetzung verifiziert. Die
Konvergenz und Effizienz der SEM werden untersucht. Zur a prior: Vorgabe der Genau-
igkeit der Berechnung der Schallddmmung dient ein 1D Fehlerschétzer, der sich an der

Schallwellenlénge im Fluidbereich fiir eine gegebene Frequenz orientiert.

In Kapitel 5 wird das entwickelte virtuelle Mehrzwecklabor detailliert erldutert. Es wird
die Methodik zur Ermittlung des Schalldimm-Mafles von mehrschichtigen /mehrschaligen

und geometrisch komplexen Wandstrukturen aufgezeigt. Fiir monolithische und zweischa-
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lige Wénde werden analytischen Losungen fiir Vergleichszwecke hergeleitet. Es werden
auch Untersuchungen zu den Einfliissen der unterschiedlichen Parameter (Grofie, Genau-
igkeit der Berechnung, etc.) des virtuellen Labors vorgenommen. Weiterhin wird in dem
Kapitel die Bestimmung der Warmedurchgangszahl und der Ablauf der Optimierung der

multifunktionalen Wandstrukturen erklart.

In Kapitel 6 wird die Anwendung des virtuellen Mehrzwecklabors anhand von repréisen-
tativen Berechnungsbeispielen aufgezeigt. Zur Validierung der Methode wird dabei auch
ein Vergleich mit experimentell ermittelten Werten fiir die Schall- und Warmedédmmung
durchgefiihrt. Auerdem werden auch periodische Strukturen (bekannt als Phononische
Kristalle, PC) in Hinblick auf deren Schallddmmeigenschaften untersucht. Zur Demons-
tration der hohen Effizienz des entwickelten Mehrzwecklabors werden Parameterstudien
und Optimierungsaufgaben zur Bestimmung der optimalen Warme- und Schallddmmung
von ausgewéhlten Wandstrukturen durchgefithrt. Zur Optimierung wird ein genetischer
Algorithmus (GA) verwendet.

Abschlieend werden die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit in Kapitel 7 zusammenge-
fasst und ein Ausblick auf die zukiinftigen Forschungsarbeiten auf dem Gebiet wird dabei

auch angegeben.

Der Anhang beschreibt die Uberfithrung von zeitabhéngigen Gleichungen in den Fre-
quenzbereich durch FOURIER-Transformation und eine Methode zur analytischen Losung
von 2D Problemen der Akustik. Fiir die Warmeiibertragungsprobleme in luftgefiillten
Hohlrdumen wird ein Vergleich zwischen der Losung einer vollstindig gekoppelten Simu-
lation und einer Losung des Warmeleitungsproblems mit einem &quivalenten Warmeleit-
koeffizienten angegeben. Auflerdem wird gezeigt, wie sich das Dispersionsdiagramm fiir

eine periodisch angeordnete Struktur ermitteln ldsst und einige Beispiele vorgestellt.
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Grundgleichungen der Akustik

Die Herleitung der akustischen Wellengleichung beruht auf den Voraussetzungen, dass
das Fluid reibungsfrei ist, nur kleine und schnelle (damit néherungsweise adiabatische)
Anderungen der Zustandsgrofen erfihrt und das Geschwindigkeitsfeld rot @y = 0 wirbel-

frei ist. Die akustischen Grundgleichungen sind damit die Bewegungsgleichung

Purp (t
poa—fz() +Vp(t) =0, (2.1)

die Kontinuitatsgleichung zur Erhaltung der Masse

Ipr(t)
L2+ 0V

8uF (t)

und, abgeleitet aus der adiabatischen Zustandsgleichung fiir Gase, die konstitutive Glei-

chung
p(t) = copr (t). (2.3)

Hierbei bezeichnet py die statische Dichte und pp (t) die dynamische Dichte, ug (¢) ist der

Verschiebungsvektor, p (t) ist der dynamische Druck und ¢ (t) ist die zugefiihrte Masse

pro Volumeneinheit. Die erste Zeitableitung einer Variablen wird durch % = o und die
d2

zweite Zeitableitung durch Gz = ¢ gekennzeichnet. Im betrachteten Medium breiten sich

die Druckwellen mit der Schallgeschwindigkeit ¢, aus.

Die Kontinuitétsgleichung (2.2) wird nach der Zeit abgeleitet und dann mit der kon-
stitutiven Gleichung (2.3) in die Bewegungsgleichung (2.1) eingesetzt. Man erhélt die
inhomogene skalare Wellengleichung fiir den Schalldruck p (¢)

9%p (1)
o2

0
— @V () = S (2.4)

oz dy 0z
reich mittels FOURIER-Transformation (siche Anhang A.1) ergibt sich die skalare HELM-
HOLTZ-Gleichung

T .
mit dem Nabla-Operator V = [ 9 0 8} . Nach deren Uberfithrung in den Frequenzbe-

V2 + E*p = qp (2.5)
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mit der Kreiswellenzahl k& = w/cy (oft nur als Wellenzahl bezeichnet) und einem, falls
vorhanden, frequenzabhéngigen Quellterm qg. Dies ist eine elliptische partielle Differen-
tialgleichung, die das Druckfeld fiir eine Erregung mit der Kreisfrequenz w beschreibt.
Die Kreisfrequenz ist iiber w = 27 f mit der Frequenz f verkniipft. Die Wellenldnge A\
berechnet sich iiber

Co
\ = 7 (2.6)

Es sei noch kurz erwdhnt, dass es auch moglich ist, die Wellengleichung fiir das skalare
akustische Geschwindigkeitspotential 1 anzugeben. Fiir den homogenen Fall lautet die
Wellengleichung dann
1 0%
———=0. 2.7
¢z ot? (27)
Fiir die Herleitung von Gl. (2.7) wird auf die Literatur verwiesen [120, 111]. Diese For-

mulierung bewirkt, dass fiir ein gekoppeltes FSI-Problem nach der Diskretisierung im

VZ

Rahmen der FEM das resultierende Gleichungssystem symmetrische Matrizen aufweist,
wihrend bei der Druckformulierung Gl. (2.4) die Systemmatrix nicht-symmetrisch wird.

Auf den Unterschied wird im Abschnitt 3.5 eingegangen.

Dampfung in Fluiden

Bei der Ausbreitung der Schallwelle in Fluiden wird diese bedingt durch innere Reibung
und molekulare Absorption gedampft. In Luft ist die Hohe der Démpfung abhéngig von
der Frequenz der Schallwelle, der Temperatur 7" und der Luftfeuchtigkeit ¢, wobei eine
Zunahme der Frequenz dabei den mafigeblichen Anteil hat. So betriagt die Dampfung fiir
eine Luftfeuchtigkeit von ¢ = 50 % und eine Temperatur von 7' = 20°C etwa 4.66dB/km
fir f = 1kHz und 159dB/km fiir f = 10kHz [71]. Bei der Modellierung von Schallausbrei-
tung iiber kurze Distanzen im Horbereich werden Dampfungseffekte jedoch iiblicherweise
vernachlissigt. Da die Luftfeuchtigkeit zu Dispersion fiihrt, wird deren Wert in der Bau-
akustik bei experimenteller Ermittlung des Schalldimm-MafBes angegeben. In der nume-
rischen Modellierung kann die Dampfung jedoch in den meisten Féllen vernachléssigt

werden.

Akustische Randbedingungen

Im Allgemeinen unterscheidet man im Zusammenhang mit Randwertproblemen drei mog-

liche Randbedingungen.

e Bei der Vorgabe des Funktionswertes auf dem Rand des Definitionsbereichs wird die
Randbedingung als DIRICHLET-Randbedingung bezeichnet.

e Bei der Vorgabe der Normalenableitung der Losung auf dem Rand des Definitions-
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bereichs wird die Randbedingung als NEUMANN-Randbedingung bezeichnet.

e Eine Zusammenfithrung der DIRICHLET-Randbedingung und NEUMANN-Randbe-
dingung fithrt zu der sogenannten ROBIN-Randbedingung. Hierbei wird auf dem
Rand des Definitionsbereichs der gewichteten Linearkombination aus dem Funkti-

onswert der Losung und deren Normalenableitung ein Wert zugewiesen.

Im Folgenden werden einige besonders wichtige Randbedingungen vorgestellt, die im Rah-

men akustischer Problemstellungen vorkommen kénnen.

Die Impedanzrandbedingung ist eine ROBIN-Randbedingung und gibt den Schalldruck auf
einem Rand im Verhéltnis zu seiner Normalenableitung vor. Sie kann verwendet werden,
um den Reflexionskoeffizient einer Berandung zu definieren und erfiillt die Gleichung

L vy = P (2.8)

-n-Vp=——. .

P Zg

Der Reflexionskoeffizient r der Berandung wird berechnet iiber

_Zg_ZO

r= 2.9
" (2.9)

mit der spezifischen Impedanz Z;, und dem Wellenwiderstand des Fluides Zj. Sind die
Wellenwiderstédnde der beiden Medien perfekt aneinander angepasst, betrigt der Reflexi-
onskoeffizient r = 0. Auf diese Weise kann bspw. ein halbunendlich ausgedehnter Raum
(Halbraum) beschrieben werden. Bei numerischen Berechnungen unter Verwendung der
FEM kommt es jedoch dennoch zu nicht unerheblichen Reflexionen, weshalb andere Me-

thoden in der Regel bevorzugt werden [11, 94].

Der Absorptionsgrad « einer Oberfliche beschreibt das Verhéltnis zwischen absorbier-
ter Energie und auftreffender Energie und ist mit dem Reflexionskoeffizient durch den

Zusammenhang
a=1-r? (2.10)

verbunden.

Eine schallharte Oberfliche erfillt die Gleichung
n-Vp=0. (2.11)

Dies ist eine NEUMANN-Randbedingung. Der Reflexionskoeffizient betriagt » = 1 fiir die

schallharte Grenzflache. Eine einfallende Welle wird also vollstédndig reflektiert.

Eine schallweiche Oberfiiche erfiillt die Gleichung p = 0. Da der Funktionswert auf dem
Rand vorgegeben wird, stellt dies eine DIRICHLET-Randbedingung dar. Der Reflexions-
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koeffizient der schallweichen Grenzfliche betrigt r = —1.

Eine Quelle, die Schallwellen gleichméfig kugelférmig ausstrahlt, wird als Monopolquelle
bezeichnet. Idealisiert verhélt sich so ein im Raum befindlicher Lautsprecher bei niedrigen
Frequenzen. Néhert sich der Radius der Kugelquelle dem Wert Null an, wird die Quelle als
Punktstrahler bezeichnet. Im Frequenzbereich erfiillt der Punktstrahler die inhomogene
HeELMHOLTZ-Gleichung

2pwP

(2r)°

V2p + k*p = —4me™® §(x — =) (2.12)

mit der Phase ¢, der langenbezogenen Leistung der Schallquelle P und der Delta-Funktion
d(x — xp). Der Ortsvektor ist & und die Monopolquelle befindet sich bei & = xy.

2.2  Grundgleichungen der Elastodynamik

Der infinitesimale Verzerrungstensor € beschreibt die Deformationen eines infinitesimalen

Strukturelements und wird definiert durch

Exz Exy CEuxz
((VuS)T+Vu5>: Eyo Eyy Eyz (2.13)

Erx Ezy Ezz

g =

DN | —

mit dem Verschiebungsvektor ug = [u v w]”, wobei u die Verschiebung in z-Richtung, v
die Verschiebung in y-Richtung und w die Verschiebung in z-Richtung ist. Der Verzer-
rungstensor ist symmetrisch, d. h. €, = €2, €4 = €, und ¢, = &,,,. Héufig werden
statt der Verzerrungen auf den Nebendiagonalen die Gleitungen «;; verwendet, fiir die
Ezy = %%y, Epz = %%Z und €, = %%Z gilt. Voraussetzung fiir die folgenden Ausfithrungen
ist die Annahme kleiner Verformungen. Die Verzerrungen werden iiber das lineare Elasti-

zitdtsgesetz mit den Spannungen in einem Strukturelement verkniipft durch
0ij = Dijricr- (2.14)

Hierbei wird die EINSTEINsche Summationskonvention verwendet, die besagt, dass iiber
doppelt auftretende Indizes in einer Gleichung summiert wird. Der Spannungstensor o
hat die Komponenten
Oze Ogy Ogzz
o= | 0y Oy Oy (2.15)

Orzz Ozy Oz
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mit den Normalspannungen in der Hauptdiagonale und den Schubspannungen in den Ne-
bendiagonalen. Der Tensor D;;,; wird als Elastizitétstensor bezeichnet. Dieser hat fiir den
allgemeinen Fall der vollstdndigen Anisotropie 21 unabhéngige Elastizitéitskonstanten.
Fiir den wichtigen Sonderfall eines isotropen Materials reduziert sich die Anzahl der un-
abhéngigen Konstanten auf zwei. Aufgrund der Symmetrie des Verzerrungs- und Span-

nungstensors ist auch der Elastizitédtstensor symmetrisch. Es gilt:

L Dijkl = Djikla
L Dijkl = Djz‘llc;
® Dijrr = Dyij.

Mittels der NYEschen Notation fiir symmetrische Tensoren kann dann der vierdimensonale
Elastizitéatstensor zu einer Matrix Dg, der Spannungstensor zu einem Vektor og und der
Verzerrungstensor zu einem Vektor eg zusammengefasst werden. Das Elastizitéitsgesetz

lautet dann

g5 = Dsé‘s, (2.16)
mit ) ) ) )
sz gx:v
Oyy Eyy
o €
ggs = = , Eg = = (217)
O-CL'Z ’yxz
L Oyz | L Vyz |

1—v v 0 0 0
v 1—v 1% 0 0 0
FE v v 1—v 0 0 0
Dg = 2.18
ST A+ v)(1—2v) 0 0 0 =2 0 0 (2.18)
0 0 0 0 1’22" 0
| 0 0 0 0 0 1_22”_

Die Gleichgewichtsgleichungen der linearen Elastizitétstheorie kénnen durch Gleichge-
wichtsbetrachtungen an einem endlichen Teilkérper hergeleitet werden wie er in Abb. 2.1
dargestellt ist. An diesem Teilkorper wirkt eine Volumenkraft f; und eine Oberfldchenlast

mit dem Spannungsvektor ¢;. Damit der Korper sich im Gleichgewicht befindet muss

/tidAJr/fl-dV:O.
14

A

gelten:
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Dabei ist A die Oberfliche und V das Volumen des Kérpers. Uber die CAucHYsche Formel

ist jedem Normalenvektor n; bei gegebenem Spannungstensor o;; ein Spannungsvektor ¢;

zugeordnet:
ti = OjNn;. (219)

Abbildung 2.1: Teilkorper, an dem eine Volumenkraft f; und eine Oberflichenlast ¢; wirkt.

Nach Anwendung des GAUSSschen Satzes [143] ergibt sich [, (0j;; + fi) dV = 0. Hierbei
kennzeichnet der Index hinter dem Komma die Variable x;, nach der differenziert wird:
fi; = gj:?. Der Ausdruck fv (0ji; + fi) dV = 0 ist nur fiir einen Integranden mit dem
Wert NulJI erfiillt und die Gleichgewichtsgleichungen lauten somit

oij; + fi =0 (2.20)

und ausfiihrlich geschrieben

004, 00y 004,
+ +

Ox oy 0z /=0,

0oy, 0oy, 0oy, B

o + By + 5 +f,=0, (2.21)
00 .4 N 00 n 00, b =0,

ox dy 0z

Einsetzen von Gl. (2.13) und Gl. (2.14) in Gl. (2.20) ergibt ein System von partiellen Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung vom Typ der LAPLACE-Gleichung. Sie beschreiben
die Verformungen eines 3D Korpers aufgrund duferer Belastungen. Durch Definition eines

Matrizen-Differentialoperators

0 o o
. 20 0 2 2 0
T __ o o] 0
Vi=lo 2 0 2 0 2 (2.22)
0 o 0
0 5 0 &% &
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kénnen die drei Gleichungen in 2.21 kompakt zusammengefasst werden als
Vies+ f =0, (2.23)

wobei der Spannungsvektor 6% = (04 0yy 02z Ouy Ous ayz]T verwendet wird. In der Elas-
d%ug
o2
ergeben sich die Bewegungsgleichungen im Zeitbereich fiir ein Kontinuum als

todynamik wirkt zusatzlich die Tragheitskraft pg mit der Massendichte pg. Damit

(92'11,5

ot~

6TO'S + f = pPs (224)

Nach Anwendung der FOURIER-Transformation auf Gl. (2.24) ergeben sich die Bewe-

gungsgleichungen fiir ein Kontinuum im Frequenzbereich als

Vies+ f = —pswiug. (2.25)

Ebener Verzerrungszustand

Wenn in einer Struktur angenommen werden kann, dass die Verschiebung w in z-Richtung
aufgrund einer geeigneten Lagerung behindert wird und dass die Verschiebungen u und
v in z- und y-Richtungen nur von diesen Koordinaten abhingig sind, liegt ein ebener
Verzerrungszustand (EVZ, englisch: Plane strain) vor. Ein derartiger Zustand tritt in
Strukturen mit ausgedehnter und unverédnderlicher Geometrie und unverénderlicher Be-
lastung in z-Richtung auf. Typische Beispiele sind Stauddmme und dickwandige Rohre,
aus denen zur Untersuchung der Problemstellung dann eine Scheibe herausgeschnitten

(Abb. 2.2) und auf eine vollstandige 3D Berechnung verzichtet werden kann.

Abbildung 2.2: Approximation einer ausgedehnten Struktur, bspw. eines Staudamms, als 2D
Struktur und durch ebenen Verzerrungszustand.

Im Verzerrungstensor Gl. (2.13) werden dann die Komponenten ¢,,, €,, €4, €y, und e,
gleich Null und damit auch die entsprechenden Eintrage in Gl. (2.17). Es ergibt sich nach
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Einsetzen in Gl. (2.16) dann aus der ersten, zweiten und vierten Zeile das Elastizitatsgesetz

fo B 1—v v 0 €z

= — 2.26
W T Orna-w | Lot Svy (2.26)
Oy 0 0 3 (1-2v) Vay

und aus der dritten, fiinften und sechsten Zeile erhélt man

Ev
7 = ) (1 —aw) o T ow) wnd 0w =03 =0

Im ebenen Verzerrungszustand ist der Spannungszustand also dennoch dreidimensional.

Der isotrope Elastizitdatstensor Dg ist dann

1-v 0 |. (2.27)

Strukturdampfung

In realen Strukturen verlaufen Schwingungsvorgéinge nicht verlustfrei. Die Mechanismen
der Dampfung enthalten unter anderem FEnergiedissipation aufgrund innerer Reibung,
Reibung an angrenzenden Fliachen oder auch Abstrahlung von Energie an das umgeben-
de Medium. Eine einfache und im Bereich der Baudynamik verbreitete Moglichkeit der
Implementierung von struktureller Dampfung ist die Einfithrung eines komplexen Elasti-
zitatsmoduls [44]

E— E(1+in). (2.28)

Hierbei stellt n den Verlustfaktor dar, der den Anteil an Energie beschreibt, der pro
Schwingung in Warme oder andere Energieformen umgewandelt wird. Die Verlustfaktoren
bewegen sich fiir viele Materialien iiblicherweise in der Gréfenordnung von n =~ 0.01 [78].
Die Beriicksichtigung der Strukturddmpfung iiber einen komplexen FE-Modul ist nicht
abhéangig von der Erregerfrequenz. Dies stellt eine Vereinfachung gegeniiber der Realitét
dar, in welcher die Dampfungseigenschaften von Materialien und Oberflichen durchaus
in unterschiedlichem Mafle von der Frequenz abhéngen [134, 5]. Kompliziertere Modelle,
bspw. das Modell der viskosen Déampfung oder das Modell der RAYLEIGH-Dampfung, sind
in der Anwendung jedoch nicht besonders weit verbreitet, was zum einen darin begriindet
liegt, dass bei den untersuchten Problemstellungen in der Baudynamik ndherungsweise
oft alle Schwingungsformen frequenzunabhéngig geddmpft sind [1] und insbesondere zum
anderen die benétigten Parameter fiir die Beschreibung von komplexen Modellen und

Materialien oftmals unbekannt sind.
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Randbedingungen in der Elastodynamik

Es werden kurz die wichtigsten Randbedingungen im Rahmen dieser Arbeit vorgestellt.
Der Fall eines unverschieblichen Randes wird als feste Lagerung bezeichnet. Dies stellt
eine DIRICHLET-Randbedingung dar, da die Funktionswerte der Verschiebung mit v = 0
vorgegeben sind. Ein freier Rand ist kraftefrei und erfiillt f = 0.

2.3 Fluid-Struktur-Interaktionsprobleme

Das Schallfeld in einem Fluidbereich bewirkt einen Druck auf die angrenzende Oberflache
einer Struktur, welche sich infolgedessen deformiert. Das dynamische Verschiebungsfeld
der Struktur steht wiederum in Wechselwirkung mit dem Druck im angrenzenden Fluid.
In der Abb. 2.3 sind die jeweiligen Bereiche, Oberflichen und deren Normalenvektoren
definiert. Die Interaktion von Fluid und Struktur wird iiber die Kopplungsgleichungen
beriicksichtigt. In einem akustischen Fluid bewegen sich die Partikel an der Grenzfliche
I's p in Normalenrichtung (der Normalenvektor n = np = —ng zeigt hierbei in den

Strukturbereich) zusammen mit der Strukturoberfliche, d. h.,
usn|p, = urnfp, . (2.29)

Der Schalldruck p bewirkt eine Oberflachenlast auf die Struktur in Normalenrichtung,
d. h.,
t=—png = pnp. (2.30)

Daraus folgt aus Gl. (2.19) der Spannungstensor auf der Grenzfliache:

—p 0 0
c=| 0 —-p 0 |=-pl (2.31)
0O 0 —p

Hierbei ist I die Einheitsmatrix.

T -

y I m np; .
4/& ¢ Fluid/Luft Fluid /Luft "\
z Y ! ng Q \'

\\ QF,l F.2 /l

Abbildung 2.3: Definition der Normalenvektoren der Struktur und der Fluidgebiete.
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2.4 Grundgleichungen der Wirmeiibertragung

Der Warmetransport in Festkérpern erfolgt lediglich durch Warmeleitung. In Hohlrdumen,
die mit einem Fluid wie Luft gefiillt sind, erfolgt der Transport von Wérme durch die Me-
chanismen Wirmeleitung, natiirliche Konvektion und auch durch Strahlung (Abb. 2.4).
Auf die detaillierten Herleitungen der einzelnen Gleichungen wird hier verzichtet. Diese

kénnen géangigen Lehrbiichern entnommen werden, bspw. [12, 10].

Wiérmestrom
Strahlung

Konvektion

4
......... \Wdrmelejtung

T, Z T,

Abbildung 2.4: Wiarmedurchgang durch eine Wandstruktur mit Hohlrdumen.

Die beschreibende Gleichung fiir den Wéarmetransport durch Warmeleitung in Festkor-

pern und Fluiden ist gegeben durch
aT )
P gy +peu - VI +V -qg=Q (2.32)
im Zeitbereich und mit dem zu Null gesetzten zeitabhéngigen Term 7' = 0 durch
pcpyt - VT +V-q=Q (2.33)

fiir den stationdren Fall. Hierbei wird die Massendichte des Korpers oder des Fluids
mit p bezeichnet, ¢, ist die spezifische Wérmekapazitdt bei konstantem Druck, 7' ist
die Temperatur, @ ist das Geschwindigkeitsfeld, () ist die Warmequelle und £ ist der
Warmeleitkoeffizient eines isotropen Materials. Der Vektor g beschreibt den Warmefluss,
der {iber das FOURIER sche Gesetz wie folgt bestimmt wird:

q=—kVT. (2.34)

Der Energietransport durch die Strahlung zwischen zwei Oberflichen wird beschrieben
durch
—n-q=¢(G-oT"). (2.35)

Hierbei ist n der Normalenvektor, q ist der Strahlungswérmefluss, ¢ ist der Emissionsgrad
der Oberflache und G ist der Warmefluss durch einfallende Strahlung. Die BOLTZMANN-
Konstante hat den Wert o ~ 5.67 x 107% W

mK*%”

Obwohl der Transport von Wéarme in Fluiden auch durch Warmeleitung erfolgt, bewirkt

der erhohte Massenfluss durch natiirliche Konvektion eine erhohte Rate des Energietrans-
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ports. Der Massenfluss, die Partikelbewegungen und die Temperaturdnderung des Fluides
werden durch die folgenden NAVIER-STOKES-Gleichungen beschrieben:

dp N
§+V-(pu)—0,
ou . .
pg—f—p(u-V)u:V-[—pI—kT]-i-f’ (2.36)
oT . B ' _T(?p op )
pcp<§+(u.V)T)— (V-q)+7:8 pan<8t+<u V)p)—ir@.

Hierbei ist p der Druck, 7 ist der viskose Spannungstensor, f ist die Volumenkraft
und S ist der Forménderungsgeschwindigkeitstensor. Fiir natiirliche Konvektion kann
die BOUSSINESQ-Naherung angewandt werden. Diese besagt, dass die Dichteunterschiede
vernachléssigbar sind, sofern sie nicht zum statischen Auftrieb beitragen [10]. Desweiteren
verringert sich der Berechnungsaufwand massiv, wenn davon ausgegangen werden kann,
dass es sich nicht um eine turbulente, sondern um eine laminare Strémung handelt. Um
abschétzen zu kénnen, ob die Strémung laminar oder turbulent ist, kann fiir den speziellen
Fall der natiirlichen Konvektion die GRASHOF-Zahl Gr wie folgt berechnet werden:

BgATL?

2

Gr = (2.37)

Dabei ist 5 der Warmeausdehnungskoeffizient, welcher fiir Luft den Wert 5 = 1/7T an-
nimmt, g ist die Erdbeschleunigung, v ist die kinematische Viskositdt und L ist die cha-
rakteristische Léange, bspw. die Hohe des Luftspalts. Fiir eine ebene Fléiche in vertikaler
Ausrichtung erfolgt der Umschlag von laminarer zu turbulenter Stromung typischerweise
bei einer GRASHOF-Zahl von Gr > 10°. Eine analytische Losung fiir zeitabhéingige und
stationdre Probleme der Wirmeleitung ist nur in seltenen Féllen moglich [19]. In der Regel
sind fiir komplexe Geometrien und gekoppelte Probleme numerische Naherungsverfahren
notwendig. Die Warmedurchgangszahl kann numerisch fiir eine Wandstruktur bestimmt
werden, indem die Temperaturen 7; und 7, in Abb. 2.4 festgelegt werden und der resul-
tierende mittlere Warmestrom ¢ in Richtung der Wandflichennormalen ermittelt wird.
Die Wiarmedurchgangszahl U ergibt sich dann aus

lq|
=4 2.
U " (2.38)

Fiir 1D geschichtete Paneele mit den Schichtdicken d; und den jeweiligen Warmeleitkoef-

fizienten k; kann die Wéarmedurchgangszahl U aus

LU =" di/k; (2.39)
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bestimmt werden. Die Warmeiibergangswiderstinde zwischen dem umgebenden Fluid und
der Wand werden hierbei nicht beriicksichtigt. Im Abschnitt 5.3 wird gezeigt, wie sich
iiber ein in der DIN EN ISO 6946 beschriebenem Verfahren eine Naherungslosung fiir den
Energietransport mittels Strahlung und Konvektion in luftgefiillten Hohlrdumen ermitteln
lasst [40]. Bei Anwendung des Verfahrens muss zur Berechnung der Wéarmedurchgangszahl
lediglich die Warmeleitungsgleichung gelost werden. Fiir geometrisch komplexere Struk-

turen ist hierbei eine numerische Berechnung notwendig.
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3 Spektral-Elemente-Methode (SEM)

In diesem Kapitel werden zum einen die grundsétzlichen Prinzipien der FEM erldutert
und darauf aufbauend die Formulierung und Vorteile der SEM dargestellt. Die Diskreti-
sierung der Bestimmungsgleichungen werden im Rahmen der SEM fiir Problemstellungen
der Akustik, Elastodynamik, Fluid-Struktur-Interaktion und Warmeleitung detailliert be-

schrieben.

3.1 Numerische Methoden fiir Randwertprobleme

Ein bekanntes Verfahren zur numerischen Losung von partiellen und gewchnlichen Dif-
ferentialgleichungen ist die GALERKIN!-Methode. Das Verfahren basiert im Wesentlichen
auf der Minimierung des Residuums einer durch eine Ansatzfunktion angendherten Losung

einer Differentialgleichung. Die folgende Darstellung des Verfahrens basiert auf [56].

Gegeben ist eine Differentialgleichung, hier beispielhaft eine gewohnliche Differentialglei-

chung, der Form
= (p()y'(2)) + q(x) y(x) — r(z) =0, (3.1)

mit den Randbedingungen y (a) = 0 und y (b) = 0 . Das Residuum dieser Differentialglei-
chung ist gegeben durch R(y) := —(p(x) v'(x)) +¢(x) y(x) —r(z). Eine Naherungsfunktion

fiir die Losung der Differentialgleichung wird bestimmt, indem ein Ansatz der Form

il’l’lax
w(x) = Zaivi (3.2)

i=1
eingefithrt wird, der in das Residuum substituiert wird. Die Parameter a; sind dann so zu
bestimmen, dass das innere Produkt des Residuums mit den Testfunktionen v; verschwin-

det. In diesem Fall stehen die Testfunktionen orthogonal zum Residuum, d. h.,

{[=(p(z) - w'(2)) + q(x) - w(z) = r(z)], v} = 0. (3-3)

Das innere Produkt wird berechnet, indem das Produkt der beiden Funktionen, der An-

satzfunktion und der Testfunktion, integriert wird. Es ergeben sich ¢ Gleichungen der

Entwickelt 1915 von B.G. GALERKIN (1871-1945), sowjetischer Ingenieur und Mathematiker.
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Form
b

[ 1=0le) w@) + ala) we) - r(@)] e o (3.4
Dies ergibt ein lineares Gleichungssystem, dessen Losung die Parameter a; sind. Einsetzen
von a; in die Ansatzfunktion Gl. (3.2) ergibt die N#herungslosung der Differentialglei-
chung. Fiir den Fall einer unendlichen Anzahl an Testfunktionen, welche alle orthogonal
zum Residuum sind, ergibt sich als einzig verbleibende orthogonale Funktion die Null-
funktion. Das Residuum betriagt also Null und w(z) ist damit die exakte Losung der
Differentialgleichung. Die Ansatzfunktion muss hierbei, im Gegensatz zur Methode der
Finiten Elemente, die Randbedingungen erfiillen. Die Testfunktionen, aus denen die An-
satzfunktion aufgebaut wird, miissen linear unabhéngig sein und auflerdem differenzierbar
sein. Die Anforderungen an die Ansatzfunktion kénnen abgeschwécht werden, wenn die
betrachtete Differenzialgleichung in die schwache Form iiberfiihrt wird. Die Ordnung der
vorkommenden hochsten Ableitung wird im Zuge der Uberfithrung um eins gesenkt. Um
die schwache Form der Differentialgleichung zu erhalten, wird die Differentialgleichung

(3.1) mit einer Testfunktion multipliziert und integriert:

b

/[—(p(x) Y (@) +a(x)y(z) —r(z)]v(z) dz = 0. (3.5)

a

Unter Beriicksichtigung der Regel fiir die partielle Integration

/f@M@szﬂwmw—ﬂwm@—/ﬂmy@Mx (3.6)

und der Randbedingungen kann die schwache Form der Differentialgleichung (3.5) umge-

schrieben werden in

b b

/p(:v) Y (2)v +q(x)y(z)v(x) do = /r(a:)v (x) dx. (3.7)

a a

Im mehrdimensionalen Fall muss hierbei das GREEN-GAUSSsche Theorem

/ pVqdV = / pq'ndS — / (Vo) qdV (3.8)
Q T Q

angewandt werden, wobei hier 2 ein Gebiet mit dem Rand I ist. Fiir den hier gezeigten
allgemeinen 3D Fall bezeichnet V' das Volumen des Gebiets und S die Oberfldche des

Randes, n ist der Normalenvektor auf der Oberfliche, q ist ein stetig differenzierbares
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Vektorfeld und ¢ ein stetig differenzierbares Skalarfeld [87, 143].

Es wird kurz angemerkt, dass eine weitere Moglichkeit, um zu einer identischen Néhe-
rungslosung der Gl. (3.1) zu gelangen, darin besteht, die Differentialgleichung in eine
Variationsformulierung zu iiberfithren. Diese Methode wird héufig auch als Verfahren von
RITZ bezeichnet [62, 124, 139].

Wahrend beim globalen Verfahren von GALERKIN oder RiITz die Ansatzfunktionen die
Losung der Differentialgleichung iiber das globale Berechnungsgebiet annédhern, wird bei
der FEM das Losungsgebiet zuerst in eine endliche Anzahl von Elementen diskretisiert.
Die Ansatzfunktionen, meist auch Formfunktionen (englisch: Shape functions) genannt,
nahern die Losung innerhalb ihres zugehorigen Elementes an. Auflerhalb dieses Elementes
nehmen sie den Wert Null an. Durch die Diskretisierung und die hohe geometrische Fle-
xibilitdt der Elemente, so sind neben polygonal berandeten Elementen auch krummlinig
berandete Elemente moglich, konnen auch geometrisch komplex aufgebaute Strukturen
berechnet werden. Dies ist ein wesentlicher Vorteil gegeniiber anderen numerischen Ver-

fahren wie der Finite-Differenzen-Methode.

Auch wenn zahlreiche andere Verfahren wie die REM (hierbei wird im Gegensatz zur
FEM lediglich die Berandung eines Gebietes diskretisiert) oder neuere netzlose Methoden
in gewissen Spezialfillen vorteilhaft sein kénnen, hat die klassische FEM in Forschung
und Entwicklung einen hohen Reifegrad erreicht, der sich auch durch die grofle Anzahl
von verfiigbaren Software-Produkten zeigt. Bekannte Berechnungsprogramme, die fiir ei-
ne Vielzahl von Problemstellungen eingesetzt werden konnen, sind unter anderem ABAQUS
der Firma Dassault Systémes, ANSYS von Ansys Inc. und COMSOL Multiphysics von
COMSOL AB. Letzteres wurde fiir Teile dieser Arbeit eingesetzt. Eine kommerzielle Berech-
nungssoftware ist in der Regel fiir eine Vielzahl von Problemstellungen mit hoher geome-
trischer und physikalischer Komplexitét einsetzbar. Da jedoch gleichzeitig der Anspruch
erhoben werden soll, dass die Software nicht nur von Experten im Bereich der Nume-
rik verwendet werden kann, werden in der Regel Kompromisse zwischen héchstmoglicher

Berechnungseffizienz und benutzerunabhéngiger Automatisierung gesucht.

Fiir viele Problemstellungen in der Ingenieurwissenschaft kénnen die Berechnungsge-

schwindigkeit und die Genauigkeit der Losung mafigebend sein. Zur Beurteilung der
SEM
ge-

geniiber einer Referenzlosung p"¢/, bspw. einer analytischen Losung oder einer Lésung mit

Genauigkeit kann der prozentuale Fehler einer numerisch berechneten Lésung p

hoher Genauigkeit, unter anderem in der relativen lo-Norm angegeben werden. Der Fehler
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ist dabei wie folgt fiir eine Anzahl von n = 1,2, ..., N Datenpunkten definiert:

)2

(3.9)

Alternativ dazu kann die integrale Fehlernorm Lo verwendet werden [62]. Da jedoch hier
nur der qualitative Verlauf des Fehlers von Interesse ist und der Berechnungsaufwand
zur Ermittlung des Fehlers in der Lo-Norm in der Regel deutlich grofler ist, wird darauf
verzichtet. Zur Bestimmung des Fehlers wird eine hohe Anzahl von Auswertungspunkten
bendétigt, wobei mittels Konvergenzuntersuchungen sichergestellt werden kann, dass die
notige Anzahl an Auswertungspunkten minimal gehalten wird, um den Rechenaufwand

zu reduzieren.

3.2 Grundlagen der SEM

3.2.1 Uberblick iiber spektrale Niherungsverfahren

Der Begriff der SEM wird in der Literatur fiir zwei grundsétzlich unterschiedliche Techni-
ken verwendet. Beide Methoden basieren auf der Zerlegung des Gebiets in kleinere Sub-

strukturen, die Berechnungsmethodik unterscheidet sich ansonsten allerdings sehr stark.

Die dieser Arbeit zugrunde liegende SEM basiert auf dem Ansatz von PATERA [92], welche
eigentlich eine fortschrittliche FEM darstellt, die Interpolationspolynome hoher Ordnung
und spezieller nodaler Basis zur Annédherung der Losung verwendet. Daraus ergeben sich
sehr gute spektrale Konvergenzeigenschaften. Der prinzipielle Aufbau des Gleichungssys-

tems lautet wie in der FEM

Ku+ M1 = F im Zeitbereich
und

Ku — w?Mwu = F im Frequenzbereich.

Fiir den Frequenzbereich wird dabei der Ansatz u (t) = we™! und F (t) = Fe™! gemacht
(die Uberfiihrung einer zeitabhingigen GroSe in den Frequenzbereich wird im Anhang
A.1 erldutert). Die Matrizen M und K sind jeweils die Massenmatrix und die Steifig-

keitsmatrix, deren Herleitung in diesem Kapitel noch detailliert erlautert wird.

Ebenfalls als SEM wird ein Verfahren bezeichnet, bei welchem eine zeitabhéngige Pro-
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blemstellung in den Frequenzbereich iiberfithrt wird, wobei dann fiir die jeweiligen Teil-
strukturen analytische Losungen der Differentialgleichung im Frequenzbereich verwendet

werden. Der grundsétzliche Aufbau des Gleichungssystems ist hierbei gegeben durch
Ky (W)@ (w) = F (w),

mit einer frequenzabhéngigen Steifigkeitsmatrix K 4, (w). Aus der Losung im Frequenzbe-
reich kann mittels inverser FOURIER-Transformation die Losung im Zeitbereich konstru-
iert werden. Wesentliche Verbreitung erfuhr die Methode insbesondere durch die Arbeiten
von DOYLE und Mitarbeitern in den 90er Jahren und fiihrte zu einem Standardwerk der
SEM [43]. Da die Methode selbst bei sehr hohen Frequenzen in vielen {iblichen Anwen-
dungen, bspw. bei der Untersuchung der Wellenausbreitung in Rahmenstrukturen [145],
nur eine sehr geringe Anzahl an Freiheitsgrade bendtigt, ist die Berechnungseffizienz sehr
hoch. Der Nachteil ist hierbei jedoch, dass nur fiir wenige Problemstellungen analytische
Losungen im Frequenzbereich bekannt sind und die Methode daher auf relativ einfa-
che Problemstellungen begrenzt ist. In der vorliegenden Arbeit kann die Methode nicht
verwendet werden, da fiir das komplexe gekoppelte Problem der FSI keine analytischen
Losungen existieren. In der Arbeit von PALACZ [88] wurde ein iibersichtlicher Vergleich
beider Varianten der SEM dargestellt.

Wihrend in der Standard-FEM nur Formfunktionen niedriger Ordnung, zumeist hochs-
tens quadratische Formfunktionen, verwendet werden, besteht das zentrale Merkmal der
in dieser Arbeit verwendeten SEM in der Verwendung von LAGRANGE-Formfunktionen
hoherer Ordnung p zur Erreichung von spektraler Konvergenz der Losung. Um den ne-
gativen Einfluss auf die Kondition des Gleichungssystems, und damit auf die spektrale
Konvergenz, zu vermeiden, miissen diese Formfunktionen noch speziellen Anforderungen
geniigen. Erst wenn die SEM mindestens kubische Formfunktionen, unter Verwendung der
GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO-Nodalbasis (, GLL-Nodalbasis“), verwendet, ergibt sich ge-
geniiber der Standard-FEM ein Vorteil beziiglich der Kondition des Gleichungssystems.
Die Berechnung der GLL-Nodalbasis wird im Abschnitt 3.2.2 gezeigt.

In der sogenannten p-FEM wird ebenso der Grad p der Formfunktionen gesteigert, um
spektrale Konvergenz zu erreichen. Ublicherweise wird hierbei jedoch keine nodale Basis,
sondern eine hierarchische Basis zur Konstruktion der Formfunktionen verwendet [103].
Eine Genauigkeitssteigerung der Losung wird dann, wie in der SEM, iiber eine Erh6hung
des Grades p der Formfunktionen erreicht, jedoch miissen hierbei die Elementmatrizen
nicht vollstdndig neu berechnet werden, sondern es werden lediglich die Eintrédge berech-
net, die infolge der Erhohung von p neu hinzugekommen sind. Dem Vorteil der Zeiterspar-
nis bei der Berechnung der Elementmatrizen steht jedoch der Nachteil gegeniiber, dass die

hinzugefiigten Freiheitsgrade die Bandstruktur der Matrix sehr stark negativ beeinflussen
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und sich damit die Berechnungszeit des linearen Gleichungssystems wieder erhoht [139].

Im Folgenden soll ein kurzer Literaturiiberblick iiber die SEM und andere FE-Methoden

mit spektraler Konvergenz gegeben werden.

In mehreren Arbeiten wurde die SEM in der Seismologie verwendet [118, 117, 65, 63, 64,
66]. Es konnten hierbei durch die Verwendung der SEM genau die Variationen der Wel-
lengeschwindigkeiten und Dichten untersucht werden, wobei auch parallelisierte Berech-
nungen auf Supercomputern zum Einsatz kommen koénnten [115, 116]. In der Arbeit von
WIRASAET et al. [138] wurden Untersuchungen zur Genauigkeit der SEM unter Verwen-
dung von rechteckigen Elementen, Dreieckselementen und verzerrten Viereckselementen
im Zeitbereich vorgenommen. Es wurde gezeigt, dass die Verwendung von rechteckigen
und auch verzerrten Viereckselementen zu einem niedrigeren Fehler als die Verwendung
von Dreieckselementen fiithrt und Teile der Berechnung effizienter unter Verwendung von
viereckigen Elementen sind. Weiterhin sinkt der Fehler spektral mit der verwendeten
Ordnung der Formfunktionen ab. SCHULTE [114] verwendet die SEM zur effizienten Be-
rechnung im Rahmen der Zustandsiiberwachung (auch: Structural Health Monitoring).
Es sollten hierbei Schéden, bspw. Risse oder Delamination, in diinnwandigen Schalen de-
tektiert werden, wobei sich die SEM aufgrund ihrer hohen Sensitivitéit sehr gut eignet.
Dabei verwendete der Autor kommerzielle Software zur Erstellung des Netzes und arbeite-
te anschlieend selbst erstellte spektrale Schalenelemente in dieses ein. Zur Untersuchung
der Wellenausbreitung in diinnwandigen Strukturen hat sich die SEM auch bei anderen
Autoren bewéhrt [67, 55, 137, 54].

Ein Problem, dass bei numerischer Berechnung der Wellenausbreitung auftritt, ist der so-
genannte Pollution-Fehler (englisch fir Verschmutzung). Vereinfacht ausgedriickt bewirkt
der Hauptanteil des Pollution-Fehlers eine numerische Dispersion, also eine Anderung der
Wellenlénge der numerischen Lésung gegeniiber der exakten Losung. Der Fehler der nume-
rischen Losung ¢ ist abhingig von der Wellenzahl k, der Elementgrofie 4 und der Ordnung

der Formfunktion p und kann nach

e < () (@>p + 02]{?(@)21;
2p 2p
a priori abgeschitzt werden [49, 61], wobei C; und Cy dabei Konstanten sind. Der zweite
Term gibt den Fehler durch numerische Dispersion an und wéchst mit der Wellenzahl &
an. BABUSKA und SAUTER [9] haben nachweisen kénnen, dass es fiir 2D und 3D Problem-
stellungen keine Moglichkeit gibt die numerische Dispersion génzlich zu vermeiden. Fiir
1D Problemstellungen konnten sie eine Methodik, stabilized Galerkin method genannt,

entwickeln, die unabhéngig von der Frequenz ist und keine numerische Dispersion auf-

weist. Da der Gesamtfehler der verwendeten numerischen Methode bei hohen Frequenzen
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vom Pollution-Fehler dominiert wird, wurde eine Vielzahl von Studien durchgefiihrt, um
die Auswirkungen der numerischen Dispersion auf die Wellenausbreitungsprobleme zu
analysieren und zu minimieren. So untersuchten BERIOT et al. die Effizienz der p-FEM
fir Wellenausbreitungsprobleme mit bewegtem Medium [13] und in groBskaligen 3D Pro-
blemstellungen der Akustik [14]. In der Arbeit von OBERAI und PINSKY [86] wurde die
klassische GALERKIN-FEM mit einer von den Autoren entwickelten Methode verglichen,
die einen niedrigeren Fehler durch numerische Dispersion hat. Unterschiedliche Methoden
wurden entwickelt, um die Effizienz der numerischen Berechnung von Wellenausbreitungs-
problemen zu erhohen und den Pollution-Fehler zu reduzieren. Neuere Entwicklungen
verwenden hierbei zwar eine Vernetzung analog der klassischen FEM, jedoch wird die
Losung innerhalb eines Elementes durch eine Anzahl von ebenen Wellen, also prinzipi-
ell Losungen des Wellenausbreitungsproblems, approximiert. Zu diesen Methoden gehort
bspw. die Partition of Unity FEM (PUFEM) und die wltra-weak variational formulation
(UWVF). HUTTUNEN et al. [60] untersuchten die Verwendung der UWVF in der FSI,
wobei hier als Modellproblem ein im Wasser befindlicher Zylinder verwendet wurde. Nach
Angabe der Autoren verursachte bei der Methode die Formulierung der Kopplungsbedin-
gungen Herausforderungen. DEY et al. [34, 35] untersuchten die Verwendung der p-FEM
in der Elasto-Akustik und FSI. Es wurden detaillierte Genauigkeitsvergleiche zwischen
der klassischen FEM mit Genauigkeitssteigerung iiber Erhohung der Elementeanzahl und
Erhohung der Ordnung dargestellt. CHRISTODOULOU et al. [21] verglichen die SEM mit
der PUFEM in Hinblick auf ihre Effizienz. Fiir die PUFEM wurde die notwendige An-
zahl von Freiheitsgraden pro Wellenldnge, selbst fiir hohe Frequenzen, mit lediglich zwei
angegeben. LIEU et al. [72] verglichen fiir ein HELMHOLTZ-Problem die p-FEM unter Ver-
wendung von LOBATTO-Polynomen mit der discontinous Galerkin method (DGM), einer
Methode, die ebenfalls auf der Verwendung von lokalen Losungen als Formfunktionen des
Wellenausbreitungsproblems basiert. Es wurde dabei insbesondere auf die Notwendigkeit
der Knotenkondensation bei der Verwendung der p-FEM hingewiesen, um die Anzahl von
Freiheitsgraden und damit die Berechnungszeit des linearen Gleichungssystems gering zu
halten und die Kondition des Gleichungssystems zu verbessern. Allerdings werden dabei
dann im Anschluss weitere Berechnungen notwendig. Fiir die wellenbasierten Methoden
wurde die Abhéangigkeit des Fehlers vom Einfallswinkel angegeben. Sowohl die PUFEM,
die UWVF als auch die DGM leiden an inhérenter schlechter Kondition des linearen Glei-
chungssystems. LIEU et al. gaben an, dass die maximal erzielbare Genauigkeit bei Verwen-
dung der DGM aufgrund der schlechten Kondition begrenzt ist. Obwohl intuitiv erwartet
werden konnte, dass wellenbasierte Formfunktionen bei den Wellenausbreitungsproblemen
deutliche Vorteile gegeniiber Formfunktionen, die auf Polynomen basieren, bieten, gaben
die Autoren an, dass die letzteren gleichwertige und teilweise sogar bessere Ergebnisse

beziiglich Effizienz und Genauigkeit liefern. WILLBERG et al. [137] verglichen die SEM
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mit der p-FEM und der N-FEM fiir die Simulation von LAMB-Wellen im Zeitbereich.
Die N-FEM basiert auf der Verwendung von NURBs (Non-Uniform Rational B-Splines),
spezieller Kurven bzw. Flidchen, welche eine realitéitsnahe Wiedergabe der Geometrie von
Strukturen ermoglichen und auch gute numerische Eigenschaften fiir die Verwendung als
Formfunktionen besitzen. In der untersuchten Problemstellung benétigten diese auch die
geringste Anzahl von Freiheitsgraden. Die Autoren hoben fiir die Anwendung der p-FEM
und N-FEM die zwingend erforderliche aufwandige Riickrechnung in eine physikalische
Losung hervor, die bei der SEM aufgrund der physikalischen Bedeutung der Stiitzknoten
nicht notwendig ist. Falls man also lediglich an den Werten an den Stiitzknoten interessiert
ist, kann eine Riickrechnung auch entfallen. Zur numerischen Untersuchung der Wellen-
ausbreitung wurden, insbesondere in jiingerer Zeit, hdufig auch die BERNSTEIN-Polynome
als Formfunktionen verwendet, die ebenfalls sehr gute numerische Eigenschaften aufwei-
sen. PETERSEN et al. [99] verglichen diese in ihrer Arbeit mit anderen unterschiedlichen
Formfunktionen, die in der SEM und p-FEM Verwendung finden.

Es wird an dieser Stelle ein Auszug der umfangreichen Literatur zur Verwendung spektra-
ler Methoden zur numerischen Ndherung von Wellenausbreitungsproblemen dargestellt.
Es kann zusammenfassend hervorgehoben werden, dass es keine allgemeingiiltige beste
Methode gibt. Vielmehr ist die Auswahl der Methodik und der Formfunktionen abhéngig
von der jeweiligen Problemstellung, der gewiinschten Genauigkeit und Flexibilitdt. Ein
kleiner Auszug der umfangreichen Auswahl an Formfunktionen kann der Tab. 3.1 ent-

nommen werden.

Tabelle 3.1: Verschiedene Formfunktionen, die in der FEM und verwandte Methoden verwendet
werden kénnen (Auszug aus [130]).

JAcOBI-Polynome: CHEBYSHEV-Polynome (1. Art):
1) ; , , ,
03 (1) = gl (L= P+ r) gy () = cos (j arccos (1))
rel-1,1], j=12..N, 7,6> -1 rel-1,1, j=1,2,.,N
BERNSTEIN-Polynome: CHEBYSHEV-Polynome (2. Art):
N-1)! i— N—j sin((j+1) arccos(r
#i (1) = it (=)™ s (r) = L)
rel0,1], j=1,2...N rel-1,1, j=1,2,...N
LAGUERRE-Polynome: HERMITE-Polynome:
' j —T i r2 dJ
i (r) = ja= 5 (17e™) pi (r) = (=1)e" 55
re0,+o00[, j=1,2,..,N r€|-oo,+o0[, 7=1,2,..,N
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3.2.2 Interpolationsfunktionen

Als Formfunktionen zur Konstruktion der Ndherungslosung werden in der SEM die LA-

GRANGE-Polynome verwendet, die sich iiber folgende Gleichung berechnen lassen:

p+1
g - goz
LA = . 3.10
D, (5) agl fﬁ . é-a ( )
a#p

Die (p+1) LAGRANGE-Polynome vom Grad p werden iiber die Stiitzstellen (auch: Knoten
oder englisch: nodes) o und /8 konstruiert, wobei &, und £z die Positionen der Stiitzstellen
in der Koordinate £ sind. LA, 5 (§) nimmt dabei den Wert Eins an der Stiitzstelle 5 an
und den Wert Null bei allen Stiitzstellen «, d. h.,

1fallsa =

. (3.11)
0 falls o #

LAy (o) = dap = {

In der SEM fiihrt diese Eigenschaft dazu, dass Losungswerte des linearen Gleichungs-
systems gleichzeitig physikalische Losungen, bspw. Verschiebungen oder Druck, an den
entsprechenden Stiitzstellen sind. Dies wird auch nodale Basis genannt. Im Gegensatz
dazu ist bei einer modalen Basis eine numerisch aufwendige Riickrechnung zwingend er-
forderlich, da die Losungswerte der Freiheitsgrade im Allgemeinen keine physikalischen

Losungen der Problemstellung sind.

In dieser Arbeit werden die 1D, 2D und 3D Formfunktionen mit ¢ bezeichnet, wobei k
die zugehorige Stiitzstelle ist, an welcher die Formfunktion den Wert Eins annimmt. Die

Ordnung der Formfunktionen wird, falls notwendig, im Text angegeben.

Die Abb. 3.1 zeigt die fiinf Formfunktionen der Ordnung p = 4 fiir dquidistant verteilte
Stiitzstellen im Intervall [0;1] := {0 < ¢ < 1}. Hierbei ist anzumerken, dass in géngiger
Literatur die Formfunktionen zumeist im Intervall [—1; 1] definiert sind, wihrend in dieser
Arbeit, ohne speziellen Grund, das Intervall [0; 1] verwendet wird. Eine Transformation
vom Intervall [0;1] in das Intervall [-1;1] ist im 1D Fall iiber die Abbildungsvorschrift

5[,171] — 25[071] -1 (312)

moglich. Werden die LAGRANGE-Polynome mittels dquidistant verteilter Stiitzstellen (,, ED-
Stiitzstellen® fiir evenly distributed) konstruiert, kommt es bei steigender Polynomordnung
zu Oszillationen, dem sogenannten RUNGE-Effekt, an den Réndern des Definitionsinter-
valls. Bei hoher Ordnung der Interpolationspolynome nehmen die Funktionswerte dort

sehr grofle Werte an, was unter Umsténden einen negativen Einfluss auf die Genauig-
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keit der Interpolation hat. Dieses Verhalten wird in Abb. 3.2 ersichtlich, in welcher die
LAGRANGE-Polynome der Ordnung p = 11 mit dquidistant verteilten Knoten abgebildet

sind.

o) [-]

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

¢ [-]

Abbildung 3.1: LAGRANGE-Formfunktionen der Ordnung p = 4, konstruiert mit dquidistanter
Verteilung der Stiitzstellen (ED).

18T T T T T T -

o) [-]

_1obs A . . A . . A A A A .
0.00 0.09 018 027 036 045 055 0.64 073 082 091 1.00

¢ [-]

Abbildung 3.2: LAGRANGE-Formfunktionen der Ordnung p = 11, konstruiert mit dquidistanter
Verteilung der Stiitzstellen (ED).

Gauss-Legendre-Lobatto-Nodalbasis

Eine beliebige Funktion f (§) kann durch das LAGRANGE-Polynom des Grades p interpo-

liert werden als
p+1

P(&) = f (&) LApi(9). (3.13)

Hierbei sind ¢; die zur Konstruktion der LAGRANGE-Polynome verwendeten Stiitzstellen.
Werden jedoch &quidistant verteilte Stiitzstellen verwendet, verbessert sich dabei nicht

zwangslaufig die Interpolationsgiite mit steigender Ordnung p. Bei speziellen Funktionen,
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wie bspw. der RUNGE-Funktion

1
T 12526 1)

f(€) 5 & €10:1], (3.14)
kommt es an den Réndern zu Oszillationen des Interpolationspolynoms. Durch speziel-
le nicht-dquidistante Verteilung der Stiitzstellen kann der RUNGE-Effekt verhindert und
dadurch die Interpolation der Funktion verbessert werden (siche Abb. 3.3). Die inneren
p — 1 Stiitzstellen miissen dazu auf den Nullstellen der LOBATTO-Funktion LO,_; liegen,

die beiden duleren Knoten liegen auf den Endpunkten des Definitionsintervalls.

Die LoBATTO-Funktion LO, (§) wird wie folgt aus dem LEGENDRE-Polynom L,, (§) be-

rechnet:

[n/2]
dLn+1 (f) k (2n — 2]{3)‘ _9k
LO,(§) = ——7F—, L, (§) = -1 e,
(€) d¢ (€) % (=1) (n —2k)! (n — k)!k!Z”é
(3.15)
L d
mit der GAavussklammer L%J = { 2’1 n gerace .
5=, n ungerade
2.0
¢+ \ | =——Runge ----- ED ----GLL

L L5
= o b
sk
% 05 '
jn]
&

0.0 F

-0.5 : - -

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
&[]

Abbildung 3.3: Interpolation der RUNGE-Funktion (Gl. (3.14)) durch LAGRANGE-Polynome
(GL (3.13)) mit dquidistant verteilten Stiitzstellen (ED) und GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO
Stiitzstellen (GLL). Die Ordnung der Interpolation ist p = 10.

Die so verteilten Stiitzstellen werden GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO Stiitzstellen genannt
(,, GLL-Stiitzstellen“). Die iiber diese Stiitzstellen konstruierten LAGRANGE-Formfunkti-
onen bilden eine nodale Basis, die GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO Nodalbasis genannt wird
(,,GLL-Formfunktionen®). Eine Alternative ist die Verwendung der CHEBYSHEV-GAUSS-
LoBATTO Stiitzstellen (, CGL-Stiitzstellen). Diese wurden in der Arbeit von PATERA
[92] verwendet, der damit die SEM begriindet hat. Da im Rahmen dieser Arbeit je-
doch die GLL-Nodalbasis verwendet wird, soll dies lediglich aufgrund der Vollstdndigkeit
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kurz gezeigt werden. Die Berechnungsvorschrift zur Berechnung der CHEBYSHEV-GAUSS-
LoBATTO Stiitzstellen lautet:

w(i—1)

§icar, = — COS (
P

) mit i =1,2,...,p+ 1. (3.16)

Die Stiitzstellen der LAGRANGE-Interpolationspolynome nach der GLL-Verteilung und
CGL-Verteilung im Intervall [—1; 1] sind in der Tab. 3.2 dargestellt.

Tabelle 3.2: GLL- und CGL-Stiitzstellen zur Konstruktion der LAGRANGE-Polynome.

GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO Stiitzstellen & qrr

Ordnung Stiitzstellen

p=1 &G=-1 &=-§

p=2 &G=-1 &=0 £ =—&

p=3 &=-1 52:—\%5 §3 = —& §a=—&

p=4 G =-1 &=-— % =0 =& &=-&

p=5>5 & =—-1 &~-07651 §&~-0282 &=—-& &E=-& &

CHEBYSHEV-GAUSS-LOBATTO Stiitzstellen & car

=&

Ordnung Stiitzstellen
p= S=—-1 &=-&
p= Gi=—-1 &=0 §3=—&
p= L=-1 &=-3 §3=—& =&
p=4 & =-1 522—\/% §=10 Ga=—-& &=-&

p=5 & =-1 &§&=-08090 &~—-03090 &=-§ &=-& &G=-&

In der Abb. 3.4 sind alle 1D Formfunktionen der Ordnung p = 4 mit GLL-Verteilung der
Stiitzstellen und die Stiitzstellen selbst dargestellt. Ebenso ist die vom Intervall [—1; 1] auf
das Intervall [0; 1] transformierte LOBATTO-Funktion LOj (§) eingezeichnet. Bei der Ver-
wendung der GLL-Nodalbasis ergibt sich fiir alle Formfunktionen bei allen Polynomgraden
ein maximaler Funktionswert von Eins (Abb. 3.5, vgl. auch Abb. 3.2). Aufgrund dieser Ei-
genschaft werden die Oszillationen an den Réndern unterdriickt, was die maximalen Werte
der globalen Interpolationsfunktion begrenzt, den numerischen Fehler verringert und da-
durch sehr hohe Ordnungsgrade der Formfunktionen erméglicht. Die Stiitzstellen weichen
bei Verwendung der CGL-Verteilung geringfiigig von der GLL-Verteilung ab. Dies hat zur
Folge, dass die maximalen Funktionswerte bei CGL-Formfunktionen etwas grofler als Eins

werden konnen. Fiir die Ordnung p = 15 ergibt sich bspw. max (¢2) = max (15) ~ 1.0308.

Es wird an dieser Stelle noch explizit darauf hingewiesen, dass die hohere Interpola-
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tionsgiite der LAGRANGE-Polynome mit GLL-Verteilung der Stiitzstellen keinen FEin-
fluss auf die ndherungsweise Losung der HELMHOLTZ- oder LAPLACE-Gleichung hat. Da
sich unter Verwendung der generalisierten VANDERMONDE-Matrix V';;; Formfunktio-
nen mit unterschiedlicher Knotenverteilung I und I/ durch die lineare Transformation
N =V - N I ineinander iiberfithren lassen (die Formfunktionen werden dazu in ei-
nem Vektor N7 = [p1, @9, ..., ¢p+1] zusammengefasst), hat die verwendete Knotenbasis
keinen direkten Einfluss auf die Ergebnisse [103]. Jedoch haben die bessere Kondition der
Systemmatrix bei Verwendung von Elementen mit GLL-Nodalbasis, sowie die hohere Ord-
nung der Formfunktionen einen unter Umstédnden erheblichen Einfluss auf die Genauigkeit
und Effizienz der Losung. Auf die sich ergebenden Berechnungsvorteile wird in Kapitel 4
ausfiihrlich eingegangen. Zur Verkiirzung der Schreibweise wird in den nachfolgenden Ka-
piteln ein finites Element, welches auf LAGRANGE-Formfunktionen mit GLL-Verteilung
basiert, mit ,, GLL-Element* abgekiirzt. Fiir eine dquidistante Verteilung der Stiitzstellen

wird das finite Element als ,, ED-Element* bezeichnet.

1.5

1.0
.

—~ 0.5
3
S-

0.0

-0.5

0.00 0.17 0.50 0.83 1.00
¢ [-]

Abbildung 3.4: Die fiinf LAGRANGE-Formfunktionen der Ordnung p = 4, konstruiert mit
GLL-Stiitzstellen (GLL).

TR AR — T R G o — 11 e GLL

I 1.0
&
3 0.5
0.0
0.03 0.09 0.18 0.30 0.43 0.57 0.70 0.82 0.91 0.97
&[]

Abbildung 3.5: LAGRANGE-Formfunktionen der Ordnung p = 11, konstruiert mit GLL-
Verteilung der Stiitzstellen (GLL).
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Interpolationspolynome in héheren Dimensionen

Fiir Vierecks- und Hexaederelemente konnen die Interpolationspolynome besonders leicht
iiber ein Produkt der 1D Interpolationspolynome berechnet werden. Es spielt hierbei keine
Rolle, ob die Verteilung der Stiitzknoten dquidistant oder iiber eine andere Verteilung

vorgenommen wurde. Fiir den 2D Fall ergibt sich ¢y (&1,&) = @i (&) @5 (§2), wobei hier
& und & die jeweiligen Koordinatenrichtungen sind. In der Abb. 3.6 ist ein Beispiel zur

Ermittlung dargestellt, fiir das sich die folgende Formfunktion ergibt:

iy (&1) = g <7+ V21— 1451) &G -1& 24 -1),
P2 (8) =3 &~ D& +T6(6 - 1),

@igu (&1,62) = 901‘152 (&) 9031'23 (&1)

:%<”m‘“&> (G -1D&aa-1) (G- 1D&(1+76(& - 1))

Die Anzahl k der Formfunktionen ist durch die Ordnung der verwendeten Formfunktionen

gegeben: k = (p+ 1)? im 2D Fall. Die Vorgehensweise ist fiir 3D Elemente analog.

5 ] 21 22 23 24 25
° ° ® o —o
1 Im 17 15 19 |20
(3 .. ° o oo
Beispiel:
2P (éa 52) =0, (é)% (Stz)
- =1 A
TR S L S | i g
2e o o o o) &
| _ ] ol o o ol &
RS o’ o*‘—oz’ k
¢1‘(§1) (pk(‘flaé:?)

Abbildung 3.6: Konstruktion von 2D Formfunktionen durch Produktbildung.

Es hat sich bei der vorliegenden Arbeit als besonders zweckméfBig fiir die Programmierung
erwiesen, die Nummerierung k der Knoten auf die in der Abb. 3.6 gezeigten Weise durch-
zufithren. Die zugrundeliegende Methodik der sukzessiven Nummerierung der Knoten in
Richtung der natiirlichen Koordinaten des finiten Elements erleichtert die Vernetzung der
Geometrie fiir hohe Grade von p. Grundsétzlich kann hier jedoch beliebig vorgegangen

werden.
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In den Abb. 3.7 und 3.8 sind ausgewéhlte LAGRANGE-Formfunktionen vierter Ordnung
und zehnter Ordnung fiir dquidistante (ED) und GLL-Verteilung der Stiitzstellen gezeigt.
Die an den Réndern auftretenden Oszillationen bei ED-Formfunktionen sind deutlich
sichtbar, wiahrend die Funktionswerte fiir die GLL-Formfunktionen auf Eins begrenzt

sind.

(a) ED (b) GLL

Abbildung 3.7: Vergleich der LAGRANGE-Formfunktion ¢13 mit ED- und GLL-Verteilung der
Stiitzstellen (kleine Kugeln) fiir p = 4.

(a) ED (b) GLL

Abbildung 3.8: Vergleich der LAGRANGE-Formfunktion ¢g; mit ED- und GLL-Verteilung der
Stiitzstellen (kleine Kugeln) fiir p = 10.

Der Grad p der Formfunktionen muss nicht zwangsldufig in jeder Koordinatenrichtung
iibereinstimmen. So ist es moglich Formfunktionen zu definieren, die eine unterschiedliche
Anzahl von Stiitzknoten in &;- und &-Richtungen haben (sieche Abb. 3.9). Diese Methode
wurde in der Arbeit von HENNINGS et al. [55] zur effizienten Berechnung der Wellen-
ausbreitung bei hohen Frequenzen fiir diinnwandige Strukturen verwendet. In der vorlie-

genden Arbeit werden derartige Elemente zur effizienten Berechnung von diinnwandigen
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Platten verwendet, um die Anzahl von Freiheitsgraden ohne Genauigkeitsverlust so nied-
rig wie moglich zu halten. Der héhere Ansatzgrad wird dabei in dieser Arbeit mit p,

bezeichnet, der niedrigere Ansatzgrad mit py.

527 p/v

élpg

Abbildung 3.9: Element mit p; = 6 und p; = 3.

3.2.3 Numerische Integration

Die bei der Berechnung der Elementmatrizen auftretenden Integrale lassen sich nur in
Ausnahmefillen analytisch exakt auswerten. Im Allgemeinen miissen diese numerisch be-
rechnet werden. Dazu stehen prinzipiell mehrere Methoden zur Verfiigung. Werden hierbei
bekannte Funktionswerte des Integranden zur Berechnung herangezogen, wird die numeri-
sche Integration als Quadratur bezeichnet. Insbesondere in der numerischen Mathematik
sind die Quadraturen nach GAUSS-LEGENDRE und LOBATTO iiblich [62, 103, 143].

Numerische Quadratur nach Gauss-Legendre

Die grundlegende Idee der numerischen Quadratur nach GAUSS-LEGENDRE (,, GL-Qua-
dratur®) ist es, den Integranden durch die LAGRANGE-Polynome LA, ;(§) auszudriicken
und die sich ergebende Ndherungsfunktion analytisch exakt zu integrieren. Die ndherungs-

weise Berechnung lautet

n=p+1

[roa=[ fjf(&-) LA dE= 3 wif (&), (3.17)

=1

wobei die n Stiitzstellen &; die Nullstellen des LEGENDRE-Polynoms L,, (z), die sogenann-
ten Gauss-Punkte, sind. Die Integrationsgewichte w; lassen sich durch die Integration der
durch die Stiitzstellen &; (siehe Tab. 3.3) definierten LAGRANGE-Interpolationspolynome

im entsprechenden Intervall, hier £ € [0; 1], wie folgt berechnen:

1

0, — / LAy (€)de.

0

Die numerische Integration mittels GAUSS-LEGENDRE-Quadratur ist exakt fiir Polynome
bis zum Grad (2p + 1). Das bedeutet insbesondere, dass die Eintridge der Elementstei-
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figkeitsmatrix und Elementmassenmatrix im Rahmen der SEM exakt berechnet werden
kénnen. Obwohl das Integrationsintervall hier aus Griinden der Einheitlichkeit innerhalb
der vorliegenden Arbeit durch das Intervall [0;1] in Gl. (3.17) definiert wird, lésst sich
die ndherungsweise Integration jeder beliebigen Funktion auch innerhalb eines beliebigen

Intervalls nach einer entsprechenden Variablentransformation durchfiihren.

Tabelle 3.3: Integrationsstiitzstellen und Integrationsgewichte fiir GAUSS-LEGENDRE-
Quadratur im Intervall £ € [0; 1].

Ordnung Stiitzstellen Gewichte
p=1 &=5-% §2=%+%§ wy = 3 Wy = W
=2 6= -3+ F w-i  w-w
b=t =
p = 3 51 ~ 0.0694 fg =1- 52 w, ~ 0.1739 W3 = W2
52 ~ 0.3300 54 =1- 51 Wo =~ 0.3261 Wy = W

Numerische Quadratur nach Lobatto

Bei der numerischen Quadratur nach LOBATTO (,,LOB-Quadratur®) werden zur Erstel-
lung der LAGRANGE-Interpolationspolynome die GLL-Stiitzstellen verwendet (siehe Tab.
3.4). Die Integrationsgewichte werden analog zur GAUSS-LEGENDRE-Quadratur durch
Integration der Interpolationspolynome iiber das Integrationsintervall berechnet. Die nu-
merische Integration mittels LOBATTO-Quadratur ist lediglich exakt fiir Polynome bis
zum Grad (2p — 1), das heifit, dass die in der Massenmatrix vorkommenden Funktionen
nicht exakt integriert werden konnen. Bei Verwendung der GLL-Formfunktionen ergibt
sich mit LOBATTO-Quadratur eine diagonal konzentrierte Massenmatrix, was insbeson-
dere fiir transiente Problemstellungen eine enorme Steigerung der Berechnungseffizienz
bedeuten kann. So ldsst sich bei diagonaler Massenmatrix ein explizites Verfahren fiir
die zeitliche Diskretisierung implementieren, was die aufwendige Losung eines linearen
Gleichungssystems in jedem Zeitschritt vermeidet. Im Frequenzbereich reduziert sich bei
Verwendung der LOBATTO-Quadratur die Anzahl von Matrix-Operationen zur Assemb-
lierung der Koeffizientenmatrix des FE-Gleichungssystems, was bei einer grofen Anzahl
von zu berechnenden Frequenzen zu deutlicher Effizienzsteigerung fithren kann. Zur Ver-

anschaulichung wird die Elementmassenmatrix

mz/soz- () g, (€) de

numerisch mittels LOBATTO- und GAUSS-LEGENDRE-Quadratur berechnet. Verwendet
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werden GLL-Formfunktionen der Ordnung p = 3, welche lauten
e o, =1—6x+ 1022 — 523,
o, ~ 8.09z — 19.2722 4+ 11.1823,
o 3~ —3.097 + 14.272% — 11.1823,
o vy = lz —5z* + 5.

Es ergibt sich mittels GAUSS-LEGENDRE-Quadratur ndherungsweise die Losung als

0.071  0.027 —0.027 0.012
0.027  0.357  0.060 —0.027
—0.027 0.060  0.357  0.027
0.012 —-0.027 0.027  0.071

megr ~

und mittels LOBATTO-Quadratur ergibt sich die diagonale Matrix als

0.083 0O 0 0
0 0417 O 0
0 0 0417 O
0 0 0 0.083

mrop ~

Tabelle 3.4: Integrationsstiitzstellen und Integrationsgewichte fiir LOBATTO-Quadratur im In-
tervall £ € [0;1].

Ordnung Stiitzstellen Gewichte

p=1 & =0 =1 w1=% W = Wy

p=2 & =0 &= @Ul:% W3z = Wy
§ = % Wwa = %

p=3 & =0 §3I%+1—5’ wl_% W3 = Wo
52—%—1—05 §a=1 w2:% Wa = W

Numerische Integration in h6heren Dimensionen

Die im 2D Fall auftretenden Doppel-Integrale lassen sich numerisch approximieren, indem

zuerst das innere Integral ausgewertet wird und danach das duflere Integral, d. h.,

/ / FEm) dedn =3 wos (€ y) (3.18)

i=1 i=j

mit den Stiitzstellen & und 7; in die jeweiligen Koordinatenrichtungen (Abb. 3.10). In
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der praktischen Anwendung lassen sich die jeweiligen Integrationsgewichte w; und w;
zusammenfassen, um die Effizienz der Berechnung zu erhohen. Die Berechnung ist hier

ebenfalls exakt, falls die hochste im Integrand vorkommende Ordnung einer Variablen
e (2p+ 1) fur Quadratur nach GAUSS-LEGENDRE
e (2p — 1) fir Quadratur nach LOBATTO

nicht iibersteigt. Im 3D Fall wird analog verfahren.

————— *-----0---9
!
° ° °
I
I
!
I
° ° ¢
I
|
!
|
° ° °
!
————— o--------9
(a) GAUSS-LEGENDRE (b) LoBATTO

Abbildung 3.10: Vergleich der Stiitzstellen bei GAUSS-LEGENDRE-Quadratur und LOBATTO-
Quadratur.

3.2.4 Kondition und Lésung des linearen Gleichungssystems

Eine Annéherung an die exakte Losung eines Problems lédsst sich grundsétzlich entweder
tiber eine Erhohung der Anzahl der finiten Elemente (bekannt als h-Refinement) erreichen
oder iiber eine Erhchung des Grades der Formfunktionen (bekannt als p-Refinement). In
beiden Féllen erhoht sich mit der gesteigerten Genauigkeit auch die Anzahl der Frei-
heitsgrade und damit die Berechnungsdauer zur Losung des dazugehorigen linearen Glei-
chungssystems. Die Steigerung der Genauigkeit ist bei Erhchung der Elementzahl bei
gleichbleibender Ordnung der Formfunktionen jedoch algebraisch, wahrend bei Erhohung
der Ordnung der Formfunktionen bei gleichbleibender Anzahl der Elemente die Genau-
igkeit mit geometrischer bzw. spektraler Rate zunimmt (siche Abb. 3.11b). Dies ist der
Grundgedanke der SEM, wobei die Verwendung der GLL-Verteilung hohe Ordnungen p
der LAGRANGE-Formfunktionen iiberhaupt ermoglicht. Dass eine Interpolation mit Form-
funktionen hoherer Ordnung zu wesentlichen Genauigkeitssteigerungen fithren kann, ist
offenkundig, da komplexere Funktionsverldufe mit identischer Anzahl von Stiitzknoten

besser approximiert werden konnen (siehe Abb. 3.11a).
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Abbildung 3.11: (a) Lineare (Lin.) und parabolische (Par.) Interpolation einer Funktion. (b)
Vergleich von h- und p-Refinement zur Steigerung der Genauigkeit.

Bei einer numerischen Berechnung mit doppelter Prézision nach der IEEE 754, hierbei
belegt eine Zahl 64 Bit Speicherplatz, kann eine maximale Genauigkeit von etwa 16 signi-
fikanten Stellen erreicht werden. Ein Maf fiir den Verlust an Genauigkeit bei der Losung
linearer Gleichungssysteme ist die Konditionszahl x der Koeffizientenmatrix A. Diese be-
schreibt in welchem Mafl die bei numerischen Berechnungen naturgeméafl vorhandenen
Ungenauigkeiten der Eingangsdaten sich auf die Losung auswirken. Als Abschétzung be-
tragt der Verlust im ungiinstigsten Fall log,, (k) Stellen an signifikanter Genauigkeit bei
der Berechnung des linearen Gleichungssystems zusétzlich zum Fehler der verwendeten
numerischen Methode. Bei Konditionszahlen um 10'¢ kann der Berechnungsalgorithmus
folglich unter Umsténden keine ausreichend genaue Losung mehr liefern und man spricht
dann von einem schlecht konditionierten Problem (englisch: ill-conditioning). Es ist daher
notwendig, die Kondition bei der Berechnung zu iiberpriifen oder Konvergenzuntersuchun-
gen vorzunehmen, um sicherzustellen, dass die Genauigkeit der Losung ausreichend ist.

Die Konditionszahl der Koeffizientenmatrix wird wie folgt berechnet [62]:
K (A) = |l A7]. (3.19)

Hierbei ist ||A| die Matrixnorm von A. Als Matrixnorm kann unter anderem bspw. die
durch die Euklidische Vektornorm induzierte Matrixnorm verwendet werden, was zur so-
genannten spektralen Konditionszahl fithrt. Fiir eine symmetrische, positiv definite Matrix

wird diese durch
/\max (A)

berechnet, wobei ., und \,.;, der kleinste bzw. der grofite Eigenwert der Matrix A

k(A) =

ist. Da die exakte Berechnung der Konditionszahl einer Matrix numerisch sehr aufwindig

ist, wird zur Abschétzung der Konditionszahl in der Praxis ein Nédherungsalgorithmus,
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bezeichnet mit 1, verwendet. Derartige Naherungsalgorithmen sind in den meisten Pro-
grammen zur Losung von linearen Gleichungssystemen enthalten, um die Kondition ef-
fizient abschéitzen zu konnen. Dies ist ausreichend, da lediglich die Groflenordnung der

Konditionszahl von Interesse ist.

Im Rahmen einer numerischen Berechnung kénnen unterschiedliche Einflussfaktoren Aus-
wirkungen auf die Kondition der Koeffizientenmatrix haben. Unter anderem koénnen die
verwendeten Formfunktionen, Berechnungsparameter oder auch die Randbedingungen
die Kondition ungiinstig beeinflussen. Eine ausfiihrliche Darstellung der Auswirkungen
unterschiedlicher nodaler Basen auf die Kondition der Systemmatrizen in 1D und 2D
Po1ssON-Problemen ist in der Arbeit von PENA [93] zu finden. Die darin dargestellten
Ergebnisse stimmen grundséitzlich mit den Ergebnissen dieser Arbeit iiberein. Bei den
Wellenausbreitungsproblemen kommt es in der Nahe zu einer Eigenfrequenz des Systems
zu einer Verschlechterung der Kondition der Koeffizientenmatrix. Den gleichen Effekt
haben auch gewisse Materialparameter wie bspw. die Querkontraktionszahl. Die DIRICH-
LET-Randbedingungen eines Problems werden durch Anpassung der Systemmatrix in das
SEM-Gleichungssystem eingebaut. Falls keine Anpassung der verwendeten Einheiten vor-
genommen wird, unterscheiden sich dann die Eintrdge der Systemmatrix stark in der
GrofBlenordnung, was iiblicherweise zu hohen Konditionszahlen der Systemmatrix fiihrt.
Dies gilt jedoch nicht zwangslaufig, wie nachfolgend gezeigt wird. In einem Gleichungs-
system Ax = b sind die Koeffizientenmatrix A und der Vektor b auf der rechten Seite

gegeben durch:

1 0 0 1
A=1]10 1 10°|,b=| 10"
0 10° 1 107

Fiir die Koeffizientenmatrix ergibt sich eine Konditionszahl von s ~ 10°. Da sich die
Losung des Gleichungssystems nicht dndert, wenn man die linke und die rechte Seite der
Gleichungen mit einer Konstanten multipliziert, kann man die erste Zeile der Koeffizi-
entenmatrix A und des Vektors b mit 10° multiplizieren. Die Konditionszahl der neuen
Koeffizientenmatrix betrdgt dann lediglich k &~ 1, ohne dass die Losung des Gleichungs-

systems davon beeinflusst wiirde.

Solche und komplexere Operationen werden im Rahmen der Vorkonditionierung des Glei-
chungssystems vorgenommen, wobei dies der verwendete Loser (englisch: Solver), meistens
automatisiert ohne notwendige Nutzereingriffe, erledigt. In dieser Arbeit wird lediglich fiir
1D Beispiele die Konditionszahl angegeben. Fiir mehrdimensionale Problemstellungen und
FSI-Probleme wird fiir einen Vergleich zwischen der Verwendung von Elementen mit ED-
und GLL-Nodalbasis lediglich der Unterschied in der GroBenordnung der Konditionszahl

logyo (K1,8p) —logyy (K1,¢Lr) in der Darstellung verwendet, um den Informationsgehalt auf
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das Wesentliche zu beschranken.

Prinzipiell kann zur Losung des linearen Gleichungssystems zwischen direkten und indirek-
ten Methoden unterschieden werden. Wéhrend die direkten Methoden das Gleichungssys-
tem exakt (allerdings mit numerischem Fehler) 16sen, verbessern die indirekten Methoden,
ausgehend von einer ersten Start-Approximation, das Ergebnis iterativ bis eine vorgegebe-
ne Fehlerschranke unterschritten wird. Die direkten Methoden basieren auf der Zerlegung
der Matrix in eine obere und untere Dreiecksmatrix (LU-Zerlegung, L fiir Lower und U fiir
Upper, bzw. ihrer unterschiedlichen Varianten davon). Ein Nachteil der direkten Metho-
den ist der hohe Bedarf an Arbeitsspeicher. Die indirekten Methoden benéGtigen weniger
Arbeitsspeicher und sind daher in der Lage auch Probleme mit einer hohen Anzahl von
Freiheitsgraden berechnen zu konnen. Sie basieren im Wesentlichen auf dem Verfahren
der konjugierten Gradienten (auch: CG-Verfahren fiir conjugate gradients) bzw. einem
prinzipiell &hnlichem Verfahren. Ein Nachteil ist die Abhéngigkeit der Effizienz der indi-
rekten Methoden von der jeweiligen Problemstellung und der Kondition der Matrix. Es
kann zur Oszillation des Fehlers kommen und eine Losung fiir die Problemstellung kann

unter Umsténden nicht gefunden werden.

Fiir samtliche Problemstellungen, die in dieser Arbeit diskutiert werden, wird die Losung
des linearen Gleichungssystems durch den direkten Loser PARDISO (Parallel Sparse Direct
and Multi-Recursive Iterative Linear Solvers) berechnet [112, 100]. Der Loser erméglicht
die Losung von symmetrischen und unsymmetrischen diinnbesetzten Matrizen durch par-
allelisierte LU-Zerlegung und verwandte Verfahren. Eine detaillierte Ubersicht iiber di-
rekte und iterative Methoden zur Losung des linearen Gleichungssystems im Rahmen
akustischer Simulationen wurde in [46] gegeben. Umfangreiche Tests haben gezeigt, dass
der PARDISO-Solver auf der verwendeten Rechnerkonfiguration bei den betrachteten Pro-
blemstellungen, insbesondere bei einer hoheren Anzahl von Freiheitsgraden, die Beste der

zur Verfiigung stehenden Varianten ist.

3.2.5 Zeitliche Diskretisierung

Zur Berechnung transienter Problemstellungen wird eine Zeitintegrationstechnik benotigt.
Die rdumliche Diskretisierung wird, analog zum statischen Fall, iiber die SEM vorgenom-

men. Die Zeitableitungen der abhéngigen Variable w in der diskretisierten Wellengleichung
Mi (t) + Ku (t) = F (t)

werden durch den zentralen Differenzenquotienten approximiert, d. h.,
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u(t+1) — 2u(t) + ru,(tfl)

U —
At?

Hierbei ist At die Zeitschrittweite. Um ein gewichtetes Schema zu erhalten, wird Ku

durch die Linearkombination
Ku — o Ku™ + (1 -20) Ku® + o Ku™)

ersetzt, wobei o der Gewichtungsfaktor ist. Hierbei sei angemerkt, dass die Steifigkeitsma-
trix K fiir den Fall zeitabhéingiger ROBIN-Randbedingungen gegebenenfalls zeitabhéngig

sein kann. Fiir Details wird auf die Literatur verwiesen [62].

Das zu losende Gleichungssystem hat fiir die homogene Wellengleichung dann die Form
(M + o APK) u™ = (2M — (1 - 20) APK) u) — (M + o APK) u™.  (3.20)
Fiir jeden folgenden Zeitschritt w®*") werden die bereits bekannten Werte des Losungs-

vektors w1 und u? verwendet.

Fiir 0 = 0 ergibt sich ein explizites Schema, in welchem lediglich die Massenmatrix in der

Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems vorkommt:

Mu™Y) = 2M — APK) u® — Mu. (3.21)

Zur Losung der diskretisierten transienten Warmeleitungsgleichung
MT + KT =F

wird analog verfahren. Die Zeitableitung von T" wird durch den vorwértigen Differenzen-
quotienten ersetzt
. T+ _ )
T—> —vc——
At
und KT durch die Linearkombination
KT — oKT"™ + (1 -0)KT.

Auch hier ergibt sich fiir ¢ = 0 ein explizites Verfahren. Aus o = 0.5 folgt das fiir

transiente Warmeleitungsprobleme héufig verwendete Crank-Nicolson-Schema.

Ein explizites Schema wird in der Standard-FEM nur fiir hochdynamische Problemstel-
lungen (bspw. Crash Simulation in ANSYS LS-DYNA) verwendet, da es bei Uberschreitung

der Zeitschrittweite um einen Mindestwert instabil wird. Dieser Mindestwert hédngt von
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der Elementgrofle ab und bewirkt, dass zur Losung unter Verwendung eines expliziten
Schemas eine hohe Anzahl an Zeitschritten notwendig ist. Da in jedem Zeitschritt ein
Gleichungssystem gelost werden muss, ist die Berechnungsdauer entsprechend hoch. In
der SEM ergeben sich jedoch erhebliche Effizienz-Vorteile bei der Berechnung mittels
der expliziten Zeitintegration. Wie im Abschnitt 3.2.3 erwahnt, ergibt sich eine diagonale
Elementmassenmatrix, falls die darin auftretenden Integrale mittels LOBATTO-Quadratur
ermittelt werden. Bei einem Problem in der Akustik oder der Kontinuumsmechanik er-
gibt sich, nach Assemblierung aller Elemente, dann eine diagonale Systemmassenmatrix
falls keine, wie auch immer geartete, Kopplung unterschiedlicher, unabhéangiger Teilsys-
teme vorliegt. In der Abb. 3.12 ist vergleichend die Systemmassenmatrix fiir ein 2D Pro-
blem in der Strukturdynamik dargestellt, in welcher die Elementmassenmatrizen mittels
GAUSS-LEGENDRE-Quadratur und mit LOBATTO-Quadratur berechnet wurden. Zur Be-
rechnung wurden hierbei die GLL-Elemente der Ordnung p = 3 verwendet. Mit LOBAT-
TO-Quadratur ist nur die Hauptdiagonale der Massenmatrix mit Werten ungleich Null

t+1) dann

belegt. In jedem Zeitschritt kann der Vektor der unbekannten Knotenwerte !
durch simple Division, anstatt der zeitaufwendigen Losung eines linearen Gleichungssys-

tems, ermittelt werden.

Neben den hier vorgestellten Verfahren gibt es im Allgemeinen noch weitere explizite und
implizite Methoden zur Losung zeitabhéngiger Problemstellungen. Die expliziten RUNGE-
KuTTaA-Verfahren bendtigen zwar innerhalb eines Zeitschrittes einen grofieren Rechenauf-
wand, jedoch kann dafiir die Zeitschrittweite grofler gewéhlt werden, ohne dass die Be-
rechnung instabil wird. Bekannte implizite Verfahren sind das WILSON-© -, HOUBOLT-
und NEWMARK-Verfahren [51].

(a) GAUSS-LEGENDRE-Quadratur (b) LoBaTTO-Quadratur

Abbildung 3.12: Aufbau der Systemmassenmatrix bei einem 2D HELMHOLTZ-Problem
mit unstrukturiertem Netz wund unterschiedlicher numerischer Integration der GLL-
Elementmassenmatrizen.
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3.3 SEM fiir Akustik

Ausgehend von der akustischen Wellengleichung (2.4) soll hier detailliert die Uberfithrung
der partiellen Differentialgleichung in die schwache Form und anschlieBende Diskretisie-
rung als finites Element dargestellt werden. Dabei wird auch auf die Transformation des

Elementes eingegangen.

Fiir eine finite Elemente Formulierung wird die Gl. (2.4) mit einer Testfunktion vy mul-

tipliziert und iiber das Volumen des Gebiets {2 integriert:

Pp s 2 0gqr
/S;FUF(w—COvp—COﬁ dV = 0.

Durch Anwendung des GAUssschen Integralsatzes nach Gl. (3.8) kann die obige schwache

Form umgeschrieben werden als

PPavie [ (o vpav
’(JF@ + ¢ (Vug)" Vp
QF QF

(3.22)

0
= cg/ vp (Vp)T nyp dA + Cg/ UF% dv.
FF QF

Das Druckfeld p wird iiber die Formfunktionen IN p und die dazugehorigen Knotengewich-
te p, bei der Verwendung von LAGRANGE-Polynomen sind dies die Werte fiir den Druck

an den Knotenpunkten, approximiert durch
p= Npgp. (3.23)

Als Testfunktionen werden ebenfalls die Formfunktionen NN r verwendet. Eingesetzt in die
Gl. (3.22) ergibt sich schliellich

( NINg dV> P+ <c3 / (VNp)' VN dv> p
QF QF

J/ N J/

Masse:ljnatrix Steiﬁgk;i?smatrix (3 . 24)
—e [ Nivpnpas+e [ NE2Eqy
=G FVPNEdS + ¢ F g @Y
I'r Qp

wobei der Normalenvektor n aus dem Fluidbereich zeigt. Die Elementmassenmatrix mp,

Elementsteifigkeitsmatrix kr und der Elementlastvektor f + f, werden im Rahmen der
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SEM geméf} der Gl. (3.24) berechnet, wobei

mp = NINpdV,
Qp

kp = c? / (VNp)'VNpdv,
Qp

(3.25)

g
T
fq = C(% ay NF_@t dv7

f.=c2 N1 .VpnrdS
T'r
ist. Nach Berechnung aller Elementmatrizen werden diese in einem spéteren Schritt zum
Gesamtsystem assembliert, die Randbedingungen eingearbeitet und das resultierende Glei-

chungssystem

gelost [62, 103]. Hierbei ist M die Systemmassenmatrix, K ist die Systemsteifigkeits-
matrix und Fy + F ist der Systemlastvektor. Der Index F' kennzeichnet, dass es sich
um die Systemmatrizen des Fluidbereichs handelt. Der Grofiteil der vorliegenden Arbeit
behandelt akustische Probleme im Frequenzbereich. Daher wird die Gl. (2.5) diskretisiert
und es ergibt sich schliellich:

(Kp—w’Mp)p=F,—F, (3.27)

Die zu berechnenden Elementmatrizen ergeben sich aus der Gl. (3.25), wobei ein eventuell
vorhandener zeitabhéingiger Quellterm in f ebenfalls in den Frequenzbereich tiberfiihrt
werden muss. Im Rahmen der SEM wird zur effizienten numerischen Berechnung eine
Transformation der Elemente vom Realraum in den Referenzraum 2 vorgenommen. Als
Realraum wird das x-Koordinatensystem bezeichnet, in welchem die Problemstellung und
die physikalischen Grofien definiert sind. Unter Referenzraum, mit den natiirlichen Koordi-

naten &, wird der Raum verstanden, in welchem nach Abschnitt 3.2.2 die Formfunktionen

definiert sind (Abb. 3.13).

Die Elementsteifigkeitsmatrix in Gl. (3.25) kann umgeschrieben werden in

kr=ci [ BTBdet(J) dV. (3.28)
Qp

Die Ableitungsmatrix B enthélt die Ableitungen der Formfunktionen unter Beachtung
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der Transformation, d. h.,

B=VN=J") " | — | N (3.29)

wobei auf den Index F' fiir den Vektor der Formfunktionen IN hier und im folgenden
Abschnitt zur Vereinfachung der Darstellung verzichtet wird. Uber die JACOBI-Matrix

8371 8.731 8x1 T
06 0% 083
81‘2 8752 81’2
J = 3.30
o6 % 06 (330)
81’3 8133 6x3
| 06 0% 0& |

wird die Transformation des Elements durchgefiihrt. Hierbei wird zur einfacheren Notation
ry = x, x93 = y und zr3 = 2z verwendet. Die Berechnung der Eintrédge der Matrix J
erfolgt itber die Gl. (3.34) und wird weiter unten in diesem Abschnitt erldutert. Der
Vektor IN enthélt die Formfunktionen. Die Anzahl der Formfunktionen entspricht der
Anzahl der Knoten des Elements abhéngig von der in der SEM verwendeten Ordnung der
Formfunktionen p. Im 3D Fall enthilt der Vektor N gleich (p + 1)* Formfunktionen:

N = [ P1 P2 Py ] . (3.31)

Fiir p = 10 werden also 113 = 1331 Formfunktionen zur Interpolation des Druckfeldes
eines 3D Fluidelements verwendet. Da die Matrix B die Dimension 3 x (p + 1)3 hat, ergibt
sich die GréBe der Elementmatrix zu (p + 1)° x (p 4+ 1)*.

Die Elementmassenmatrix in Gl. (3.25) kann nun umgeschrieben werden in
mp = / NTN det (J) dV. (3.32)
Qp

Fiir den 2D Fall lauten die Ableitungsmatrix B und die JACOBI-Matrix J:

9 Oz, Oy
| o€ 06 0¢

B=VN = (J) al N,J= 8;2 8;2 . (3.33)
96 % 06
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Der héchste vorkommende Index der Formfunktionen im IN-Vektor ist im 2D Fall (p + 1)*.

In dieser Arbeit werden bilineare Viereckselemente im 2D Fall bzw. Hexaeder im 3D
Fall verwendet, fiir welche die Transformationsgleichungen linear sind. Allerdings sind
grundsétzlich auch isoparametrische Elemente mit krummliniger Berandung moglich (Abb.
3.14).

k;; ) 5 k,1 . é

kl,{ lﬂzf ;51

0 1
Realraum Referenzraum

Abbildung 3.13: Transformation vom Realraum in den Referenzraum zur numerischen Inte-
gration der Elementmatrizen.

Ky o Ky

0k4 ° ks okf’

kl =]§2 k3
Rechteckig Quadrilateral Isoparametrisch

Abbildung 3.14: Verschiedene Viereckselemente mit geradliniger und krummliniger Beran-
dung.

Zur Transformation eines bilinearen Viereckselements konnen die Eckpunkte des quadri-
lateralen Elements (in Abb. 3.13 als k,, im Realraum und k,¢ im Referenzraum ein-
gezeichnet) unter Verwendung der folgenden Transformationsbeziehungen zwischen dem

Realraum und Referenzraum iiberfiihrt werden:

T1,T (&) 8 ]
xr (€)= | 227 (&) | =) | 25 | pra(é). (3.34)
r371 (€) o=t | g

Hierbei bezeichnet a die Nummer der dem Eckpunkt zugeordneten linearen Formfunk-
tion ¢,. Der Eckpunkt hat die Realraum-Koordinaten z{,z§,z§. Im 2D Fall erfolgt die
Transformation analog. Hierbei werden aber vier Eckpunkte und vier zugeordnete lineare
Formfunktionen verwendet. Die linearen Formfunktionen sind LAGRANGE-Polynome und
konnen iiber die im Abschnitt 3.2.2 gezeigte Methodik berechnet werden. Sie lauten fiir
den Referenzraum &; € [0;1], & € [0;1] im 2D Fall:

e 01 =(1-&)(1—-&),
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o =6 (1-&),
o p3=(1-£)&,
o 4 =616

Die sich ergebenden Transformationsgleichungen @t (&) werden in x; der JACOBI-Matrix
in Gl. (3.30) bzw. Gl. (3.33) substituiert und nach der entsprechenden Koordinate ¢&;
abgeleitet. Die transponierte Inverse der JACOBI-Matrix (J T)_l in Gl. (3.29) enthélt im
Allgemeinen gebrochen rationale Funktionen. Die Integration der Gl. (3.28) {iber den Refe-
renzraum kann daher in der Regel nicht mehr analytisch durchgefiihrt werden. Aus diesem
Grund muss sie numerisch integriert werden (sieche Abschnitt 3.2.3). Nach Berechnung der
Eintrage der Steifigkeitsmatrizen und Massenmatrizen aller Elemente werden diese zu der
Systemsteifigkeitsmatrix und Systemmassenmatrix assembliert. Im Anschluss werden die
Randbedingungen eingearbeitet und das Gleichungssystem nach den unbekannten Kno-
tenwerten fiir den Druck gelost. Uber die Beziehung in Gl. (3.23) kann das Druckfeld im

Element durch die Formfunktionen ausgedriickt werden.

Schallharte Berandungen, schallweiche Berandungen, Impedanzrandbedingungen und vor-
gegebene Driicke und Schallschnellen werden im Rahmen der SEM entsprechend ein-
gearbeitet [62, 103]. Die Einarbeitung der Monopolquelle, Gl. (2.12), ist trivial. Auf-
grund der Eigenschaft faaj; f(z)d(x —a)dx = f(a) der Delta-Funktion kann der Term

—47?6”5\/% im Rahmen der SEM einfach geméfl der geometrischen Position des Punkt-
strahlers an der entsprechenden Stelle des Systemlastvektors addiert werden. Es ist dabei
allerdings anzumerken, dass das Schalldruckfeld in der unmittelbaren Ndhe der Monopol-
quelle stark von der Vernetzung, also der Netzdichte und dem Grad der Formfunktionen,
abhéangig ist. Weiterhin verschlechtert die Monopolquelle die Kondition des linearen Glei-
chungssystems [23].

3.4 SEM fiir Elastodynamik

Analog der Darstellung im Abschnitt 3.3 wird die Gl. (2.24) mit einer Testfunktion
vg = [v1 vy v3] multipliziert, integriert und anschlieend unter Nutzung des GREEN-
Gaussschen Theorems (3.8) in die folgende schwache Form iiberfiihrt:

s Oug ~ \T T T
vkps g AV + (Vos) osav — | (ws)'tds— [ wkfav=o0. (3.35)
Qg Qg I's Qg

Mit der Interpolation des Verschiebungsfeldes ugs und der Verzerrungen eg durch die

Formfunktionen INg und die Knotenverschiebungen w sowie, analog zur Diskretisierung

Seite 49



Spektral-Elemente-Methode

des Fluidgebiets, unter der Verwendung der Formfunktionen als Testfunktionen
Us = Ns"u,, Eg = %Ns’u, (336)
ergibt sich

~ T ~
(ps NIN dv> i+ ( / (VIVs) DsVN dV) u
Qg Qg

[ J/
-~

~
Massenmatrix Steifigkeitsmatrix

(3.37)

:/ NitdS+ [ Nifdv.
FS QS

Die Elementsteifigkeitsmatrix kg, die Elementmassenmatrix mg und der Elementlastvek-

tor f; + f, werden dann aus den folgenden Gleichungen berechnet:

mg=ps [ NLNgdV,
Qg
~ T ~
ksz/ (VNS> DsVNgdV,
Qs
(3.38)
s

Fo= N gf dv.
Qg
Der Index S kennzeichnet den Strukturbereich. Nach der Assemblierung resultiert das

Gleichungssystem zu
Mgsi+ Kgu=F;+ F, (3.39)

im Zeitbereich und
(Ks —w’Mg)u=F;—F, (3.40)

im Frequenzbereich.

Fiir ein beliebig transformiertes Hexaederelement ergibt sich die Elementsteifigkeitsmatrix
aus
ks= | B'DgB det(J) dQp. (3.41)

Qg

Bei der Diskretisierung elastodynamischer Probleme wird die Ableitungsmatrix B als Ver-

zerrungs- Verschiebungs-Transformationsmatrix bezeichnet. Jedem Knoten des Elements
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wird eine mdogliche Verschiebung in z-,y- und z-Richtung zugeordnet (Abb. 3.15). Das
Verschiebungsfeld in die drei Raumrichtungen wird durch die Formfunktionen approxi-
miert, welche als Matrix wie folgt zusammengefasst werden kénnen, wobei aus Griinden
der Ubersichtlichkeit fortan auf den Index S verzichtet wird:

pr 0 0 ¢ 0 0 .. pugp O 0
N=]0 ¢ 0 0 ¢ 0 .. 0 @, 0 . (3.42)
0 0 o 0 0 o .. 0 0 Pp+1)®
¢2:; ¢)1|
¢22 ¢|(l
T(pg““ ‘Q
(DI‘]) Q. ;(p
7/ (pzl‘/']g : 79 ]{3
‘(0,7 q)r,
g P Z
¢(| Qz
Py P,

Abbildung 3.15: Knotennummerierung fiir ein 3D Kontinuumselement.

Die Groe der Matrix N ist 3 x 3(p + 1)? und durch die Ordnung p der Formfunktionen
festgelegt. Das Verschiebungsfeld eines 3D Kontinuumselements zehnter Ordnung wird
also durch 3 x 11% = 3993 Formfunktionen interpoliert. Die Elementmatrizen haben da-
mit 39932 ~ 1.6 x 107 Eintrige und sind entsprechend aufwendig zu berechnen. Fiir
die Verzerrungs-Verschiebungs-Transformationsmatrix B ergibt sich unter Nutzung des
Differentialoperators V, definiert in GI. (2.22), die folgende Gleichung;:

B=VN. (3.43)

Um die Transformation des Elements durchzufiithren, werden die jeweiligen Ableitungen

im Matrizendifferentialoperator V durch die folgenden Beziehungen substituiert:

_ a - B i 7
oz &
0 —1 0
— | =(J" — 3.44
o | =07 g (341
9 9

L 87: m | 853 |

Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Eintridge der JAcOBI-Matrix J (Gl. (3.30)) er-

folgt analog der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix des akustischen Fluidelements.
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Die Elementmassenmatrix des Kontinuumselements kann aus
mg = pg / NTN det (J) dQpg (3.45)
Qp
bestimmt werden.

Ebenes Scheibenelement

Die Elementsteifigkeitsmatrix und die Elementmassenmatrix eines 2D isotropen Schei-
benelements im ebenen Verzerrungszustand werden geméfi den Gleichungen (3.41) und
(3.45) berechnet. Es wird dabei jedoch die Elastizitdtsmatrix aus Gl. (2.26) verwendet

und die Matrix der Formfunktionen wird abgeéndert in

_ ®1 0 ) 0 .. (p(p—i-l)Q 0

N (3.46)
0 o1 0 o .. 0 Ppt1)2
Der Differentialoperator V in Gl. (3.43) wird zu
- a -
or 1o 9
~ 0 oz -1 | 9&
v=| 0 o || o | (J) 3 (3.47)
9 0| Loy o6,
L Oy Oz

mit der JACOBI-Matrix J aus der Gl. (3.33). Der ebene Spannungszustand (ESZ) lasst sich
im Ubrigen durch die Verwendung der entsprechenden Elastizitétsmatrix beriicksichtigen
[87].

3.5 SEM fiir Fluid-Struktur-Interaktionsprobleme

Wird t = ong in Gl. (3.38), unter Verwendung der Beziehung aus Gl. (2.31), eingesetzt,

ergibt sich fiir den Lastvektor f, des Kontinuumselements

fr= /F ~NipIngdS = Ninpds. (3.48)
S,F

Ts r

Das akustische Druckfeld auf der Grenzflache wird durch die Formfunktionen INp und

die Knotendriicke p approximiert und es ergibt sich schliellich die Kopplungsmatrix:

fr= / NinN;dSp. (3.49)
Isr
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Um die Kopplungsmatrix fiir das akustische Druckfeld zu ermitteln, wird das Verhéltnis
zwischen dem Druckgradienten und der Beschleunigung der Fluidpartikel Vp = —pptip
in die Gl (2.29) eingesetzt. Daraus erhélt man:

T T o T o
nV’ :—nu| :—nu‘ .
p sk Po FWF&F Po S Is,r

Der Term fgq in Gl. (3.25), der die Quellen an der Berandung des akustischen Fluids
beschreibt, kann so iiber die Beschleunigung der Grenzfliche der Struktur dargestellt

werden:
fs=—ca / Nin'VpdS = —poc? / Nin"NgdSii. (3.50)
Is,Fp s, r
Wird eine Kopplungsmatrix
h = NinNpdS (3.51)
s, r

eingefiihrt, konnen Gl. (3.49) und GI. (3.50) auch folgendermafien geschrieben werden:

fF:hp7

. (3.52)
fs=—pocih .

Die Vektoren Ng und N enthalten die Formfunktionen fiir die Interpolation des Ver-
schiebungsfeldes und Druckfeldes auf dem Kopplungsrand. Es werden jeweils die gleichen
Interpolationsansitze fiir das Fluidgebiet und das Strukturgebiet verwendet. Fiir eine 2D
Kopplungsflache eines 3D Fluidgebiets mit einer 3D elastischen Struktur (siehe Abb. 3.16)
lauten die Vektoren N g und N g:

NF: |: Nl NQ N(p+1)2 3
(3.53)
Ne=[00 Ny 00 Ny . 00 Ny |-

Die Flachennormale der Grenzfliche zwischen Fluid und Struktur zeigt hierbei in z-
Richtung. Da lediglich Normalenauslenkungen einen Druck im Fluid bewirken, werden
in der Gl. (3.53) die Formfunktionen in Transversalrichtung zu Null gesetzt. Eine Rotati-
on der Kopplungsebene kann durch eine Transformationsmatrix h; = G* h beriicksichtigt
werden [111]. Die Kopplungmatrizen aller Elemente auf dem Rand I's » werden zu einer

Gesamtkopplungsmatrix H assembliert.

Das vollsténdige Gleichungssystem fiir ein Fluid-Struktur-Interaktionsproblem lautet so-
i Ks —H F
. Y= (3.54)
p 0 Krp b Q
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und im Frequenzbereich:

KS—Q.)QMS —H
prOHT Kp—w’Mp

u F
-[5] e

Der Ubersicht halber werden hierbei die Lastvektoren fiir das Fluidgebiet und das Struk-
turgebiet zu Q bzw. F' zusammengefasst. Fiir den in Abb. 2.3 gezeigten Fall eines Fluid-
Wand-Fluid-Systems ergibt sich im Frequenzbereich das Gleichungssystem:

KF1 - W2MF1 _pF1("')2LI¥1 0 21 Ql
H, Kg— w?Mg —H, ul=|F |. (3.56)
0 pr?HY  Kp, —w?Mp, Dy Q,

Beispielhaft ist in Abb. 3.17 die Struktur des Gleichungssystems dargestellt. Die Kopp-
lungsmatrizen gehen unterschiedlich in die Systemmassenmatrix und die Systemsteifig-

keitsmatrix ein, weshalb die Systemmatrix zwar diinnbesetzt, jedoch nicht symmetrisch

ist.
Strukturelement
Y
z
Abbildung 3.16: Kopplung von Fluid- und Strukturelementen
Kp —wWMp  —ppw?HT 0
H 1 K S — w2M S —H 2
0 prw?HY  Kp, —w*Mp,

Abbildung 3.17: Struktur des Gleichungssystems eines Fluid-Struktur-Interaktionsproblems.

Alternative Formulierung des gekoppelten Systems

Da das Gleichungssystem in Gl. (3.55) bzw. Gl. (3.56) nicht symmetrisch ist, kénnen die
Vorteile von direkten Losern, die auf der Symmetrie des Gleichungssystems beruhen, nicht
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ausgenutzt werden. Eine Formulierung des akustischen Fluids fiir das Geschwindigkeits-
potential gem#f Gl. (2.7) hat hier einen wesentlichen Vorteil, da somit fiir das gekoppelte

FSI-Problem dennoch das folgende symmetrische Gleichungssystem erzielt werden kann:

MS 0 0 U KS 0 —H u F
0 pc2K; 0 b+ o 0 K v |=10
0 0 0 P ~H" ¢2K; —(pc?) ' M; p Q

Fiir die Herleitung des obigen Gleichungssystems sei bspw. auf [120, 111] verwiesen. Die-
ses Gleichungssystem ist zwar symmetrisch, hat jedoch ebenfalls gewisse Nachteile, wie
die deutlich hchere Anzahl von Freiheitsgraden, was die Grofie des Gleichungssystems
und damit die Berechnungszeit erhoht. Die Massenmatrix ist in diesem Fall nicht langer
positiv definit, was weiterhin zu numerischen Problemen [120] fiithren kann. In der vorlie-
genden Arbeit wird daher nur, wie in den vorangegangenen Abschnitten ausgefiihrt, die

Druckformulierung fiir das akustische Fluid verwendet.

Alternative Methoden zur Kopplung von Fluid- und Strukturbereich
Falls die Knoten des Fluidbereichs und der Struktur an den Kopplungsrdndern nicht

iibereinstimmen (bspw. tritt dies fiir unterschiedliche Elementgréfien oder Ordnungen fiir
den Fluidbereich und den Strukturbereich auf), muss eine andere Methode der Kopplung
gewihlt werden. Mogliche Kopplungsanséitze sind die Consistent Interpolation Method
[45], die Mortar Method [136, 18] oder die Methode der Localized Lagrange Multipliers
(LLM-Methode) [109, 108]. In der Abb. 3.18 ist die letztgenannte Kopplungsmethode
veranschaulicht. Der Informationsaustausch zwischen den einzelnen Schichten erfolgt hier

nicht direkt, sondern mittels einer eingebrachten Kopplungsschicht.

1 Struktur

4

T3 .

.- — — — — * - — — — — # Kopplung
11 1i 11

| I I Fluid

Abbildung 3.18: Kopplung von Struktur- und Fluidbereichen mittels der LLM-Methode nach
RoOsS et al. [108].
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3.6 SEM fiir Warmeleitungsprobleme

Die Berechnung des gekoppelten Warmeleitungsproblems, beschrieben durch die Glei-
chungen (2.32), (2.35) und (2.36), ist nur in Ausnahmeféllen stationér (die zeitabhéngigen
Terme werden zu Null gesetzt) losbar. In den meisten praktischen Féllen konvergiert die
Losung aufgrund der nichtlinearen Gl. (2.36) nicht, was eine Berechnung im Zeitbereich
notwendig macht. Jedoch ist auch im Zeitbereich eine Konvergenz der Losung teilweise
schwierig und die Zeitschrittweite muss sehr niedrig gewéhlt werden, was die Berechnungs-
dauer zur Bestimmung der Warmedurchgangszahl erhoht. Zur Berechnung von Problem-
stellungen wird in dieser Arbeit daher lediglich die Warmeleitungsgleichung verwendet,
wobei fiir fluidgefiillte Hohlrdume im Abschnitt 5.3 ein approximierter Warmeleitkoeffizient
hergeleitet wird. Der Berechnungsaufwand des Temperaturfeldes ist dann auch fiir eine

hohe Anzahl von Freiheitsgraden sehr niedrig.

Das FOURIERsche Gesetz 2.34 wird in Gl. (2.32) eingesetzt. Die schwache Form fiir einen
Festkorper, ohne Beriicksichtigung des Geschwindigkeitsfeldes, lautet dann

oT
ey / vr—-dV + / (Vor)" VT dV
QT QT

(3.57)
:k;/ v (V) ny dA+k:/ vpQdV.
I'r

Qp

Das Temperaturfeld wird durch T'= N7T in Qr approximiert und die Formfunktionen

werden als Testfunktionen verwendet. Es ergibt sich dann aus Gl. (3.57)

(,ocp NIN, dV) T + (k / (VN7)' VN7 dv) T
QT QT

J/

-~

Massenmatrix Steiﬁgk;i;smatrix (358)
=k | NIVInydS+k [ NIQav.
I'r QT
Die einzelnen Elementmatrizen sind gegeben durch
mr=pc, | NINzdV,
Qp
(3.59)
kr =k / (VN7)'VNpdV
Qr
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und die Elementlastvektoren sind

Oqr
=k [ NLEZEQv,
fqt Qp T 8t )

fo=k [ NIVpnrdsS.

I'r

Der Index T steht hierbei fiir das Temperaturfeld. Das FOURIER ’sche Gesetz, Gl. (2.34),

lautet fiir den allgemeinen Fall eines anisotropen 3D Materials

q=—DVT.

Die Wirmeleitfahigkeitsmatrix D eines anisotropen Materials lautet im 3D Fall

ka:x kxy ka:z
D= | ky. kyy kyo |,
kz:p kzy kzz

und man erhélt fiir den isotropen Fall mit gleicher Warmeleitfahigkeit & in alle Richtungen

I

e

~

I
o o
o x> o
>~ o o

Die Elementsteifigkeitsmatrix fiir ein 3D Element ist dann gegeben durch

kr= | B'DB det(J) dV. (3.60)
Qp

Die Ableitungsmatrix B der Formfunktionen wird mittels den Gl. (3.29) und (3.30) be-

rechnet wobei
Npr=N = [ Y1 P2 Ppr1) ]

ist. Die Elementmassenmatrix kann aus der folgenden Gleichung bestimmt werden:
mr = pc, / NTN det (J) dV. (3.61)
Qp

Fiir den 2D Fall wird analog verfahren. Das Gleichungssystem lautet schliellich

M;T + K;T = Fr (3.62)

Seite 57



Spektral-Elemente-Methode

fiir den transienten Fall und
KT = Fp (3.63)

fiir den stationédren Fall mit dem Lastvektor Fr und den Knotengewichten T .
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4 Validierungsbeispiele fiir die SEM

In diesem Kapitel werden zahlreiche numerische Beispiele zur Validierung der im Kapi-
tel 3 entwickelten SEM dargestellt. Dabei werden getrennt fiir den Frequenz- und den
Zeitbereich 1D, 2D und 3D Anwendungsbeispiele aus der Akustik, der Elastodynamik
und der FSI gezeigt. AnschlieSend wird auch die Verwendung der SEM zur Berechnung
der Warmeleitungsprobleme fiir den stationdren und transienten Fall diskutiert. Dabei
soll schon an dieser Stelle erwéhnt werden, dass die Verwendung von Formfunktionen
hoher Ordnung bei den stark oszillierenden Losungen von Wellenausbreitungsproblemen
weit groflere Vorteile bietet als bei den relativ glatten Losungsverldufen der Warmeleit-
ungsprobleme. Durch die unterschiedlichen Validierungsbeispiele sollen insbesondere die
Konvergenz, die Genauigkeit und die Effizienz der in dieser Arbeit entwickelten SEM

diskutiert werden.

4.1 A priori Fehlerschitzung

Um den Fehler bei der Verwendung von Formfunktionen der Ordnung p und Elementen
mit Seitenldnge L abschétzen zu konnen, wird ein 1D Fehlerschitzer verwendet [14]. Dieser
ermoglicht die a priori Abschiatzung des Fehlers der Ndherungslosung und wird auch in
Kapitel 5 und Kapitel 6 verwendet, um die notwendige Diskretisierung fiir eine gewiinschte

Genauigkeit der Berechnung abschétzen zu kénnen.

Gegeben sei das HELMHOLTZ-Problem:
Ap+Kk’p=0 (4.1)

mit den Randbedingungen
Vp(0)n+ikp(0) =1,
Vp(L)n+ikp (L) =0.
Die inhomogene ROBIN-Randbedingung bei = 0 erzeugt eine akustische Welle, die

aufgrund der homogenen ROBIN-Randbedingung bei = L das Gebiet x € [0; L] ohne

Reflexion verlésst. Die analytische Losung fiir das Problem ist

Z'ezkx

2k

p(z, k) =— (4.2)
Es ist ersichtlich, dass die analytische Losung aufgrund des reflexionsfreien Randes bei
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x = L unabhéngig von der Lénge L ist. Fiir eine hohe Anzahl von Kombinationen von kL
und Ordnungen p wird der sich daraus ergebende e5-Fehler berechnet. Hierbei wird der
Fehler in der l5-Norm nach Gl. (3.9) verwendet. Fiir die gewiinschte Fehlerschranke 5 und
Ordnung p kann dann der entsprechende Wert kL ermittelt werden. Die Tab. 4.1 zeigt,
beispielhaft fiir einige Ordnungen p und Fehlerschranken e, die sich ergebenden Werte von
kL. Daraus kann die notige Diskretisierungsdichte zur Einhaltung einer Fehlerschranke

bei einer bestimmten Frequenz abgeleitet werden (siehe Abb. 4.1).

Tabelle 4.1: Werte von kL fiir unterschiedliche Ordnungen p und Fehlerschranken es.

Ordnung p 1 2 3 6 10 15 20

go =0.05% 0.06 0.23 1.13 4.33 10.20 17.63 25.25
e =0.5% 019 0.72 193 573 11.90 20.50 29.50
go = 2% 0.38 1.50 262 7.05 14.10 22.50 31.50
g = 15% 1.16 3.40 5.64 10.18 17.30 26.75 36.38

Bei der Anwendung des Fehlerschétzers ist zu beachten, dass dieser nur Hinweise auf die
notige Diskretisierung und Ordnung der Elemente geben kann. Zum einen baut sich der, im
Abschnitt 3.2.1 angesprochene, Pollution-Fehler erst {iber mehrere Wellenldngen auf, wird
also unter Umstanden erst bei vielen Elementen relevant, zum anderen haben auch andere
Einflussfaktoren, bspw. die Néhe zu einer Eigenfrequenz, Einfluss auf den Fehler. Somit
sollten tendenziell eher eine hohere Vernetzungsdichte und/oder eine hohere Ordnung der

Elemente gewahlt werden.

Aus der Tab. 4.1 ldasst sich die notwendige Anzahl von Knoten pro Wellenlénge fiir ei-
ne gegebene Fehlerschranke und eine gegebene Ordnung herleiten (siehe Abb. 4.1 auf
der N/A-Ordinate) und die Anzahl von Freiheitsgraden des Gesamtsystems abschétzen
(beispielhaft fiir K = 55m~! in der Abb. 4.1 auf der Nj_s5/I>-Ordinate).

Insbesondere fiir eine niedrige Fehlerschranke ergibt sich eine starke Reduzierung der
bendtigten Freiheitsgrade. Gerade fiir 2D bzw. 3D Probleme bedeutet dies einen wesentlich
geringeren Bedarf an Speicherkapazitiat. Aus der Abb. 4.1 ist jedoch auch ersichtlich, dass
sich die Verwendung allzu hoher Grade von Formfunktionen nicht lohnt. Dem geringen Zu-
wachs an Genauigkeit der Losung steht dann ein iiberproportionaler Aufwand zur Berech-
nung der Elementmatrizen und Riickrechnung der Losung gegeniiber. Dies deckt sich mit
Aussagen der Literatur, in welcher iiblicherweise ein Effizienz-Optimum fiir Formfunktio-
nen von p = 6 fiir eine in Ingenieursanwendungen ausreichende Fehlerschranke angegeben
wird. In [3] wurden weitere detaillierte Untersuchungen vorgestellt, in denen sich fiir eine
deutlich niedrigere Fehlerschranke von g5 = 0.01% beziiglich der Gesamtberechnungsdau-

er ein Optimum von p = 10 ergab. Aus dem a prior: Fehlerschatzer ldsst sich die generelle
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Empfehlung ableiten, dass fiir hohe Genauigkeit eine hohe Ordnung der Formfunktionen
und fiir niedrige Genauigkeit eine niedrige Ordnung der Formfunktionen angebracht ist.
Dies beschréinkt sich nicht nur auf die Verwendung der LAGRANGE-Polynome, sondern
gilt auch fiir andere FE-Methoden, die bspw. auf hierarchischen Formfunktionen basieren
[49]. Ein Vergleich zwischen h-, p- und hp-Varianten wurde in der Arbeit von MITCHELL
vorgenommen, in der die Ordnung bis zu einem Maximum von p = 21 gesteigert wurde
[82]. Auch in dieser Arbeit wurde die Empfehlung gegeben, bei niedrigen Genauigkeitsan-
forderungen nur Formfunktionen niedriger Ordnung zu verwenden und, falls notwendig,
eher die Anzahl der Elemente zu erhohen. Fiir hohe Genauigkeitsanforderungen sollte die
p-Variante verwendet werden. Der Autor gab fiir eine Fehlerschranke von € = 10~2 unter
Beriicksichtigung der Berechnungszeit eine optimale Ordnung von p = 4 und fiir e = 107°

eine optimale Ordnung p = 12 an. Qualitativ d&hnliche Schlussfolgerungen ergeben sich
auch fiir die in dieser Arbeit untersuchten Problemstellungen.

i . r r T T —10°
102; R ] ’ o”b_‘
'—<_| I 822005% ] . lE
I i i
R | =
| @
108
Q L |--o—- £,=2% 210 E
] ¥
= \ 1 =
\ \‘\ |
R \ —]
\ \ 107
\ \ ]
\\ \\ :
RN :
\ N\ N
\ \ \, E 6
\ \ ) S 11
\ b I |
101 T &\\ \\ Ny e . 1
[ o ‘o0 g RN B SR |
N =~ TE-——g- -
R e e e i I
> \0~~"__—4———+—:1_'—._—_.—‘h.“‘ - .
¢ -9 o ——®———$ g TS + —3
1 4 7 10 13 16 19

Ordnung p [-]

Abbildung 4.1: Anzahl der benétigten Freiheitsgrade pro Wellenlénge % in Abhéngigkeit der
Ordnung fiir jeweilige Fehlerschranke. Auflerdem sind fiir den 3D Fall die Anzahl an Freiheits-

graden pro Volumen, [ = 1m?, fiir eine Wellenzahl von k£ = 55m ™! in logarithmischer Skalierung
aufgetragen.
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4.2 Akustische Probleme

4.2.1 Beispiele im Frequenzbereich

Der nachfolgende Abschnitt befasst sich mit Problemstellungen der skalaren HELMHOLTZ-
Gleichung in 1D und 2D. Zur Validierung der SEM werden analytische Lésungen verwen-
det. Es wird der Einfluss der Eigenfrequenzen und die damit verbundene Verschlechterung
der Kondition des Gleichungssystems auf die Genauigkeit der Losung gezeigt und Emp-

fehlungen gegeben, wie die SEM hierbei vorteilhaft angewendet werden kann.

1D akustisches Problem
Gegeben sei das 1D Modellproblem, beschrieben durch

Ap+k*p=0 (4.3)
mit den Randbedingungen
p(0) = po,
p(L) =pe

Die analytische Losung fiir das Problem lautet
p(x) = pocos (kx) + sin (kzx) (pr csc (kL) — po cot (kL)) . (4.4)

Die n-te Eigenkreisfrequenz des Problems ist durch w, = nw gegeben. In der Abb. 4.2a
sind die Konditionszahlen der Systemmatrix (K — w?M) fiir das Problem dargestellt. Die
hierbei verwendeten Parameter sind k = SQT”m’l und L = 3m. Fiir ¢ = 340ms~! ergibt sich
also f = %Hz. Die Anzahl der Elemente wird variiert, so dass die Anzahl der Freiheits-
grade konstant gehalten wird. In der nebenstehenden Abb. 4.2b wird die Abhéngigkeit
der [5-Fehlernorm von der Ordnung p der Formfunktionen dargestellt. Es ist die spektrale
Konvergenzrate ersichtlich. Der numerische Berechnungsfehler wéchst bei der Verwendung
von LAGRANGE-Formfunktionen mit dquidistant verteilten Stiitzstellen (ED-Verteilung)
wesentlich schneller an und fithrt ab einer bestimmten Ordnung der Formfunktionen zu in-
akzeptablen Abweichungen. Das Verhalten kann bei der Verwendung der GLL-Verteilung
eingeddmmt werden, so dass weit hohere Ordnungen der Formfunktionen verwendet wer-
den kénnen, um eine genauere Losung erhalten zu konnen. Der Zusammenhang zwischen
Kondition der Systemmatrix und der resultierenden maximal erreichbaren Genauigkeit ist
hier gut nachvollziehbar. So ergibt sich bspw. bei der Verwendung von ED-Formfunktionen
zwolfter Ordnung (p = 12) eine Konditionszahl der Systemmatrix von r; & 10°%, was die

Anzahl von signifikanten Stellen auf etwa Acht begrenzt.
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Abbildung 4.2: Konditionszahl und eo-Fehler in Abhéngigkeit von der Ordnung der Form-
funktionen p.

Fir 1D akustische Problemstellungen mit hoher Anzahl von Elementen kann es auf-
grund der dabei auftretenden schlechten Kondition der Systemmatrix zu unzureichender
Genauigkeit der Ergebnisse kommen [53]. Die Kondition der Systemmatrix verschlech-
tert sich dabei annéhernd quadratisch mit der Anzahl der Freiheitsgrade und schon bei
verhéltnismaBig geringer Anzahl von Elementen ist das Gleichungssystem schlecht kon-
ditioniert. Die Anwendung von GLL-Formfunktionen kann hier aufgrund der besseren
Kondition die Anzahl der moglichen Elemente erhohen und erméglicht so eine héhere Ge-
nauigkeit der Losung. In der Abb. 4.3 ist erkennbar, dass fiir das betrachtete Problem mit
konventionellen ED-Elementen eine niedrigere Fehlerschranke als e, ~ 107"%, trotz der
Erhchung der Anzahl an Freiheitsgraden, nicht moglich ist und die erzielbare Genauigkeit

bei Verwendung von GLL-Formfunktionen deutlich hoher ist.
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Abbildung 4.3: Konditionszahl und es-Fehler in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheits-
grade N fiir p = 6. Die Erregerfrequenz f = @ﬂHz befindet sich nicht in der Néhe von Eigen-

frequenzen.
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Dies kann insbesondere bei Problemstellungen mit ohnehin schlechterer Kondition, wie
bspw. in der unmittelbaren N&he von Eigenfrequenzen, entscheidende Vorteile bringen
(Abb. 4.4). Fiir Problemstellungen in hoheren Dimensionen sind die Auswirkungen einer
hohen Anzahl von Elementen im Allgemeinen nicht relevant, da sich die Kondition hierbei

in wesentlich geringerem Mafle mit der Anzahl der Freiheitsgrade erhoht als in 1D.
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Abbildung 4.4: Konditionszahl und es-Fehler in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheits-
grade N fiir p = 6. Die Erregerfrequenz f = %HZ befindet sich in unmittelbarer Nihe einer
Eigenfrequenz.

Bei der numerischen Berechnung der Wellenausbreitungsprobleme mit der FEM ist dar-
auf zu achten, dass eine Mindestzahl von Knoten pro Wellenldnge eingehalten werden
soll, die von den gewihlten Formfunktionen abhéngt. Fiir quadratische Formfunktionen
sollten als Mindestmaf sechs Freiheitsgrade pro Wellenldnge gewihlt werden [77]. Wird
diese Schwelle unterschritten, kommt es zu betréchtlichen Abweichungen. Die notwendige
Knotendichte erhoht sich, wenn sich die Kreisfrequenz w in der Néhe einer Eigenfre-
quenz befindet. Eine Verwendung von Formfunktionen hoherer Ordnung verringert die
notwendige Anzahl von Freiheitsgraden. Die Losung des untersuchten Problems zwischen
zwei Eigenfrequenzen und in unmittelbarer Nédhe einer Eigenfrequenz ist in Abb. 4.5 dar-
gestellt. Hierbei werden jeweils acht Knoten pro Wellenldnge verwendet. Wahrend die
Losung mit p = 2 insbesondere in der unmittelbaren Néhe der Eigenfrequenz stark von
der analytischen Losung abweicht, liefert die SEM-Berechnung mit p = 6 eine sehr gute

Ubereinstimmung.

Der Einfluss der numerischen Dispersion kann durch Verwendung von Formfunktionen
hoher Ordnung begrenzt werden. Um dies zu demonstrieren, wird die Problemstellung in
Gl. (4.3) fiir unterschiedliche Wellenzahlen geltst. Die berechneten Wellenzahlen liegen je-
weils zwischen zwei Eigenfrequenzen und die Konditionszahlen liegen fiir alle Ordnungen,
auch fiir die hochste Wellenzahl und entsprechend hoher Anzahl an Elementen, deutlich
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unter x; < 10°. Der Einfluss der Kondition des Gleichungssystems ist somit sehr gering.
Die Anzahl an Elemente wird derart gewéhlt, dass fiir einen niedrigen Wert von kL ein
Fehler von g5 = 0.1% resultiert. Der tatséchliche lo-Fehler in Abhéangigkeit der Wellenzahl
ist in der Abb. 4.6 dargestellt. Wahrend die Verwendung von linearen Formfunktionen in
einem sehr hohen Fehler von e ~ 67% fiir k ~ 500m~! resultiert, betriigt der Fehler fiir
p = 10 lediglich €5 ~ 0.4%.

1.5 15
= = ° /
2 A |
~ ~
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N N
=S S 5

-1.5 -15

1.05 1.15 1.25 1.35 1.45 1.05 1.15 1.25 1.35 1.45
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(a) f = T0H, (b) f = Z2THy

Abbildung 4.5: Druckverlauf fiir die FEM (p = 2) und die SEM (p = 6) bei gleicher Anzahl
an Freiheitsgraden fiir eine Erregerfrequenz zwischen zwei Eigenfrequenzen (f = @Hz) und

in unmittelbarer Nihe einer Eigenfrequenz (f = %Hz). Die analytische Losung (analy.) wird
mit der Gl. (4.4) berechnet.
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Abbildung 4.6: Auswirkungen der numerischen Dispersion fiir unterschiedliche Ordnungen p.

Anhand des 1D Modellproblems soll abschliefend noch verdeutlicht werden, dass die Ver-
teilung der Stiitzstellen keine inhérent bessere Interpolation der Lésung zur Folge hat.
Wird das betrachtete Problem in Gl. (4.3) némlich mittels der SEM bzw. FEM diskreti-
siert und das sich ergebende Gleichungssystem analytisch exakt (also unter Verwendung
von Bruchzahlen ohne numerische Fehler) gelost, ergibt sich, unabhéngig davon, ob ED-
oder GLL-Elemente verwendet werden, das gleiche Ergebnis. Die verwendeten Formfunk-

tionen miissen dazu ebenfalls analytisch exakt berechnet worden sein. Der Grund besteht
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darin, dass sich die Elementmatrizen, und damit die Systemmatrizen, die unter Verwen-
dung der ED- bzw. GLL-Formfunktionen erstellt werden, ineinander iiberfithren lassen.
Dies soll kurz an einem Beispiel demonstriert werden. Fiir eine Frequenz von f = 100Hz,
p(0) = 1 und p(3) = 0 werden zwei gleichlange Elemente mit p = 3 zur Approxi-
mation der Losung verwendet. Eine analytische Berechnung ist bspw. mit der Software
WOLFRAM MATHEMATICA von Wolfram Research moglich [69], wenngleich die Berechnungs-
dauer natiirlich um viele Gréflenordnungen hoher ist als bei der numerischen Berechnung

mit Maschinenprézision.

Die VANDERMONDE-Matrix V1 lautet in diesem Fall

A€) . g ] [, Fovd mhel
G €l1) - gy || o S O
o VD) )

wobei I die ED-Basis und I die GLL-Basis kennzeichnet, ¢; sind die jeweiligen Form-
funktionen, und &; sind die Koordinaten der Stiitzstellen der jeweiligen nodalen Basis. Die
Elementsteifigkeitsmatrizen lauten mit a; = 3v5+ 5 und as = 3v5 — 5:

37 _63 9 _13 26 _5u  Sap  _1

15 20 10 60 9 18 18 9

_63 36 _99 9 _bar 50 _25  5ay

_ 20 5 20 10 _ 18 9 9 18
kep=| ¢ % s _e3 | kero=| 50, % s _sa
10 20 5 20 18 9 9 18

_13 9 _63 37 _1  Bay _ba 26

60 10 20 15 9 18 18 9

Mittels dem Zusammenhang

T T
kep = VepcrrkertVipparr b2w. kerr = Vearr,epkeoVarr ep

lassen sich die beiden Elementsteifigkeitsmatrizen ineinander iiberfithren. Fiir die Ele-
mentmassenmatrizen gilt der gleiche Zusammenhang. Wahrend also die Wahl von bspw.
wellenbasierten Formfunktionen durchaus eine bessere Approximation der exakten Losung
des betrachteten Problems in Gl. (4.3) liefern kann, ist es bei analytischer Berechnung
unerheblich, ob ED- oder GLL-Formfunktionen verwendet werden. Bei ndherungsweiser
Berechnung ergeben sich aufgrund der weit besseren numerischen Eigenschaften der GLL-

Formfunktionen jedoch die vorher bereits genannten Vorteile.

2D akustisches Problem mit Dirichlet-Randbedingungen

Im Folgenden wird ein 2D Problem der Akustik unter DIRICHLET-Randbedingungen be-
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trachtet und die numerische Losung mit der analytischen Losung verglichen. Das Pro-
blem wird durch die HELMHOLTZ-Gleichung mit DIRICHLET-Randbedingungen auf allen
Réndern (Abb. 4.7) beschrieben:

Ap+k*p=0 1inQ,

p:fw(y) auf Iy,
p=fe(y) auf I'c, (4.5)
p=fs(z) auf I's,
p = fu(x) auf I',,.

Das Problem kann mittels einer von TADI [128] entwickelten semi-analytischen Methode,
die auf der Verwendung orthogonaler Funktionen basiert, mit hoher Genauigkeit geltst

werden. Der Losungsweg wird im Anhang A.2 skizziert.

Y
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‘ 1m

<
<€

Abbildung 4.7: Modellproblem mit DIRICHLET-Randbedingungen.

Zur Ermittlung der numerischen Néherungslosung wird das Gebiet strukturiert vernetzt
(siche Abb. 4.8). Eine strukturierte Vernetzung mit rechteckigen Elementen erlaubt nicht
nur eine effiziente Netzgenerierung, sondern hat, unter der Voraussetzung eines Seiten-
verhéltnisses der Elemente nahe Eins, auch vorteilhafte Auswirkungen auf die Konditi-
on der Systemmatrix. Jedoch ist eine strukturierte Vernetzung nur in Ausnahmeféllen
moglich. So wird ein verhaltnisméaBig einfach aufgebautes Gebiet zur Vernetzung voraus-
gesetzt und freie und kommerzielle Software erlauben oftmals keine strukturierte Ver-
netzung, obwohl diese prinzipiell moglich wére. So erlaubt der Netzgenerator der FEM-
Software COMSOL Multiphysics 5.1 lediglich eine strukturierte Vernetzung mit Vierecks-
elementen in 2D, wihrend eine strukturierte Vernetzung oder die Verwendung von Hexa-
ederelementen in 3D nicht moglich ist. Fiir die Berechnungen in dieser Arbeit werden auch
in 3D Hexaederelemente verwendet und, wenn moglich, eine strukturierte Vernetzung vor-
genommen. Im Ubrigen ist die Verwendung von Viereckselementen im Allgemeinen auch

vorteilhaft gegeniiber der Verwendung von Dreieckselementen [138].
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(a) ED (b) GLL

Abbildung 4.8: Strukturiertes Netz mit ED- und GLL-Elementen.

In der Abb. 4.9 ist die fiir hohe Ordnungen p der Formfunktionen wesentlich bessere Kon-
dition der Systemmatrix bei Verwendung von GLL-Elementen gegeniiber der Verwendung
von ED-Elementen dargestellt. So ist mit der Verwendung von ED-Formfunktionen der
Ordnung p = 10 mit einem zusétzlichen Verlust der Genauigkeit von etwa vier signifi-
kanten Stellen zu rechnen. Die Anzahl der Freiheitsgrade, hier etwa 2.5 x 10°, hat jedoch
vernachlassigbaren Einfluss. So verbessert sich die Kondition, sowohl fiir ED- als auch
GLL-Elemente, bei geringerer Anzahl von Freiheitsgraden nur unwesentlich. In der Abb.
4.10 ist der zugehorige Fehler fiir eine Wellenzahl k = 37m~! in Abh#ngigkeit von der ver-
wendeten Ordnung und Anzahl von Freiheitsgraden dargestellt und in der Abb. 4.11 die
bendtigte Berechnungszeit fiir das lineare Gleichungssystem in Abhéngigkeit des Fehlers.
Die angegebenen Zeiten werden auf einer Workstation mit Dual Intel Xeon E5-2637 CPUs
und 64 GB Hauptspeicher gemessen. Der Fehler verringert sich erwartungsgeméfl expo-
nentiell mit steigender Ordnung der Formfunktionen p. Fiir eine konstante Fehlerschranke
gy = 1072% wird fiir die Ordnung p = 2 eine um zwei GrofSenordnungen hohere Anzahl
von Freiheitsgraden benotigt. Der Vorteil erhoht sich, erkennbar an der unterschiedlichen
Steigung der Fehlergeraden, mit sinkender Fehlerschranke. Die Berechnungszeit verringert
sich insbesondere bei einer niedrigen Fehlerschranke sehr stark durch die Verwendung von
GLL-Formfunktionen héherer Ordnung (p = 8 oder p = 10). Dariiber hinaus verrin-
gert sich durch die geringere Anzahl notwendiger Freiheitsgrade auch der Speicherbedarf
fiir die Berechnung. Fiir eine im Ingenieurwesen ausreichende Fehlerschranke ergibt sich
jedoch kein signifikanter Effizienzvorteil bei der Verwendung von Ordnungen gréfer als
p = 6. Es ist hier lediglich die Berechnungszeit fiir die Losung des linearen Gleichungs-
systems angegeben. Die Berechnung der Elementmatrizen und die eventuell benotigten
Transformationen sind jedoch bei Formfunktionen hoherer Ordnung weit zeitaufwendiger.

Daher ergibt sich nicht zwangsléufig eine Steigerung der Berechnungseffizienz, da die even-
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tuellen Vorteile bei der Losungsdauer des linearen Gleichungssystems unter Umsténden
iiberkompensiert werden konnen. Bei der Verwendung von strukturierten Netzen, in denen
die Elementmatrizen identisch sind, entféllt jedoch die Neuberechnung der Elementma-
trizen und es kann durch die Verwendung héherer Ordnung auch die Gesamteffizienz der

Berechnung erhoht werden.
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Abbildung 4.9: Differenz der Konditionszahl bei Verwendung von ED- und GLL-Elementen.
Die Anzahl der Freiheitsgrade ist konstant N = 250000.
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Abbildung 4.10: Fehler der SEM gegeniiber semi-analytischer Losung in Abhéngigkeit von
dem Polynomgrad p und den Freiheitsgraden V.

Fiir die untersuchte Problemstellung in Gl. (4.5) soll noch ein Vergleich mit der kommerzi-
ellen FEM-Software COMSOL Multiphysics vorgenommen werden. In der Abb. 4.12 ist der
Verlauf des Fehlers fiir y = 0.5m in Abhéngigkeit der z-Koordinate fiir eine Wellenzahl von
k = 18.7m™! dargestellt. Die Losung wird mit der SEM fiir unterschiedliche Ordnungen

Seite 69



Validierungsbeispiele fiir die SEM

p und der Software COMSOL Multiphysics bei einer Variation der Elementzahl berech-
net. Hierbei ist die Anzahl der SEM-Elemente konstant N, = 16 und die Ordnung der
Formfunktionen in COMSOL Multiphysics ist p = 2. Der Fehler der SEM mit p = 10 liegt
mehrere Groflenordnungen unter dem Fehler von COMSOL Multiphysics mit N, = 160000
Elementen. Die Anzahl von Freiheitsgraden fiir die SEM-Berechnung betragt N = 1681
fiir p = 10, in der FEM-Berechnung mit N, = 160000 jedoch N = 641501. Bei &hnlichem
Fehlerverlauf sind also 350 mal mehr Freiheitsgrade in der FEM-Berechnung notwendig.

Der Fehler ist hierbei definiert iiber

Ap =100 x Pref — PSEM,FEM

: (4.6)
Pref
wobei p,.s die analytische Referenzlosung ist.
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Abbildung 4.11: Berechnungszeit des linearen Gleichungssystems der SEM in Abhéngigkeit
von dem Polynomgrad p und dem Fehler.
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Abbildung 4.12: Vergleich zwischen SEM und kommerzieller Software COMSOL Multiphysics

mit p = 2.

2D akustisches Problem mit Neumann-Randbedingungen

Prinzipiell gibt es fiir ein 2D akustisches Problem mit DIRICHLET-Randbedingungen und
NEUMANN- bzw. ROBIN-Randbedingungen keine Unterschiede beziiglich der Effizienz

der SEM. Bei praxisrelevanten Problemen der Innenraumakustik kommen DIRICHLET-

Randbedingungen iiblicherweise nicht vor, sondern Winde werden oft als schallhart an-
genommen. Daher wird zur Verifizierung der SEM noch das in der Abb. 4.13 dargestellte
Modellproblem untersucht, dass durch die folgende HELMHOLTZ-Gleichung und die Rand-

bedingungen beschrieben wird:

Ap+k*p=0 1inQ,
D= Py auf I',
Vp=20 auf I',.
1m L Q Iy
i r, T
L [,=1m R

<

Abbildung 4.13: Modellproblem mit NEUMANN-Randbedingung auf I',.

>

(4.7)
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Die analytische Losung fiir die Verteilung des Schalldrucks in einem Rechteck mit schall-
harter Begrenzung auf den Réndern I',, kann direkt aus dem 1D Problem Ap + k*p = 0
mit den Randbedingungen p (0) = py und %‘x:l = 0 abgeleitet werden:

p(z,y) = po cos (kl, — kx) sec (kl;) . (4.8)

Beziiglich der Kondition der Systemmatrix gibt es keine prinzipiellen Unterschiede zur
vorherigen Problemstellung. Gleiches gilt fiir den Verlauf der Fehlerkurven in Abhéngig-
keit von der Ordnung und Anzahl von Freiheitsgraden. Anhand des Modellproblems in
Gl. (4.7) wird der Vorteil der Verwendung der GLL-Formfunktionen beziiglich der er-
reichbaren Genauigkeit in der Abb. 4.14 verdeutlicht. So ist diese bei der ED-Verteilung
der Stiitzstellen der Formfunktionen aufgrund der schlechteren Kondition der System-
matrix niedriger und der Fehler kann einen Schwellenwert trotz steigender Anzahl von
Freiheitsgraden nicht unterschreiten. Die Ergebnisse decken sich hier qualitativ mit denen
aus der Literatur [93]. Bei den GLL-Formfunktionen ergibt sich bei Ordnungen p < 10
fiir die meisten Problemstellungen kein signifikanter Zugewinn an Genauigkeit gegeniiber
der Verwendung der ED-Formfunktionen. Bei Problemstellungen jedoch, die eine inhéarent
schlechte Kondition der Systemmatrix aufweisen, fithrt das bessere numerische Verhalten

der GLL-Formfunktionen zu einer genaueren Losung.
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& F| ——o—— p=4 \\‘\. a *’\ - & il == p:8’ ED \\‘ u s
o - \\. N — o - \\\ N -4
L 1076 | --a- p=6 Nt 1 2 106 f --=- p=10, ED . 1
S - %o {1 5 L \"\,\y‘ 4
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Abbildung 4.14: (a) Fehler der Berechnung gegeniiber semi-analytischer Lésung in
Abhéngigkeit von der Ordnung p (GLL-Formfunktionen) und den Freiheitsgraden fiir eine
Wellenzahl & = 27.7m~'. (b) Vergleich des Fehlers bei Verwendung von ED- und GLL-
Formfunktionen.

4.2.2 Beispiele im Zeitbereich

Wie im Abschnitt 3.2.3 und Abschnitt 3.2.5 erldutert, kénnen sich fiir die SEM gewisse

Vorteile hinsichtlich der Effizienz der Berechnung bei Verwendung eines expliziten Zeit-
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integrationsverfahrens ergeben. Voraussetzung hierfiir ist, dass eine Berechnung der Ele-
mentmassenmatrizen mittels LOBATTO-Quadratur erfolgt. Durch die Unterintegration
entsteht zwar ein Fehler gegeniiber der exakten GAUSS-LEGENDRE-Quadratur, dieser ist

jedoch in iiblichen Problemstellungen des Ingenieurwesens vernachléssigbar.

Generell ist die Einhaltung der Stabilitdtsbedingung fiir ein explizites Zeitintegrations-
verfahren, also die Wahl eines hinreichend kleinen Zeitschritts At, zwingend notwendig,
damit die Losung nicht instabil wird und iiber alle Grenzen wéchst. Dennoch kommt es
auch bei hinreichend kleinen Zeitschritten zu Effekten der numerischen Dispersion und die
Losung wird im Zeitverlauf verschmiert. Die Wahl von Formfunktionen hoher Ordnung
in der SEM verbessert dieses Verhalten und es kann eine niedrigere Anzahl von Freiheits-
graden gewihlt werden, ohne dass die Losung verschmiert wird. In der Abb. 4.15 sind die
Ergebnisse fiir verschiedene Zeitschritte bei der Losung der 1D skalaren Wellengleichung
im Zeitbereich L 5

C—Qa—:j —Ap=0 (4.9)
mit den Rand- und Anfangsbedingungen

p(O,t) :pQ(t)a p(l,t)z(), p(I,O) :07 p(JZ,O):O

sowie einem Erregersignal

posin (wt) falls ¢t < 2T
pQ<t>—{ osin (1) . (4.10)

0 falls ¢ > 27”

dargestellt. Die Schallgeschwindigkeit betrégt ¢ = 3407 und die Erregerfrequenz betrégt
f = 1000Hz. Die numerische Losung bleibt dabei fiir hohere Ordnungen p der Formfunk-
tionen deutlich stabiler, wihrend die Losung bei der Verwendung linearer und quadrati-
scher Formfunktionen in der Standard-FEM bei der gewéhlten Anzahl von Freiheitsgraden
vollig unbrauchbar wird. Die Anzahl von Freiheitsgraden ist dabei fiir jedes p identisch, die

notwendige Zeitschrittweite muss mit steigender Ordnung jedoch etwas gesenkt werden.

Der Vorteil der SEM gegeniiber der Standard-FEM wird in der Abb. 4.16 nochmals ver-
deutlicht. Wahrend fiir p = 1 und p = 2 die Amplituden im zeitlichen Verlauf immer
kleiner werden, bleiben diese bei Verwendung der SEM weitgehend konstant. Weiterhin

sind die unphysikalischen Oszillationen auflerhalb der akustischen Welle deutlich geringer.
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Abbildung 4.15: Vergleich der Losungen im Zeitbereich fiir verschiedene Ordnungen der Form-
funktionen fiir explizites Zeitintegrationsverfahren und unterschiedliche Zeitpunkte t.
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Abbildung 4.16: Der Druckverlauf bei = 1.5m bei Berechnung mit der (a) FEM und (b)
SEM. Die blau gestrichelten Linien markieren die Zeitpunkte, zu denen die Welle jeweils den
Ort z = 1.5 passiert.

Es wird nun das 2D Problem aus Abb. 4.13, allerdings mit Vp = 0 auf I'y, betrachtet.
Die Anfangsbedingungen sind p(0) = 0 und p(0) = 0 in €. Die Schallgeschwindigkeit
im Fluid betrigt ¢ = 3407}. In der Mitte des quadratischen Gebiets wird ein Impuls der
Form von Gl. (4.10) mit einer Frequenz f = 5000Hz als Erregung verwendet. Die Abb.
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4.17 zeigt die berechnete Druckverteilung fiir einige Zeitpunkte der Berechnung.

t = 0.30ms t = 0.50ms

Abbildung 4.17: Druckverteilung fiir verschiedene Zeitpunkte.

Die numerische Integration mittels LOBATTO-Quadratur fithrt dazu, dass sich bei unge-
koppelten Problemstellungen der Losungsvektor des nichsten Zeitschritts w1 in GI.
(3.21) durch einfache Division losen ldsst, da lediglich die Hauptdiagonale der Koeffizi-
entenmatrix mit Nicht-Null-Eintragen belegt ist. Dariiber hinaus ergeben sich durch die
hohe Anzahl von Null-Eintrégen in der Systemmassenmatrix auch gewisse Effizienzvor-
teile bei der Einarbeitung der Randbedingungen, sowie bei der Berechnung des Vektors
(2M — A*K ) u® — M4V, da weniger numerische Operationen durchgefithrt werden
miissen. Ein direkter Vergleich fiir die Ordnungen p = 3 und p = 10 ist beispielhaft
in der Tab. 4.2 angegeben. Hierbei sind t;g, trys und tgp jeweils die Zeit zur Losung
des Gleichungssystems, zur Berechnung der rechten Seite des Gleichungssystems und zur

Einarbeitung der Randbedingungen.

In der Abb. 4.18 wird in Abhéngigkeit von der Anzahl an Freiheitsgraden N die Zeit zur
Losung des Gleichungssystems t;¢ unter Verwendung der GAUSS-LEGENDRE-Quadratur
und LOBATTO-Quadratur der Elementmassenmatrizen verglichen. Fiir einige Werte der
Freiheitsgrade der Berechnung wird dariiber hinaus fiir die GAUSS-LEGENDRE-Quadratur
der prozentuale Anteil von Nicht-Null-Eintrégen (englisch: Nonzero entry, NZE) angege-
ben. Da mit der LOBATTO-Quadratur nur die Hauptdiagonale der Systemmatrix belegt
ist, ergibt sich die Anzahl von Nicht-Null-Eintrdgen aus 1/N.

Tabelle 4.2: Berechnungszeiten in einem Zeitschritt fiir GAUSS-LEGENDRE-Quadratur (GL)
und LOBATTO-Quadratur (LOB).

At [s]  trs [s] trws [s| tre [s] At [s]  trs [s] trus [s] trs 8]
p=3,N=59-10° p=10,N =6.2-10*

GL 3.0-1077 0.0461  0.0007 0.026 5.0-107% 2.759 0.028 1.453

LOB 5.0-1077 0.0005 0.0004 0.002 5.0-107% 0.007 0.015 0.027
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Abbildung 4.18: Zeitdauer trg zur Losung des linearen Gleichungssystems eines ungekop-

pelten akustischen Problems bei der Verwendung von GAUSS-LEGENDRE Quadratur (GL) und
LoBATTO-Quadratur (LOB).

4.3 Elastodynamische Probleme

4.3.1 Beispiele im Frequenzbereich

Fiir die numerische Berechnung der Wellenausbreitung in einem elastischen Festkorper
werden die Ergebnisse der SEM durch einen Vergleich mit der kommerziellen Software
COMSOL Multiphysics verifiziert. Das betrachtete Modellproblem, ein fest eingespann-
tes 2D Gebiet (Werkstoff Beton, £ = 25GPA, p = 2300%7 v = 0.2) mit kreisrunden
Aussparungen im ebenen Verzerrungszustand, ist in der Abb. 4.19 dargestellt. Die Be-
stimmungsgleichungen und Randbedingungen lauten:

V-0 + pwu =0 in Q,

u=0 auf I,
4.11
u = Ho ] auf I'y, ( )
0
f =0 auf Ff

Eine zeitabhiingige Verschiebung dpe™! entspricht hierbei der dynamischen Verschiebung
up im Frequenzbereich (siehe Anhang A.1). In der Abb. 4.21b ist die Lésung im Frequenz-
bereich fiir f = 1000Hz und uy = 0.001m dargestellt. Damit keine Verwechslung mit einer
statischen Problemstellung entsteht, ist die Verschiebung als zeitabhéngige Gréfie einge-
tragen. Wahrend bei der 2D akustischen Problemstellung im Abschnitt 4.2 ein struktu-
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riertes Netz verwendet wurde, wird das Gebiet hier wegen der komplexen Geometrie un-
strukturiert vernetzt. Zur Erstellung des Netzes wird die Software COMSOL Multiphysics
verwendet, die das Gebiet in Viereckselemente zerlegt. Das Netz kann dann in die SEM
importiert werden, wobei die Koordinaten der Eckpunkte der Elemente als Masterknoten
die lineare Berandung der Elemente definieren. Innerhalb der Elemente werden dann die
inneren Slaveknoten nach der GLL-Verteilung generiert (Abb. 4.21). Eine dhnliche Vorge-
hensweise wurde in der Arbeit von SCHULTE [114] verwendet, um die SEM zur effizienten

Berechnung der Ausbreitung von LAMB-Wellen in diinnwandigen Schalen einzusetzen.

LN

r u

N

1m{ ¢

{ g
Moo f
.. Q
) e
v z
0.2m |

Abbildung 4.19: Modellproblem fiir elastische Wellenausbreitung.

Auch bei unstrukturiertem Netz und einer Problemstellung in der Elastodynamik ergibt
sich erwartungsgeméf eine exponentielle Verringerung des Fehlers bei steigender Ordnung
der Formfunktionen (siehe Abb. 4.20b). Die Anzahl der Freiheitsgrade ist nicht fiir jede
Ordnung konstant, da das gleiche Netz verwendet wird, um mogliche Einfliisse der Ver-
netzung auf den Berechnungsfehler auszuschliefen. Ebenfalls ist in Abb. 4.20a die bessere
Kondition der Systemmatrix bei der Verwendung der GLL-Elemente dargestellt.
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- 100 F T
~ 4 % : N—3832
3 // \\./_ o
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X 3 , = . —N=6616
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% ) % & \\\./_ =
g /’/ '~
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20 o N
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0 kb-—"° 10-2 N=25272 _/
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(a) Kondition

Ordnung p [-]

(b) Fehler

Abbildung 4.20: (a) Kondition der Systemmatrix bei ED- und GLL-Elementen. (b) Verlauf
des Fehlers mit der Variation von p. Die Anzahl an Freiheitsgraden N ist ebenfalls eingetragen.
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Abbildung 4.21: (a) Viereckselemente (schwarze Umrandung) mit eingefiigten Stiitzknoten
(rote Punkte) nach der GLL-Verteilung zur Erstellung eines SEM-Netzes sechster Ordnung. (b)
Verformung der Struktur unter Einwirkung einer dynamischen Verschiebung am oberen Rand
mit der Frequenz f = 1000Hz.

Berechnung der Eigenfrequenzen einer Struktur

Neben der Berechnung der Schallddmmung iiber die FSI, kann die Schallddmmung fiir ein-
fache Strukturen auch direkt {iber die dynamische Plattendifferentialgleichung bestimmt
werden. MEHRA [79] hat dazu ein Verfahren entwickelt, das das Schallddmm-Maf} fiir
einschalige homogene Bauteile mit endlichen Abmessungen und verschiedenen Randbe-
dingungen berechnen kann. Das Verfahren basiert auf der Ermittlung der Eigenschwin-
gungen einer Platte nach der KIRCHHOFF’schen Plattentheorie, welche mittels der FEM
bestimmt werden. Ein &hnlicher Weg wurde in der Arbeit von AOKI et al. [4] verwendet,
wobei hier geriffelte Paneele untersucht wurden. Um zu zeigen, dass auch bei derartigen
Verfahren die Anwendung der SEM gewisse Vorteile beziiglich der Genauigkeit der ermit-
telten Eigenfrequenzen bringen kann, werden hier beispielhaft die Eigenfrequenzen einer
3D Struktur mit der SEM ermittelt.

Werden fiir eine Struktur die d&ufleren Lasten zu Null gesetzt, ergibt sich die Eigenwert-

gleichung
(Ks —w’Mg)u=0. (4.12)

Die 7 Eigenkreisfrequenzen w; lassen sich dann aus der Bedingungsgleichung

det (Ks—w2MS) =0
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ermitteln, wobei die Anzahl der Eigenkreisfrequenzen im Allgemeinen der Anzahl der

Freiheitsgrade entspricht.

Es wird ein Hexaeder untersucht, der strukturiert vernetzt wird. Eine Flache der Struktur
ist unverschieblich gelagert, alle anderen Fléichen sind frei. In der Abb. 4.22 ist der prozen-
tuale Fehler gegeniiber einer Referenzlosung fiir die ersten hundert Eigenkreisfrequenzen
mit unterschiedlicher Ordnung der Formfunktionen dargestellt. Die Anzahl der Freiheits-
grade betrigt fiir alle Ordnungen N = 3993. Die Referenzl6sung wurde mit der kom-
merziellen Software COMSOL Multiphysics mit sehr hoher Genauigkeit (N = 3.2 x 10°)
erstellt. Der Fehler fiir die jeweilige Eigenfrequenz sinkt spektral mit steigender Ordnung
der Formfunktionen ab und liegt fiir die GLL-Strukturelemente mit der Ordnung p = 5
etwa drei GroBlenordnungen unter dem Fehler, der sich bei der Verwendung von Formfunk-
tionen mit der Ordnung p = 1 ergibt. Die Berechnungszeit erhcht sich jedoch aufgrund

der dichter besetzten Matrizen.
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Abbildung 4.22: Fehler der mittels SEM ermittelten Eigenfrequenzen gegeniiber der Refe-
renzlosung.

4.3.2 Beispiele im Zeitbereich

Betrachtet wird die in der Abb. 4.23a dargestellte mehrschichtige 2D Struktur mit kreisfor-
migen Aussparungen im ebenen Verzerrungszustand. Das Problem wird beschrieben durch
Gl. (2.24) und den Randbedingungen in Gl. (4.11), jedoch wird auf I',, eine harmonische
Verschiebung w (t) = [ug 0]” sin (wt) vorgegeben. Die Anfangsbedingungen sind u (0) = 0
und % (0) = 0 in . In den Abb. 4.23b und 4.23c sind die unstrukturierte Vernetzung und
das Verschiebungsfeld fiir einige Zeitpunkte dargestellt. Die durch die Schichtung beding-
ten unterschiedlichen Charakteristiken der Wellenausbreitung in den einzelnen Materialien
werden hier anschaulich dargestellt [96]. Derartige Problemstellungen und auch Proble-
me der Innenraumakustik lassen sich mit der SEM unter Verwendung einer expliziten

Zeitintegration besonders effizient berechnen. Wihrend die Grofle der Gleichungssysteme
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in der Standard-FEM durch den verfiigharen Arbeitsspeicher begrenzt ist, kénnen in der
SEM Probleme mit einer deutlich hoheren Anzahl an Freiheitsgraden effizient berechnet
werden. Wie bereits erldutert ist das Stabilitdtskriterium bei der Wahl eines expliziten
Zeitintegrationsschemas unbedingt einzuhalten. Hieraus ergibt sich dann eine wesentlich
grofere Anzahl von Zeitschritten als bei einem impliziten Verfahren. In der Arbeit von
HENNINGS et al. [55] wurde fiir die untersuchte Problemstellung der Wellenausbreitung
in dilnnwandigen Strukturen angegeben, dass die Wahl des expliziten Verfahrens dennoch
nur etwa lediglich die Hélfte der Berechnungszeit eines impliziten Verfahrens benétigt.
SCHULTE [114] vergleicht die Berechnungszeit bei unterschiedlicher Wahl der Ordnung
der Formfunktionen. Da sich bei hoher Ordnung die Knoten an den Réndern konzentrie-
ren und die notwendige Zeitschrittweite daher stark absinkt, soll nach der Darstellung
des Autors die Ordnung p = 10 nicht iiberschritten werden. Im Allgemeinen wird eine
Ordnung von p < 6 empfohlen.

yA .
- 0.325m
A ; H; . .
\ ;/7 !
; : t=0.5ms  t=0.75ms t=1.0ms
! 7B i
i : _
%7+ E =5GPa 0.0015
; i p, =1200%
1 m| Rl

0.0000

(a) Geometrie (b) Netz (c) Zeitpunkte

Abbildung 4.23: Geometrie, Vernetzung (beispielhaft fiir p = 3) und Verschiebungsfeld
Vu? + v? fiir verschiedene Zeitpunkte (up = 0.001m, f = 2000Hz).

4.4 Fluid—Struktur—Interaktionsprobleme

4.4.1 Beispiele im Frequenzbereich

Nachfolgend werden die generellen Vorteile beziiglich der Genauigkeit und Effizienz der
SEM fiir Problemstellungen der FSI erlautert. Da analytische Losungen fiir FSI-Probleme
in der Bauakustik im Allgemeinen nicht existieren, wird die SEM durch die mit COMSOL

Multiphysics erstellten Referenzlosungen verifiziert.

Es wird ein 2D FSI-Problem (siche Abb. 4.24) betrachtet, welches durch die folgenden
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Gleichungen beschrieben wird:

o2
PO 4 Kp(a) = Q w0,
Vie+ f = —pw’u  in Qg,
(4.13)
usn]FS’F = an‘Fs,F
und
t=—png =pnr auf I'gp.

Zwei Fluidbereiche (links der Senderaum, Index L, und rechts der Empfangsraum, Index
R), auf deren Réndern I'; die Impedanzrandbedingung vorgegeben ist, werden durch eine
Struktur voneinander getrennt. Im linken Bereich befindet sich eine Monopolquelle .
Die elastische Struktur iibertrigt die Schallwelle in den rechten Fluidbereich und es stellt
sich im stationdren Zustand ein frequenzabhéngiges Schalldruckfeld in beiden Bereichen
ein. Die Struktur befindet sich im ebenen Verzerrungszustand und die Verschiebungen
auf I'g sind zu Null gesetzt. Fiir die elastische Struktur ergibt sich das dynamische fre-
quenzabhéngige Verschiebungsfeld als Losung des gekoppelten FSI-Problems. Die SEM-
Berechnung wird mit einem strukturierten Netz vorgenommen (Abb. 4.25b). Das Fluid ist
Luft (¢ = 3407, p = 1.21%) und die Struktur besteht aus dem Werkstoff Beton und hat
eine Dicke von d = 0.2m. Der Sende- und Empfangsraum haben jeweils die Abmessungen
L,=L,~15m.

Senderaum Empfangsraum
o Bessrssrrsssasrssnsesses e for-Fr P
\FI FSF<\/‘P F[ —
f
L,
X
| §or @ Q| 1y Qp i
| J 4. L, |

A
y
y
Y
y
Y

Abbildung 4.24: FSI-Problem.

In der Abb. 4.25a ist der Unterschied in der Kondition der Systemmatrizen unter der Ver-
wendung von ED- und GLL-Elementen bis zur Ordnung p = 18 dargestellt. Derart hohe
Ordnung fiithrt bei der GLL-Verteilung zwar noch nicht zu einer schlecht konditionierten
Systemmatrix, der Fehler sinkt aber nur noch schwach ab (vgl. dazu auch Abb. 4.1). Der
Aufwand der Berechnung der Elementmatrizen sowie der Riickrechnung ist zu hoch, so
dass der geringe Zuwachs an Genauigkeit iiberkompensiert wird. Zwar ist die Berechnung
der Systemmatrizen auf einem strukturierten Netz auch fiir hohe Ordnungen effizienter,

allerdings wird der Aufwand der Berechnung bzw. Speicherung der Formfunktionen nicht
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durch den leicht reduzierten Fehler gerechtfertigt (Abb. 4.26). Aufierdem ist zu beachten,
dass die Zeit zur Losung des linearen Gleichungssystems mit der Ordnung der Form-
funktionen zunimmt. Fiir strukturierte Netze fithrt die giinstige Knotennummerierung
der entwickelten SEM zu einer schmalen Bandbreite der einzelnen Systemmatrizen. Dies
bewirkt eine reduzierte Berechnungsdauer des linearen Gleichungssystems. Beim CHO-

LESKY-Verfahren lésst sich bspw. der Einfluss der Bandbreite b auf die Berechnungsdauer

Trs folgendermaflen angeben:
Trs ~ 1/2Nb* (1 — (2b)/3n)

mit der Anzahl der Freiheitsgrade N [124].
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Abbildung 4.25: (a) Vergleich der Konditionszahlen fiir ED- und GLL-Nodalbasis fiir
f =1600Hz. (b) Strukturierte Vernetzung fiir p = 3 und GLL-Elemente.
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Abbildung 4.26: Fehler fiir Sende- und Empfangsraum fiir f = 1600Hz mit der Variation von
p und konstanter Anzahl von etwa N =~ 20000 Freiheitsgraden.

In der Abb. 4.27a ist der Bedarf an Hauptspeicher angegeben, der zur Losung des linea-
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ren Gleichungssystems unter der Verwendung des direkten PARDISO-Losers benotigt wird.
Weiterhin ist in der Abb. 4.27b auch der prozentuale Anteil der Nicht-Null-Eintridge NZFE
der Systemmatrix ersichtlich, was unabhéngig von der PC-Konfiguration einen Hinweis
auf die Berechnungsdauer des linearen Gleichungssystems gibt. Bei der Beurteilung des
Hauptspeicherbedarfs muss allerdings beachtet werden, dass die Genauigkeit bei der glei-
chen Anzahl von Freiheitsgraden bei der Verwendung héherer Formfunktionen wesentlich
hoher ist. Es wird also bei gleicher Genauigkeit weniger Hauptspeicher bei der Verwendung
von Formfunktionen hoher Ordnung benétigt als bei der Verwendung von Formfunktionen

niedriger Ordnung.
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Abbildung 4.27: (a) Hauptspeicherbedarf (RAM-Bedarf) in Megabyte (MB) zur Losung des
linearen Gleichungssystems. (b) Nicht-Null-Eintrége (NZE) der Systemmatrix.

In der Abb. 4.28 sind die Fehlerkurven der SEM-Berechnung in Abhéngigkeit von der An-
zahl der Freiheitsgrade und der Ordnung der Formfunktionen fiir die Frequenzen 500Hz,
1500Hz und 3500Hz dargestellt. Die linke Seite der Abbildung gibt hierbei den Fehler
des linken Raums gegeniiber einer Referenzlosung an, die rechte Seite der Abbildung den
Fehler des rechten Raums. Die Referenzlésung wurde mit der SEM mit einer sehr hohen
Genauigkeit ermittelt. Die Korrektheit der Referenzlosung wurde auflerdem mit COMSOL
Multiphysics {iberpriift. Fiir den Verlauf der Fehlerkurven ergibt sich ein qualitativ
dhnliches Bild wie in den vorangegangenen Abschnitten. Der Fehler sinkt prinzipiell trotz
der gleichen Anzahl von Freiheitsgraden spektral mit steigender Ordnung der verwende-
ten Formfunktionen ab (vgl. Abb. 4.10). Jedoch fiihrt die Unterschreitung einer gewissen
frequenzabhéngigen Fehlerschranke fiir alle Ordnungen zu einem Verlust an Genauigkeits-
steigerung bei der Zunahme der Anzahl von Freiheitsgraden, erkennbar an der verénderten
Steigung der Fehlerkurve. Der Fehler nimmt insbesondere bei hoher Frequenz im rechten
Raum bedeutend zu. Tendenziell ist die relative Zunahme des Fehlers ausgepréagter bei
hoher Frequenz und hoher Ordnung der Formfunktionen. Fiir eine Fehlerschranke von
g9 ~ 0.5% ist der Fehler fiir die Ordnung p = 6 im rechten Raum etwa 600 mal hoher,
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aber fiir p = 2 hingegen nur 20 mal hoher. Allerdings sind fiir den Fall p = 2 fiir die
gleiche Fehlerschranke auch etwa zehn mal mehr Freiheitsgrade notwendig. Da bei dem
gleichen Fehler bei Verwendung einer hoheren Ordnung die Anzahl an Kopplungspunk-
ten pro Wellenldnge abnimmt, kénnte die verwendete Methode der direkten Kopplung
von Fluidgebiet und Strukturgebiet dieses Verhalten begriinden. Da der Fehler dennoch
ausreichend niedrig ist, werden andere alternative Kopplungsmethoden im Rahmen dieser
Arbeit nicht weiter untersucht. Fiir die Bestimmung des Schalldamm-Mafes ist der Fehler
fiir den rechten Raum relevant. Fiir die, in der Abb. 4.28 dargestellte, hochste Frequenz
von f = 3500Hz ist die Verwendung von Formfunktionen hoher Ordnung zur Begrenzung
der notwendigen Freiheitsgrade sinnvoll, um eine Fehlerschranke von €5 = 1.0% einzuhal-
ten. Es muss jedoch an der Stelle festgehalten werden, dass sich der Fehler auf die jeweilige
Schalldruckverteilung der gegebenen Frequenz bezieht und der Fehler des Schalldiamm-
MaBes R, bedingt durch die Mittelung, sowohl fiir die jeweilige Frequenz, als auch fiir den

in Terzen gemittelten Frequenzverlauf unter Umstinden bedeutend niedriger sein kann.

Der grofiere Teil der Berechnungszeit bei der Bestimmung des Schalldamm-Mafles einer
Struktur entféllt auf die Losung der linearen Gleichungssysteme fiir die einzelnen Frequen-
zen. Die angegebenen Zeiten wurden auf einer Workstation mit Dual Intel Xeon E5-2637
CPUs und 64 GB Hauptspeicher gemessen. Sie beziehen sich auf die Losungszeit des li-
nearen Gleichungssystems einer einzelnen Frequenz, welche unter der Verwendung des
direkten Losers PARDISO parallel auf allen acht Kernen der CPUs berechnet wird.

Zur Minimierung der Berechnungszeit des linearen Gleichungssystems ist zum Erreichen
einer hohen Genauigkeit eine hohe Ordnung der Formfunktionen zu wéhlen, wobei die
Effizienzvorteile mit der Frequenz, und damit der Anzahl von Freiheitsgraden, zuneh-
men. Dies liegt vermutlich unter anderem daran, dass die Verwendung hoherer Grade der
Formfunktionen die numerische Dispersion begrenzt [49]. Die Berechnungszeiten skalie-
ren nidherungsweise mit k%, wie es in 2D Problemstellungen zu erwarten ist [72]. In der
Abb. 4.29 ist ersichtlich, dass fiir die Frequenzen f = 1500Hz und f = 3500Hz die opti-
male Ordnung bei p = 10 liegt. Die Unterschiede in der Berechnungszeit gegeniiber den
Ordnungen p = 6 und p = 8 sind augenscheinlich relativ gering. Es ist dabei jedoch die
logarithmische Skalierung der Abszisse zu beachten. Fiir einen Fehler von 5 = 0.2% bei
der Frequenz f = 3500Hz betrigt bspw. die Berechnungszeit 7.43s fiir p = 6 und 5.73s
fiir p = 10. Fiir niedrige Genauigkeit und niedrige Frequenzen ist die Verwendung von
Formfunktionen mittlerer Ordnung effizient. Die Berechnungszeit der FEM mit linearen
und quadratischen Formfunktionen ist auch bei relativ hoher Fehlerschranke generell weit
hoher als bei der SEM. Auflerdem ist die Anzahl der notwendigen Freiheitsgrade unter
Umsténden so hoch, dass der Hauptspeicher nicht ausreicht, um die Berechnung effizient

durchfithren zu konnen.
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Abbildung 4.28: Fehler des Druckfeldes des FSI-Problems in Abhéngigkeit von den Freiheits-

graden.
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Abbildung 4.29: Berechnungszeit des Druckfeldes des FSI-Problems in Abhéngigkeit des Feh-
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Vergleich mit der kommerziellen Software COMSOL Multiphysics
In den Abb. 4.30 und 4.31 werden der Realteil und der Imaginérteil des Schalldruckfel-
des in den Fluidbereichen sowie das Verschiebungsfeld der elastischen Struktur fiir eine
Erregerfrequenz von f = 1000Hz dargestellt. Die Réander der Fluidbereiche haben einen
Reflexionskoeffizient von r = 0.95, welcher durch die Impedanzrandbedingung Gl. (2.8)
mit Z, ~ 16000 fiir Luft festgelegt wird. Der relative Fehler ist definiert als

Ap = 100 x PSEM — PCOMSOL ’

PcoMSOL

wobei pcomsor, eine mit COMSOL Multiphysics erstellte Referenzlosung ist. Die mittleren
Fehler liegen sowohl fiir den Real- als auch fiir den Imaginérteil bei unter 0.005% fiir den
Senderaum und 0.05% fiir den Empfangsraum (Abb. 4.32 und 4.33). Die grofiten Fehler
befinden sich bei den Nulldurchgéingen und werden bei feinerer Diskretisierung kleiner. Ist
statt der Impedanzrandbedingung ein schallharter Rand vorgegeben, sind lediglich sehr
kleine Fehler, ab etwa der achten signifikanten Stelle, feststellbar. Fiir praktische Belange

sind die beiden numerischen Losungen fiir eine hinreichend feine Diskretisierung identisch.
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Abbildung 4.30: Realteil des Schalldruckfeldes.
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Abbildung 4.31: Imaginérteil des Schalldruckfeldes.
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Abbildung 4.32: Fehler des Realteils des Druckfeldes.
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Abbildung 4.33: Fehler des Imaginérteils des Druckfeldes.

3D FSI-Problem

Die Anzahl der Freiheitsgrade wichst im 2D Fall quadratisch und im 3D Fall kubisch
mit den Abmessungen. Die Anwendung der SEM ist daher insbesondere fiir 3D FSI-
Problemstellungen sehr effizient, da die Anzahl der notwendigen Freiheitsgrade pro Wel-

lenlénge wesentlich niedriger als in der Standard-FEM ist.

Im folgenden 3D Modellproblem (siche Abb. 4.34) soll dies demonstriert werden. Die
Problemstellung ist durch die folgenden Gleichungen definiert:

82
% + kQP(CU) = QF n QF,
Vi + f=—piu in Qg,
(4.14)
usn|p, = urnlp
und
t= —pNngsg = pngp auf FS,F'

Die Wand ist fest gelagert mit w = 0 auf ['g, als Schallquelle wird jedoch statt einer

Monopolquelle ein dynamischer Druck p = py auf I'g vorgegeben. Vereinfacht werden die
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Laborwénde als schallhart mit n - Vp = 0 auf I'g angenommen.

Ty Ty I
A ‘/
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! Tsr
& Q Q
) . F F
& z
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DR

Abbildung 4.34: Problemstellung in 3D.

Die Léngen der Fluidgebiete betragen in dieser Untersuchung L, = L, = L, = 1m. Die
Abmessungen sind so gewihlt, dass die Anzahl der Freiheitsgrade, und damit die Berech-
nungsdauer, auch fiir lineare und quadratische Formfunktionen nicht iiberméflig hoch ist.
Die Referenzlosung wurde mit sehr hoher Genauigkeit erstellt. Auf eine detaillierte Unter-
suchung des Fehlers wird an dieser Stelle verzichtet. Aus der Abb. 4.35 geht hervor, dass
die Abweichungen fiir die betrachteten Ordnungen der Formfunktion vergleichbar sind.
Dargestellt ist dabei der Druckverlauf iiber die z-Achse fiir y = z = 0.5m. Die Tab. 4.3
gibt die Anzahl der dazu notwendigen Freiheitsgrade an. Gegeniiber der Verwendung von
linearen Formfunktionen ist bei p = 8 selbst bei einem relativ hohen Fehler nur ein Zehntel
der Freiheitsgrade notwendig. Fiir eine niedrigere Fehlerschranke ist der Effizienzvorteil
noch wesentlich hoher (vgl. auch mit Abb. 4.1).

Tabelle 4.3: Freiheitsgrade fiir 3D FSI-Problem.

Ordnung p 1 2 4 6 8
Freiheitsgrade N 2.8 x 10° 6.8 x 10* 4.1 x 10* 2.1 x 10* 1.8 x 10*

0.005
=)
=)
IS8
7;’ -0.005 Ref. ——+- p=4
a e p=l e p=6 P
SELXELS p:2 ——e—= p:8
-0.015
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
Achsposition [m] Achsposition [m]
(a) Senderaum (b) Empfangsraum

Abbildung 4.35: Druckverlauf iiber die z-Achse fiir den Sende- und den Empfangsraum. Die
Referenzlosung (Ref.) hat eine hohe Genauigkeit.
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In der DIN EN ISO 10140 werden die Richtlinien zur Durchfiihrung experimenteller Mes-
sungen des Schallddmm-MaSBes einer Struktur angegeben [38]. Demnach soll das Volumen
von Sende- und Empfangsraum jeweils ca. V' = 50m? betragen. Eine numerische Um-
setzung der Richtlinien fiihrt bei der Verwendung der Standard-FEM, insbesondere bei
hohen Frequenzen, zu einer sehr hohen Anzahl von Freiheitsgraden und damit einem
hohen Berechnungsaufwand. Die Verwendung von Formfunktionen héherer Ordnung im
Rahmen der SEM fiihrt hier zu einer Steigerung der Berechnungseffizienz und erméglicht
unter Umstédnden die Berechnung auch auf iiblichen Workstations. Weiterhin ist auch der

Speicherplatzbedarf der Losung wesentlich geringer.

Im Folgenden werden fiir den Sende- und Empfangsraum die Abmessungen L, = 4m,
L, =5m und L, = 2.5m angenommen. Die Winde sind als schallhart idealisiert und die
Wand besteht aus Beton der Dicke 0.1m. Fiir eine Erregerfrequenz von 3150Hz, Form-
funktionen der Ordnung p = 5 und eine untere Grenze von etwa vier Knoten pro Wel-
lenlinge ergeben sich N = 7.9 x 10° Freiheitsgrade. Ein Vergleich der Berechnungsdauer
fiir unterschiedliche Ordnungen p kann nicht angegeben werden, da die Berechnungen
unter der Verwendung von Formfunktionen niedrigerer Ordnung aufgrund des zu gerin-
gen verfiigbaren Arbeitsspeichers der verwendeten Workstation nicht durchgefiihrt werden

konnen.

In der Abb. 4.36 wird die Schalldruckverteilung in der x-y-Ebene fiir z = 0.625m bei einer
Frequenz f = 3150Hz gezeigt.

Empfangsraum

60.0 3.0

P, [Pa] Py [Pa]

—-60.0 -3.0

0 2 4 41 6.1 8.1

Abbildung 4.36: Verteilung des Schalldrucks fiir die Ebene bei z = 0.625m.

Effizienzvorteile der SEM in der Berechnung

Bei einer numerischen Ermittlung der Schalldémmung einer Wand durch die SEM muss
das Druckfeld im Sende- und Empfangsraum fiir eine hohe Anzahl an unterschiedlichen

Frequenzen berechnet werden. Da in der Abb. 4.29 lediglich die Zeit zur Losung des linea-

Seite 90



Validierungsbeispiele fiir die SEM

ren Gleichungssystems angegeben ist, wird an dieser Stelle noch gezeigt, welche weiteren
Effizienzvorteile sich durch den Einsatz der SEM bei der Berechnung einzelner Frequenzen

und des gesamten Frequenzspektrums ergeben.

Wie bereits im Abschnitt 3.2.2 gezeigt, werden Formfunktionen verwendet, die unter-
schiedliche Ordnungen in die jeweiligen Raumrichtungen besitzen. Diese Elemente werden
zur Berechnung diinner Schichten der Wandstruktur eingesetzt und haben die Ordnung
p, in Léngsrichtung und p; in Normalenrichtung der Schicht (vgl. Abb. 3.9). Konkret
werden die folgenden py x pi-Elemente verwendet: 6 x 3, 8 x 4 und 10 x 5. Auf niedrigere
Ordnungen von p; wird verzichtet, da die spektralen Konvergenzeigenschaften der SEM
sonst nicht mehr zum Tragen kommen. Die Erhéhung der Effizienz bei der Verwendung
beruht auf der geringeren Anzahl an Freiheitsgraden. Bei der Berechnung von Wénden
mit einer hohen Anzahl an diinnen Schichten, wie bspw. die periodischen Wandstruktu-
ren im Abschnitt 6.1.3, fiihrt die Verwendung der p, x py-Elemente zu einer deutlichen
Reduktion der Berechnungszeit von einzelnen Frequenzen und auch des Frequenzspek-
trums. Tendenziell ist die Effizienzsteigerung bei der Verwendung héherer Ordnungen
(10 x 5) grofler als bei niedriger Ordnung (6 x 3). Die Auswirkungen auf den ly-Fehler
gegeniiber einer hochgenauen Referenzberechnung sind, zumindest fiir die Fehlerschran-
ken g5 > 0.001%, sehr gering und haben keine praktische Relevanz. Die Verwendung der
Py X pr-Elemente verkleinert im Ubrigen auch die Konditionszahl der Systemmatrix des

linearen Gleichungssystems.

Die im Abschnitt 3.2.3 beschriebene LOBATTO-Quadratur zur Berechnung der Element-
massenmatrizen kann auch im Frequenzbereich verwendet werden, um die Effizienz der
Berechnung zu erhohen. Dies ist darin begriindet, dass bei der Assemblierung der System-
massenmatrix weniger Rechenoperationen bendétigt werden, da die diagonalen Element-
massenmatrizen deutlich weniger Nicht-Null-Eintrage enthalten. Die Assemblierung der
Systemmassenmatrix ist fiir einen Berechnungsdurchlauf nur einmal pro Terz notwendig.
Weiterhin ist jedoch auch die Anzahl der notwendigen Operationen zur Berechnung der
Systemmatrix K —w?M fiir jede Frequenz niedriger, da zur Berechnung der Systemmatrix

des Gleichungssystems

Kp —w’Mp —ppw’HY 0 Py @
H, Kg—w’Mg —-H, u | =| F
0 pplw2Hg KF2 _WZMFQ o Q2

weit weniger Elemente der Massenmatrizen M p,, Mg, und Mg mit w? multipliziert
werden miissen und die hohe Anzahl der Null-Eintrége nicht beachtet wird. Der sich durch
die Unterintegration ergebende Fehler ist, zumindest fiir die Fehlerschranken g5 > 0.001%,

so gering, dass er praktisch keine Auswirkung auf die numerische Lésung hat.
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Die Effizienzvorteile, die sich aus der Verwendung der p, X pi-Elemente und der Lo-
BATTO-Quadratur ergeben, werden an einem praktischen 2D Beispiel demonstriert. Es
wird dazu eine monolithische diinne Wand der Dicke 10mm untersucht und die Grofle
von Sende- und Empfangsraum betrigt jeweils A ~ 10m?. Der Aufbau entspricht der
Abb. 4.24. Innerhalb des Frequenzspektrums von 90Hz bis 3550Hz werden insgesamt 688
Durchléufe ausgefiihrt, in denen das Druckfeld in den beiden Rdumen bei der jeweiligen
Frequenz ermittelt wird. Um die Berechnungszeit zu minimieren wird bei einer Frequenz
von f = 90Hz ein grobes Netz verwendet und dann nach jeweils 43 Frequenzen eine Netz-
verfeinerung durchgefiihrt. Fiir jedes Netz wird die maximale Elementgréfie abhéngig von
einer vorgegebenen Fehlerschranke e, durch den a priori Fehlerschitzer aus dem Ab-
schnitt 4.1 ermittelt. Die benutzte Rechnerkonfiguration verwendet eine Intel i7-7700K
CPU mit 32Gb Arbeitsspeicher. Nachfolgend ist in Abb. 4.37 ein Vergleich der Dauer der
gesamten Berechnung fiir unterschiedliche Fehlerschranken bei Variation der Ordnung der

Formfunktionen dargestellt.

Auch ein Vergleich mit der FEM-Software COMSOL Multiphysics wird durchgefiihrt, wo-
bei hier die gleiche Ordnung der Formfunktionen verwendet wird und die Anzahl der
Freiheitsgrade anniéhernd identisch zur SEM-Berechnung ist. Zur Losung des linearen
Gleichungssystems wird fiir die SEM und COMSOL Multiphysics der PARDISO-Solver ver-
wendet, so dass die Effizienz der Berechnung direkt vergleichbar ist. Eine Verwendung von
Formfunktionen grofler als p = 5 sowie der GLL-Elemente ist in COMSOL Multiphysics
(Version 5.1) nicht moglich.

Ein Optimum stellt sich bei der Berechnung mittels der SEM mit der Ordnung p = 4 fiir
eine hohe Fehlerschranke und p = 10 fiir eine niedrige Fehlerschranke sowie hohe Frequen-
zen ein. Die dazwischenliegenden Ordnungen sind zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit
nicht dargestellt, sind in allen Féllen jedoch nicht optimal. Fiir den Fall ,SEM* in der
Abb. 4.37 werden keine p, x p; Elemente verwendet und die Elemente werden durch
GAUSS-LEGENDRE Quadratur berechnet. Fiir den Fall ,SEM, optimiert” werden p, X p,
Elemente verwendet und die Elementmassenmatrizen werden durch LOBATTO-Quadratur
berechnet. Fiir hthere Frequenzen, und damit Anzahl der Freiheitsgrade, sowie niedrigere
Fehlerschranken sind die Vorteile der entwickelten SEM noch deutlicher.
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Abbildung 4.37: Vergleich der Berechnungsdauer mittels SEM und COMSOL Multiphysics
(Man beachte die Ordinate fiir €2 = 0.1% und p = 2).

4.4.2 Beispiele im Zeitbereich

Betrachtet wird nun ein FSI-Problem im Zeitbereich. Die Problemstellung (siehe Abb.
4.24) wird durch die folgenden Bestimmungsgleichungen mit den dazugehorigen Randbe-
dingungen beschrieben:

2
J g;ﬁ” —Vp (1) = aaif in Qp,
Vies+f= pS82u5 in g,
or? (4.15)
usnlp, . = upnfp
und
t=—png =pnr auf I'gp.

Als weitere Randbedingungen sind die feste Lagerung w = 0 auf 'y und der schallharte
Rand n - Vp = 0 auf I'; vorgegeben. Die Anfangsbedingungen der Problemstellung sind
p(0) =0und p(0) = 0 fur die Fluidbereiche sowie u (0) = 0 und @ (0) = 0 fiir den Struk-
turbereich. Als Schallquelle @ wird ein Impuls nach Gl. (4.10) verwendet. Zur Berechnung
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wird das explizite Zeitintegrationsverfahren aus dem Abschnitt 3.2.5 verwendet.

Das lineare Gleichungssystem der Problemstellung lautet im Zeitbereich

My, —pocgHY 0 D1 Kp 0 0 P Q
0 Mg 0 w |+| —Hy Kg —H, u | =\ F
0 pocdHY  Mp, Do 0 0 Kg j 2 Q
Systemmassenmatrix h Systemsteifigkeitsmatrix 3
(4.16)

Im Gegensatz zu den ungekoppelten Problemstellungen der Abschnitte 4.2.2 und 4.3.2 ist
die Systemmassenmatrix bei der Verwendung der LOBATTO-Quadratur nun nicht mehr
nur diagonal belegt, da nun auch die Eintrige der Kopplungsmatrizen —poc2HT und
poc2H3 vorkommen (siche Abb. 4.38). Da die Systemmassenmatrix jedoch sehr diinn
belegt ist, ist die Effizienz der Losung des linearen Gleichungssystems gegeniiber der
Quadratur nach GAUSS-LEGENDRE stark erhoht.

GL LOB

Abbildung 4.38: Aufbau der Systemmassenmatrix bei 2D FSI-Problem. Die GLL-
Elementmassenmatrizen werden jeweils mit GAUSS-LEGENDRE-Quadratur (GL) und LOBAT-
TO-Quadratur (LOB) berechnet.

Zur Losung wird das explizite Zeitintegrationsschema nach Gl. (3.21) verwendet. Das
Druckfeld im Sende- und Empfangsraum (L, = L, = 2m) fiir verschiedene Zeitpunk-
te wird in der Abb. 4.40 gezeigt. In der Abb. 4.39 ist die Berechnungszeit des linea-
ren Gleichungssystems mit dem PARDISO-Solver bei Verwendung der GAUSS-LEGENDRE-
Quadratur und LoBATTO-Quadratur dargestellt. Es ist eine deutliche Reduktion der Be-
rechnungszeit ersichtlich, falls die Massenmatrizen durch LOBATTO-Quadratur ermittelt
werden. Auflerdem ist ersichtlich, dass die Zeitdauer zur Losung des Gleichungssystems
fiir die Ordnungen p = 5 und p = 10 (LOBATTO-Quadratur) nahezu identisch ist, da sich
die Anzahl der Nicht-Null-Eintrége der Systemmatrix fiir unterschiedliche Ordnungen der
Formfunktionen kaum unterscheidet. Es soll aufgrund der abnehmenden Zeitschrittweite

allerdings maximal eine Ordnung von p = 10 gewihlt werden [114].
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Auch hierbei ergeben sich gewisse Effizienzvorteile in der Einarbeitung der Randbedin-
gungen und Berechnung der rechten Seite des Gleichungssystems. Insbesondere fiir eine
grofle Anzahl von Freiheitsgraden zeigen sich, wie auch bei ungekoppelten akustischen
Problemen, deutliche Vorteile in der Berechnungseffizienz.

Die Berechnung der Inversen der Massenmatrix des gekoppelten Systems ist aufgrund
der diagonalen Massenmatrizen der Struktur Mg und des Fluids Mg relativ einfach.
Obwohl die Losung eines linearen Gleichungssystems unter der Verwendung der Inversen
der Systemmatrix aufgrund der starken Verschlechterung der Konditionszahl und dem
Aufwand zur Berechnung der Inversen in der Regel nicht sinnvoll ist, kann dies unter
der Verwendung der SEM sinnvoll sein [83]. Es miissen dann zur Losung des linearen
Gleichungssystems in jedem Zeitschritt lediglich Matrizen-Vektor-Multiplikationen aus-
gefithrt werden. Bei der vorliegenden Problemstellung hat sich die Losung des linearen
Gleichungssystems unter der Verwendung des PARDISO-Losers jedoch als zeiteffizienter
erwiesen, da die Anzahl der Nicht-Null-Eintrége sehr gering ist.

L
| e
20 R e s el ]
95} 10 f ______ P e . :
S R R I s /,/’/””
“ = T -
6 T ,,,.——,,,, L |
j : — e
2 I —”;;—‘?.‘r’“
g 10_2 _l»-,,, B R _
g . ,,_,__,__:_—/l/ |
§ _,,,_',;_,—_—:_I;__
: "”_T.’..’.’._’:.’._’ ........
o B L7 p=5 ——a-- LOB7 p=5 =
e GL, p=10 e LOB, p=10
1074 -
103 104 )

Freiheitsgrade N [-]

Abbildung 4.39: Zeitdauer trg zur Losung des linearen Gleichungssystems eines 2D FSI-

Problems bei der Verwendung von GAUSS-LEGENDRE Quadratur (GL) und LOBATTO-Quadratur
(LOB).
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Senderaum: Empfangsraum:

1.4ms

L7~
| LT
.’.0. : .
T (. 15
TTRGELS

7

3.9ms

7.2ms

Abbildung 4.40: Akustische Wellenausbreitung in Sende- und Empfangsraum fiir f = 1000Hz.
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4.5 Wairmeleitungsprobleme

4.5.1 Stationdre Wirmeleitungsprobleme

Da in dieser Arbeit die Warmedammungseigenschaften einer Wandstruktur ein Optimie-
rungsziel im Rahmen der multikriteriellen Optimierung darstellen, wird die Anwendung
der SEM auch in diesem Bereich gezeigt. Sowohl die stationére als auch die instationére
Losung eines Wirmeleitungsproblems nach Gl. (2.32) und GI. (2.33) kann generell unter
der Verwendung relativ grober Vernetzung durch Formfunktionen niedriger Ordnung gut
interpoliert werden. Da die Losung bei praktischen Problemstellungen in der Regel kei-
ne Oszillationen, wie diese in akustischen und elastischen Wellengleichungen vorkommen,

aufweist, ist der Fehler auch bei der Verwendung linearer Formfunktionen sehr gering.

Dennoch wird in Abb. 4.41a kurz das Konvergenzverhalten bei der numerischen Losung
der stationdren Wérmeleitungsgleichung (2.33) mit @ = 0 angegeben. Als Randbedingun-
gen fiir den unteren und oberen Rand werden die vorgegebenen Temperaturen I';, = 293K
und I', = 273K aufgebracht. Fiir die Rander I'y gilt VI = 0. Es wird dabei fiir die in
Abb. 4.41b dargestellte Vernetzung der Grad der Formfunktionen p erhcht. Es zeigt sich
auch hier eine schnelle Konvergenz der numerischen Losung. Die Referenzlosung wurde

hierbei wiederum mit hoher Genauigkeit mittels COMSOL Multiphysics erstellt.

1073 P 1
|| \\
S
& ] w ’
o “e.
D -——
< -5 L . 4
% 10 e
e T
- .
1077
1 3 5 7

Ordnung p [-]

(a) (b)

Abbildung 4.41: (a) Fehler der SEM-Losung in Abhéingigkeit von der Ordnung p. (b) Geo-
metrie und Temperaturfeld.

4.5.2 Transiente Wirmeleitungsprobleme

Betrachtet wird nun die Losung der transienten Wérmeleitungsgleichung (2.32) in ei-
nem dreischichtigen Paneel mit den Randbedingungen V7' = 0 auf I'y und den in Abb.

4.42a dargestellten vorgegebenen festen Temperaturen 7; und 7, an den Réndern des
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Paneels. Als Anfangsbedingung wird in allen Gebieten 2, 25 und €23 die Temperatur
T (t =0) = 293K vorgegeben. In der Abb. 4.42b sind die berechneten Temperaturfelder

zu verschiedenen Zeitpunkten bis zum stationédren Zustand dargestellt.

Y
T2k \Ff | T;:filgo W  t=025h  1=275h  t-o
/ ]qlz 0.5%{(m “ 293
¢, = 1000
py= 25005
5 7, ¢a— 800 =
L ——p= 800
_____ k=031
N o , €pa= 200055 273

(a) Geometrie (b) Zeitpunkte

Abbildung 4.42: Geometrie und Temperaturverteilung zu verschiedenen Zeiten fiir ein 2D
Waérmeleitungsproblem mit vorgegebenen Temperaturen am linken und rechten Rand. Die Zeit-
schritte sind in Stunden (h) angegeben, der stationére Zustand ist ¢t = oc.

Die Anwendung der SEM bietet bei der Verwendung eines expliziten Zeitintegrations-
verfahrens prinzipiell die gleichen Vorteile (bspw. die diagonale Massenmatrix), wie in
Problemstellungen der Akustik und Elastodynamik, daher wird hierauf nicht weiter einge-
gangen. Von praktischer Relevanz sind die Materialkonstante der Wéarmespeicherkapazitét
bei konstantem Druck ¢, und die Dichte p des Materials, welche die Zeitdauer bis zum
Erreichen des stationdren Zustands beeinflussen. Je grofler die beiden Werte (oft auch
als thermische Masse bezeichnet) sind, desto mehr Wérmeenergie wird in der Struktur
gespeichert und umso ldnger betriagt die Dauer bis ein stationédrer Zustand erreicht wird.
Weiterhin wird die Struktur in diesem Fall weniger stark von Temperaturschwankungen
gestort. Dies ist bspw. im Bereich der Wiarmeddmmung von Auflenwénden relevant, da
bei groflerer thermischer Masse die Temperaturschwankungen der Tag-Nacht-Zyklen oder
auch ldngere Zeitintervalle weniger Einfluss auf die Temperatur im Gebaudeinneren ha-
ben. Aus diesem Grund wird oftmals auch eine Optimierung hinsichtlich der thermischen
Masse der Wandstrukturen durchgefiihrt [110, 2, 26].

In der Abb. 4.43a ist der Verlauf der Temperatur T'(z,t) iiber die in der Abb. 4.43b an-
gegebene Linie fiir einige Zeitpunkte dargestellt. Bei Verringerung der thermischen Masse
der einzelnen Schichten nihert sich das Temperaturfeld im Ubrigen schneller seinem sta-

tiondren Zustand an.
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Abbildung 4.43: Verlauf der Temperatur fiir y = 0.6m (gestrichelte rote Linie in (b)) und
einige Zeitpunkte. Fiir ¢, ist der stationédre Zustand erreicht.
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5 Das virtuelle Mehrzwecklabor und seine

Anwendungsgebiete

5.1 Konzept und Aufbau des virtuellen Mehrzweck-
labors

Das entwickelte virtuelle Mehrzwecklabor (Abb. 5.1) ist in der Lage Problemstellungen in
den Bereichen der Statik und Elastodynamik zu l6sen, sowie der akustischen Wellenaus-

breitung im Frequenz- und Zeitbereich und der stationéren und transienten Wéarmeleitung.

Baustatik+ .. .. ..
Aufgaben - Baudynamik Optimierung
i S it . i

+ Analytische + Analytische

Werkzeuge | e «SEM Ansitze Ansétze 0\}:;:izrgi1gfler_
*Né&herungen *N&herungen +GA
*SEM *SEM

+Winde

+Paneele

+ Wiande
+ Paneele
+PCs

» Winde
* Paneele
*PCs

*+Winde

+Paneele

Priifkbrper ) e

eLaminate

Abbildung 5.1: Konzept und Aufbau des virtuellen Mehrzwecklabors.

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Ermittlung der Schalldémmung und Warmeddmmung
von Wandstrukturen im Bauwesen. Fiir geometrisch einfache Problemstellungen wer-
den dazu auch analytische Losungen und Néherungen verwendet. Fiir die Berechnung
von FSI-Probleme wird die entwickelte SEM verwendet, die, wie im Kapitel 4 gezeigt,
im Vergleich zu kommerziellen FEM-Programmen effizienter und genauer ist. Fiir die
Wiérmeiibertragungsprobleme durch Wandstrukturen mit Spalten und Hohlrdumen wird
eine Ndherung durchgefiihrt, die das Wéarmeiibertragungsproblem in ein Problem der

Wiérmeleitung iiberfiihrt, welches wesentlich zeiteffizienter berechnet wird. Die geringe
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Zeitdauer zur Berechnung von FSI-Problemen und Warmeleitungsproblemen ermoglicht
die Anwendung des virtuellen Labors zur Optimierung der Schalldammung und Wérme-

dédmmung von Wandstrukturen mit einer hohen Anzahl an Durchléufen.

In der Abb. 5.1 sind schematisch die Einsatzzwecke und verwendeten Werkzeuge des virtu-
ellen Labors dargestellt. Die Implementierung der SEM und die verwendeten analytischen
Methoden werden in diesem Kapitel detailliert beschrieben. In der Demonstration der An-
wendung in Kapitel 6 wird dabei vorausgesetzt, dass die statischen Anforderungen an die

untersuchten Wandstrukturen bereits erfiillt sind.

5.2 Bestimmung des Schalldamm-Mafles

5.2.1 Ermittlung im realen Versuchslabor

Die Messung des Schallddmmvermogens einer Struktur ist grundsétzlich eine komplexe
Aufgabe. Die Vorgehensweise bei der experimentellen Ermittlung ist in der DIN EN ISO
10140 geregelt [38]. Der grundsétzliche Aufbau der Messung ist in der Abb. 5.2 dargestellt.
Die Lautsprecher im Senderaum dienen als Schallquelle und iiber Mikrofone wird der
mittlere Schalldruck in den beiden Réumen gemessen. Ublicherweise wird die Messung
in 16 Terzbandern zwischen 100 und 3150 Hz vorgenommen, wobei als Schallquelle ein
akustisches Rauschen entsprechender Bandbreite verwendet wird. In der Tab. 5.1 sind die
Terzmittenfrequenzen f;,, sowie deren jeweilige untere und obere Grenzfrequenz f;, und

ft.0 angegeben.

Tabelle 5.1: Terzmittenfrequenz f; ,, und untere und obere Grenzfrequenz f ,, fi, in [Hz].

ftom 100 125 160 200 250 315 400 500 630 800 1000 1250 1600 2000 2500 3150
fto 112 140 180 224 280 355 450 560 710 890 1120 1410 1800 2240 2800 3550
fraw 90 112 140 180 224 280 355 450 560 710 890 1120 1410 1800 2240 2800

Zur Beschreibung der Stérke des Schalldrucks ist der logarithmische Schalldruckpegel L,

gebréuchlich. Dieser wird aus dem quadratischen Mittelwert des Schalldrucks pym. = \%

durch

L, = 201log,, Lamv (5.1)
Po

berechnet. py = 20 x 107°Pa ist dabei der Bezugsschalldruck [32]. Zur Bewertung der
akustischen Dammeigenschaften einer Wand wird das frequenzabhingige Schalldamm-

Mafl R verwendet, welche durch die folgende Gleichung definiert ist:

pqme pqmw,r S
R =201lo —201o + 10log,q —. 5.2
g10 o 210 Do g10 A, ( )
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Dabei bezeichnet pgmy; und pgmw,» den quadratischen Mittelwert des Schalldrucks jeweils
im Senderaum (Index !) und Empfangsraum (Index ). Der Einfluss der Dampfung iiber
die Oberflichen des Empfangsraums wird {iber den letzten Term beriicksichtigt, in dem
S die Flache des Priifkorpers und A, die dquivalente Absorptionsflache ist, die durch die
folgende Gleichung bestimmt wird:

Ae — Z Sna'rm (53)

mit den Teilflichen der Laborwénde S,, und deren jeweiligem Absorptionsgrad cv,.

Senderaum p, Empfangsraum p_

) 1 s Priifkorper, Flache S

-

e
Lautsprecher ,/
/

! \

. |
) Ubertragung > I ,i\Iikrofon
durch Priifkorper AN /

@) Fliche S, und™ =~ -~
7 Absorptionsgrad o

i

é
é
Vorsen

N §
N §
=—_—

Abbildung 5.2: Experimentelle Ermittlung des Schalldimm-Mafes. Vereinfachend ist der Weg
iiber Flankeniibertragung nicht dargestellt.

Berechnung des Einzahlwertes

Zum einfachen Vergleich der Schalldémmeigenschaften unterschiedlicher Priifkérper wird
das frequenzabhéngige Schalldimm-Mafl R (f) unter der Verwendung einer Bezugskurve
in den Einzahlwert des bewerteten Schalldamm-Mafles iiberfithrt. Das Verfahren ist in
der DIN EN ISO 717 beschrieben [41]. Die Bezugskurve wird solange gegeniiber der in
Terzen gemittelten Messkurve verschoben, bis die Summe der Unterschreitungen fiir jede
Terzmittenfrequenz moglichst grof3, aber kleiner als 32dB ist. Da die Verschiebung immer
um Eins erfolgt ergibt sich ein ganzzahliger Wert. Das Verfahren ist schematisch in Abb.
5.3 dargestellt.

Ein Optimierungsalgorithmus benétigt in der Regel einen Einzahlwert, welcher maximiert
oder minimiert werden soll. Da die beschriebene Methodik nach der DIN EN ISO 717 einen
ganzzahligen Wert liefert, wiirde eine Berechnung mit unterschiedlichen Geometrie- oder
Materialparametern eine Treppenstufenfunktion erzeugen. Damit der Optimierungsalgo-
rithmus moglichst gut arbeiten kann, wird jedoch eine moglichst feine Abstufung der Ziel-
funktion bendtigt. Daher, und auch damit die Auswirkungen der Berechnungsparameter
auf den Einzahlwert besser erfasst werden kénnen, wird die Methodik leicht abgedndert.

Die Schrittweite zur Ermittlung des Einzahlwertes wird dabei in der Prozedur auf 1/100
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abgesenkt, um den Einzahlwert mit zwei Nachkommastellen ermitteln zu kénnen. Zur

Unterscheidung wird dieser Einzahlwert dann als R™°? bezeichnet.

60 -
45

m B Bezugskurve

= 30

M Messwerte

= By verschobene Bezugskurve
15
0

100 200 400 800 1600 3150
Frequenz f [Hz]

Abbildung 5.3: Anpassung der Bezugskurve zur Ermittlung des Einzahlwertes R,, (nach [84]).

5.2.2 Naherungen fiir monolithische und zweischalige Winde

Im Folgenden werden Néaherungsgleichungen zur Abschéitzung des Schalldimm-Mafles
von ein- und zweischaligen Wéanden hergeleitet. Fiir monolithische Bauteile kann das
Schallddmmvermogen relativ prézise abgeschéitzt werden. Jedoch kann fiir zweischalige
Bauteile der frequenzabhéngige Verlauf des Schallddmm-Mafles nur qualitativ beschrie-

ben werden.

Monolithische Winde

Die Herleitung des Schalldurchgangs durch unendlich ausgedehnte Platten der Dicke d
(siehe Abb. 5.6a) bei einem Schalleinfall erfolgt iiber die Losung der dynamischen Plat-
tengleichung im Frequenzbereich. Die Biegewellengleichung fiir homogene Platten lautet
unter Verwendung des in Abb. 5.4 dargestellten Koordinatensystems
D'y, Mv, v, m iwp(y, 2)

+ 2 + — =Wy = ,
B

oy* 0y2022 0z* B (54)

mit der Geschwindigkeit der Plattenschwingung v,, in x-Richtung, der Biegesteifigkeit der
Wand B = E (d*/12)/(1 — v?) und der fliichenbezogenen Masse der Platte m = pd, wobei
d die Plattendicke ist.

Die Schallfelder auf der linken und rechten Seite der Platte werden beschrieben durch
Do + Pe = poe—ikx cos goeikz cosp 4 ,r,poeik:xcos Lpeikz cos ¢ in Ql
a e )

(5.5)

Py = tpoe—zkaz cos goezkz cos ¢ in Qr7
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mit dem Reflexionskoeffizient r und Transmissionskoeffizient t. p, ist das einfallende
Schallfeld, p. das reflektierte Schallfeld und p; das transmittierte Schallfeld auf der rechten
Seite der Platte.

Platte e
Fluidraum €, Fluidraum Q,
DPe Dt
Pa z
Uy
y

Abbildung 5.4: Schalldurchgang durch eine Platte.

Die Belastung der Platte ergibt sich aus der Differenz der Schallfelder auf der linken und
rechten Seite der Platte. Mit der Annahme der Anregung durch eine einfallende Welle

ergibt sich eine eindimensionale Ausbreitung der Biegewellen und Gl. (5.4) geht {iber in:

1 0%, ?
g U g (Pa(0:2) 420 (0.2) = p (0,2)), (5.6)

mit kg* = mT‘ﬁ’Q. Die Geschwindigkeit der Teilchenauslenkungen des Fluids, die sogenannte

Schnelle, kann ausgedriickt werden durch

vy = LVp. (5.7)
wpo

An der Berandung entspricht die Geschwindigkeit der Plattenauslenkungen der Schnelle

der Fluidpartikel voe?*#sm¢:

Uy = Vet (5.8)

Der Reflexionskoeffizient kann durch den Transmissionskoeffizienten ausgedriickt werden:
r = 1 —t. Einsetzen von Gl. (5.5), GL. (5.7) und GI. (5.8) in Gl. (5.6) ergibt schlieflich

einen Ausdruck fiir den Transmissionskoeffizienten als

t= . mw A . (5.9)
<%Sin4 () — 1) cos () + 2_1%
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Aus Gl. (5.9) kann das Schalldimm-Mafl R ermittelt werden:

1
R =10log,, (W) . (5.10)

Von besonderer Bedeutung ist hierbei das Verhéltnis % = }{% in Gl (5.9). Unter-
halb der Inzidenzgrenzfrequenz fr kann das Dadmmvermogen einer Struktur durch das
bekannte Massegesetz beschrieben werden. Das Schallddmm-Maf ist in diesem Bereich
nidherungsweise lediglich von der flichenbezogenen Wandmasse abhéngig. Die Inzidenz-
grenzfrequenz gibt die Frequenz an, bei der die Lénge der Biegewellen gleich der Lénge
der Luftschallwellen ist. In diesem Fall kann die erzeugte Biegewelle sehr leicht und mit
hoher Amplitude angeregt werden, da sie dieselben Ausbreitungseigenschaften wie die
freie Welle hat. Oberhalb der Inzidenzgrenzfrequenz iibersteigt die Biegewellenldnge die

Luftschallwellenlénge. Die Inzidenzgrenzfrequenz ist gegeben durch:

/ peod
fr= 2k = (5.11)

:27r_ 2T

Fiir eine homogene Platte kann die Biegewellenldnge \p aus

E® 1
— (5.12)

g =2
b= 12p (1 —v2) Jw

berechnet werden [84].

Es wird eine Fallunterscheidung fir Gl. (5.9) durchgefiihrt, in welcher zwischen den Fre-
quenzen unterhalb und oberhalb der Inzidenzgrenzfrequenz unterschieden wird. Nach Mit-
telung iiber den Einfallswinkel, nach FAHY [44] von 0° bis 78°, und einigen Ndherungen

erhédlt man fiir Frequenzen unterhalb der Grenzfrequenz das Massegesetz:

R = 20logy, (%) — 3dB. (5.13)

Oberhalb der Inzidenzgrenzfrequenz ist das Schalldimmvermogen neben der Masse der
Wand auch von der inneren Dampfung, beschrieben durch den Verlustfaktor n, abhéngig
und steigt generell steiler an. Die innere Dampfung wird durch eine komplexe Biegesteifig-
keit B — B (1 + in) ausgedriickt, die in Gl. (5.4) ersetzt wird. Nach einigen Rechnungen

erhélt man das Schalldamm-Mafl oberhalb der Inzidenzgrenzfrequenz:

R = 20log,, (;’m

w
+101o 2n) +5lo (—) . 5.14
pOCO) 10 (21) £10 o ( )
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Die Gl (5.13) und Gl. (5.14) sind nur fir diejenigen Frequenzen giiltig, die hinreichend
weit von der Inzidenzgrenzfrequenz entfernt sind und gelten fiir unendlich ausgedehnte
Platten unter der Vernachlédssigung von Randbedingungen. In der DIN EN 12354 wird
eine Vorgehensweise beschrieben, die es erlaubt, das Schalldimm-Maf fiir endliche Bau-
teile unter Beriicksichtigung von Priifstandsbedingungen genauer zu bestimmen [39]. Zur
Erlauterung des typischen Verlaufs des Schalldimm-MafBes wird hier noch eine Gleichung
zur ndherungsweisen Berechnung der Eigenfrequenzen f, gpp einer rechteckigen Platte mit

fest gelagerten Rédndern und den Abmessungen [/, und [, angegeben [81]:

1/2

(5.15)

2
Fonp = We,BP T g (Am +m)®>  (An+n)? 1

- I,2 1,2 1= 02)

fiir die Modenzahlen m = 1,2,3,...undn = 1,2, 3, .... Hierbei ist Am = ((nlw/mly)2 + 2)_1
und An = ((mi,/nl,)* + 2)71.

Die Eigenfrequenzen eines Quader-Raums mit der dazugehorige Modenzahl (n,,n,,n.)

e () () () e

mit ng,. = 1,2, 3, ... und den Abmessungen [, [, und , in die jeweiligen Koordinatenrich-

sind:

tungen. In Abb. 5.5 ist der prinzipielle Verlauf des Schallddimm-Mafles fiir monolithische
Winde dargestellt. Die Anzahl und Anordnung der Wandmoden und Raummoden hidngen

vom Aufbau des Labors und der Wand ab und koénnen sich auch iiberlagern.

b)

=
&
<
= )
g
g
ol |
= |
T@ |
= |
5 , |

fmw fmr Frequenz f fk

Abbildung 5.5: Prinzipieller Verlauf des Schallddmm-Mafles bei einer einschaligen Wand mit
der Inzidenzgrenzfrequenz f, Wandmode bei f,,,, und Raummode bei f,,. Bereich a) nach GI.
(5.13) und Bereich b) nach Gl (5.14).
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Abbildung 5.6: Monolithische und zweischalige Wénde.

Zweischalige Winde
Wiéhrend der Schalldurchgang durch einschalige Winde durch Néherungsformeln gut be-

schrieben werden kann und mit experimentellen Werten durchaus zumindest tendenziell
iibereinstimmt, gilt dies nicht fiir zwei- und mehrschalige Wandaufbauten. Analytische
Herleitungen scheitern an der mathematisch schwierigen Beschreibung der Kopplung der
Schalen, eventuell auftretender Schallbriicken und der grofleren Anzahl von Parametern,
welche teilweise schwierig zu bestimmen sind. Die hier vorgestellten analytischen Glei-
chungen dienen daher vielmehr der generellen Beschreibung der unterschiedlichen Wirk-
mechanismen und sind nicht dazu geeignet, ein experimentell ermitteltes Schalldamm-Mafl
vorherzusagen (Abb. 5.7). Neben den bereits erwihnten Effekten spielt die Resonanzfre-
quenz des Masse-Luft-Masse-Systems eine grofie Rolle. Auflerdem kommt es zu Resonan-
zen der Luftsdule zwischen den Schalen, sofern der Zwischenraum nicht mit passendem
Dammmaterial gefiillt wird. Fiir den Transmissionskoeffizienten ergibt sich nach [44]
2ipo2eg?sec? (o) sin (kdps cos (¢))

t = 5.17
z1298i0? (kdpg cos (¢)) + po2co? sec ()’ ( )

mit

. 2 ~
We BP,; M

zj = 1 (iw + 1we,BP,5) — + pocosec () (1 — i cot (kd cos (¢))) -

Der Index j bezeichnet die jeweiligen Werte der ersten und zweiten Schale, dyg ist die
Dicke des Luftspalts (siche Abb. 5.6b). Die Masse-Luft-Masse Resonanz wird durch die
Kopplung der Schalen mit der Luftsdule verursacht, welche als Feder angesehen werden

kann. Die entsprechende Resonanzfrequenz ergibt sich aus

S
wo = \/poco (mi +~m2). (5.18)
drs M1
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Die Resonanzen der Luftséule w, s werden bei der Abwesenheit von Ddmmmaterialien
durch die Abmessungen des trennenden Luftspalts bestimmt und treten bei in der Pra-
xis iiblichen Konstruktionen erst bei relativ hohen Frequenzen auf. Sie kénnen aus der
folgenden Gleichung bestimmt werden:

TCo

we,LS = n7, (519)

mit n = =, 1,

N[ —=
N

Schalldamm-Maf R

fo  Frequenz f fir  fi2 fis

Abbildung 5.7: Prinzipieller Verlauf des Schalldimm-Mafles fiir eine zweischalige Wand mit
der Masse-Luft-Masse Resonanzfrequenz fy, den Inzidenzgrenzfrequenzen der Schalen f;; und
der Resonanzfrequenz des Luftspalts frg.

5.2.3 Naherungen fiir geometrisch komplexe Wandaufbauten

Wihrend fiir monolithische Wénde noch relativ gute analytische N&herungsmethoden
existieren, gestaltet sich die Vorhersage der Schalldimmungseigenschaften von mehr-
schichtigen /mehrschaligen Wandaufbauten als sehr komplex. Der Bestimmung des Schall-
ddmm-MafBes sind hier recht enge Grenzen beziiglich der Randbedingungen, Materialm-

odelle und Geometrie der Wandstruktur gesetzt.

Fiir einfach aufgebaute Sandwichstrukturen kénnen Néherungsgleichungen entwickelt wer-
den. Die Verbindung der Einzelschichten kann hierbei unter der Beriicksichtigung von
Scherung als fest angenommen werden. Weiterhin kénnen Absorberschichten und Luft-
spalte beriicksichtigt werden. Mittels komplexer mathematischer Beziehungen konnen
auch die Briicken zwischen den einzelnen Schalen von Doppelwénden beriicksichtigt wer-
den, was eine prézisere Vorhersage des Schalldimm-Mafes ermoglicht [44]. Eine iiber-
sichtliche Zusammenfassung zur néherungsweisen Bestimmung des Schalldamm-Mafles

von einfach aufgebauten Paneelen gab MECHEL in [78] an.

Zur Berechnung von Strukturen, die aus einer Anzahl von Schichten bestehen, kann die
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Ubertragungsmatrix-Methode verwendet werden [68]. Hierbei werden fiir jede Schicht die
physikalischen Beziehungen auf beiden Seiten der Schicht in einer Matrix angegeben.
Die Matrizen werden anschlieend zusammengefasst und das Schalldimm-Maf} kann aus
der Eingangsgrofie der ersten Schicht und der Ausgangsgrofie der letzten Schicht berech-
net werden. Die Methode wird von der von VIGRAN entwickelten Software NorFLAG ver-
wendet, um das Schallddmm-Mafl von monolithischen, geschichteten und mehrschaligen
Wandstrukturen zu berechnen [132]. Die einzelnen Schichten haben dabei unendliche Aus-
dehnung, wobei allerdings ein Fenster zur Begrenzung verwendet werden kann. Es kann
unter anderem die KIRCHHOFF-Theorie fiir diinne elastische Platten und die REISSNER-
MINDLIN-Theorie fiir dicke elastische Platten verwendet werden, wobei dem Anwender
jedoch die Grenzen der verwendeten Theorien bewusst sein miissen, um sinnvolle Ergeb-
nisse zu erhalten. Die KIRCHHOFF-Theorie nimmt an, dass keine Schubdeformationen
auftreten und ist giiltig fiir Platten, deren Biegewellenlédnge (vgl. Gl. (5.12)) grofer als
sechsmal deren Plattendicke ist, was die maximale Frequenz bzw. die maximale Dicke
beschrénkt. So kann das Schallddmm-Maf} bis 3150Hz fiir eine Betonplatte berechnet
werden, deren Dicke hochstens etwa 0.06m betrégt [1]. Die Theorie fiir dicke elastische

Platten erlaubt Schubverformungen, was die Grenzen der Anwendbarkeit erweitert.

Je komplexer der Wandaufbau wird, bspw. durch elastische Briicken in mehrschaligen
Strukturen, Hohlrdume oder geriffelte Kerne von Sandwichstrukturen, desto schwieriger
gestaltet es sich hinreichend genaue Ndherungsmethoden zu entwickeln. Mittels der Me-
thode der statistischen Energie-Analyse (SEA) lassen sich noch relativ komplex aufgebau-
te Wandstrukturen mit vergleichsweise niedrigem Aufwand berechnen. Hierbei wird das
Gesamtsystem in Subsysteme unterteilt, diese konnen bspw. einzelne Schalen, Fluidge-
biete oder elastische Briicken sein, die durch Kopplungen miteinander verbunden werden.
Die Zustandsgrofien sind die gespeicherte Energie innerhalb der Subsysteme und die Ener-
giefliisse zwischen diesen, welche statistische Werte darstellen. Es ergibt sich ein System
von Gleichungen, aus dem die Schalldimmung von relativ komplex aufgebauten Wand-
strukturen bestimmt werden kann [25, 122]. Ein Nachteil der SEA ist die Beschrénkung
auf den mittleren und hohen Frequenzbereich, da eine ausreichend hohe Modendichte

vorausgesetzt wird.

Analytische N#herungslosungen sind fiir allgemeine komplexe Wandaufbauten nicht be-
kannt. Fiir geometrisch komplizierte Wénde, mit komplexen Randbedingungen und Ma-
terialeigenschaften, miissen numerische oder experimentelle Methoden eingesetzt werden.
Zu diesem Zweck wird in dieser Arbeit ein virtuelles Labor auf der Grundlage der SEM

entwickelt, welches im folgenden Abschnitt beschrieben wird.
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5.2.4 Ermittlung der Schalldimmung im virtuellen Labor

Zur Berechnung der Schalldimmung einer Wandstruktur wird das FSI-Problem in Abb.
5.8 gelost. Die Berechnung erfolgt im Frequenzbereich fiir eine grole Anzahl von Frequen-
zen. Der Ubersicht halber werden die Bestimmungsgleichungen mit den Randbedingungen
aus Abschnitt 4.4.1 nochmals zusammengefasst:

92

% +E*p(x) =Q in Qp,

Vie+ f=—p’u  inQg,
(5.20)

usn|p, = upn|p
und

t=—png =pnr auf I'gp.

Senderaum Empfangsraum

'y
Y
y
Y
y
v

Abbildung 5.8: FSI-Problem.

Die Wandstruktur ist fest gelagert und die Randbedingung lautet daher
u =0 auf I'g. (5.21)

Statt einer festen Lagerung kann natiirlich auch eine gewisse Nachgiebigkeit der Lage-
rung beriicksichtigt werden. Zur Abbildung der Absorptionseigenschaften der Wénde des
Labors wird die Impedanzrandbedingung

L. v P o T (5.22)

-n-Vp=——auf [ .

P Zy
verwendet. Als Schallquelle @) wird ein Punktstrahler nach Gl. (2.12) verwendet. Dessen
Leistung P ist zur Berechnung des Frequenzgangs irrelevant und wird daher zu Eins ge-
setzt. Die verwendeten Materialwerte fiir die Luft sind die Dichte py = 1.21% und die
Schallgeschwindigkeit ¢y = 3407 . Falls nicht anders angegeben, wird eine 2D Simulation

verwendet, in welcher fiir die Wandstruktur der ebene Verzerrungszustand angenommen
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wird. Die Abweichungen gegeniiber einer 3D Berechnung sind fiir die untersuchten Struk-
turen akzeptabel gering [5, 32], insbesondere in Anbetracht des weitaus geringeren Berech-
nungsaufwands. Voraussetzung ist hierbei natiirlich, dass die 3D Wandstruktur in einer
Koordinatenrichtung keine Anderungen in der Geometrie oder der Materialeigenschaften
erfahrt. Die Parameter der numerischen Berechnung des Schallddmm-Mafles orientieren
sich prinzipiell an der experimentellen Ermittlung. Diese wird in der DIN EN ISO 10140

beschrieben und gibt unter anderem die folgenden Richtlinien vor [38]:
e Hoher Reflexionsgrad der Wénde des Labors,
e Vermeidung ungiinstiger Abmessungsverhéltnisse,
e Volumen von 50 — 60m? fiir den Sende- und Empfangsraum.

Das vorrangige Ziel dieser Richtlinien ist die Schaffung eines moglichst diffusen Schall-
feldes, also rdumlich homogen verteilter Schallenergie, sowie einem moglichst geringem
Einfluss der Raummoden. Dies gelingt, fiir praktikable Abmessungen des Labors, fiir den
niedrigen Frequenzbereich aufgrund der groflen Wellenlénge nicht, was zu deutlichem Ein-
fluss des Labors auf das gemessene bzw. berechnete Schalldimm-Maf fithrt. In den Arbei-
ten von PAPADOPOULOS [89, 90] wurde eine Optimierung des geometrischen Aufbaus eines
virtuellen Labors beziiglich der Modendichte im unteren Frequenzbereich vorgenommen.
Damit kann die Anforderung des diffusen Schallfeldes und gleicher Modendichte besser
erfiillt werden. Da hierbei jedoch die Berandungen des virtuellen Labors Polygonziige
werden, was die Flexibilitdt in der Netzgenerierung der Fluidbereiche einschrankt, wird

dies in dieser Arbeit aufgrund des zu geringen Zugewinns nicht eingefiihrt.

Der Einfluss der Eigenfrequenzen der Fluidgebiete (nach Gl. (5.16)) sowie der Wandstruk-
tur (nach Gl. (5.15) fiir monolithische Wandaufbauten) auf das ermittelte Schalldamm-
Maf ist beispielhaft in der Abb. 5.9 dargestellt. In der Abb. 5.10 ist die Verteilung des
Schalldruckpegels im Senderaum fiir zwei Frequenzen von 125Hz und 1250Hz gezeigt.
Wird bspw. der rdumliche Mittelwert iiber eine 1m? grofie Fliche gebildet, ist es leicht
ersichtlich, dass der Wert fiir niedrige Frequenzen sehr stark von der Position der Messung

abhéingt.

Zur numerischen Berechnung des Frequenzverlaufs des Schallddmm-Mafles wird jede der
16 Terzen nach Tab. 5.1 im Bereich zwischen f;, und f;, in eine Anzahl n, Frequen-
zen unterteilt. Der mittlere Schalldruckpegel im Sende- und Empfangsraum wird fiir jede
Frequenz berechnet und daraus wird jeweils nach Gl. (5.2) das Schalldimm-Maf§ ermit-
telt. Der in Terzen gemittelte Verlauf des Schalldimm-MafBles wird durch arithmetische
Mittelung iiber alle Frequenzen einer Terz berechnet. Fiir jede Terz wird die Geometrie
entsprechend der hochsten Frequenz f;, diskretisiert und alle Frequenzen innerhalb der

Terz mit dieser Vernetzung berechnet. So wird bspw. die Terz f;,, = 100Hz in n, = 20
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Frequenzen zwischen 90Hz und 112Hz unterteilt, welche alle auf einem Netz berechnet
werden, dessen Elementgrofie so gewéhlt ist, dass der vorgegebene Fehler fiir 112Hz nicht
iiberschritten wird. Die 20 Frequenzen der néichsten Terz werden dann auf einem etwas

feineren Netz berechnete, so dass der Fehler fiir 140Hz nicht iiberschritten wird, usw.

5
60
. ;
N 45 St
% Lol
— mode Lo
———— | [
< 30 | "-‘_\;"_'_:§| | o
! — . . g | | [
) -
1. Wandmode ARt : : : :
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Abbildung 5.9: Einfluss von Eigenfrequenzen auf das Schallddimm-Mafl R. Die Schalldruckpe-
gel in Sende- und Empfangsraum sind beispielhaft fiir einige ausgewéhlte Frequenzen dargestellt.

(a) 125Hz (b) 1250Hz

Abbildung 5.10: Beispiel fiir die Verteilung des Schalldruckpegels im Senderaum.

Fiir geschichtete/mehrschalige Wande kommt ein eigens erstellter Algorithmus zum Auf-
bau des in Abb. 5.11 gezeigten strukturierten Netzes zum Einsatz. Dieser arbeitet auch die
inneren Stiitzknoten der Formfunktionen direkt ein und nimmt dabei eine giinstige Num-
merierung der Knoten vor, um eine geringe Bandbreite in den Systemmatrizen des Fluid-
und Strukturbereichs zu erzielen. Diinnwandige Schichten werden mit Elementen vernetzt,

die eine unterschiedliche Ordnung der Formfunktionen in die Koordinatenrichtungen auf-
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weisen, um die Anzahl der benétigten Freiheitsgrade zu senken, ohne die Genauigkeit zu
verringern (sieche Abb. 3.9). Aulerdem werden Elemente gleicher Form und Gréfie erkannt

und eine iiberfliissige Neuberechnung der jeweiligen Elementmatrizen vermieden.

Fiir komplexe Geometrie, bspw. eingebrachte Hohlrdume (siehe Abb. 5.11), wird wie be-
reits im Abschnitt 4.3.1 beschrieben vorgegangen. Der Netzgenerator der Software COMSOL
Multiphysics erstellt, geméf der jeweiligen Terz, ein Netz der Geometrie, welches in den
SEM-Algorithmus importiert wird. Die inneren Stiitzknoten werden abhéngig von der
Ordnung der Formfunktionenn im néchsten Schritt eingearbeitet. Fiir strukturierte Be-

reiche wird geméfl dem vorangegangenen Abschnitt verfahren.

T i | TTTTTTTT]
Mehrschichtige Komplexe |

Wand ——— — Geometri

— g

Abbildung 5.11: Strukturierte Vernetzung fiir mehrschichtige Wand und zweischalige Wand
mit komplexer Geometrie. Die Stiitzstellen sind hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht
dargestellt.

Die Grofle der Elemente richtet sich nach der gewiinschten Genauigkeit der Berechnung.
Abhéngig von der gewiinschten Genauigkeit wird die optimale Ordnung der Formfunktio-
nen gewéhlt, um die Berechnung moglichst zeiteffizient zu gestalten. Die Genauigkeit der
Berechnung wird a priori durch den im Abschnitt 4.1 vorgestellten Fehlerschétzer vorge-
geben. Hierzu wird die gewiinschte Genauigkeit als Fehler e, mit der gewdhlten Ordnung p
der Formfunktionen kombiniert und daraus die notwendige Maximalgrofie eines Elementes
fiir jede der 16 Terzen berechnet. Der Fehlerschétzer liefert, wie beschrieben, lediglich eine
ungefihre Abschitzung fiir die notwendige Diskretisierung, da andere Effekte wie bspw.
die numerische Dispersion oder Eigenfrequenzen nicht beriicksichtigt werden. Daher un-
terscheidet sich der tatséchliche Fehler der Schalldruckverteilung der FSI-Berechnung von
der gewéhlten Genauigkeit. Der tatsdchliche Fehler ist grofler. Um Missverstédndnisse zu
vermeiden, wird der gewidhlte Wert des a prior: Fehlerschétzers als Fehlerschranke epg
bezeichnet. Die im Rahmen der Arbeit durchgefithrten Untersuchungen haben jedoch ge-
zeigt, dass die Werte des Fehlerschitzers zumindest tendenziell mit dem resultierenden

Fehler des Schalldamm-Mafles iibereinstimmen.

Es ist zu beachten, dass sich der Fehlerschétzer an der Luftschallwellenldnge, welche fiir
eine gegebene Frequenz durch Gl. (2.6) exakt berechnet werden kann, orientiert und fir
diinne Strukturen mit einer entsprechend niedrigen Biegewellenlinge die Fehlerschranke
entsprechend herabgesetzt werden muss. Es ist zwar moglich, die Biegewellenldnge fiir

homogene Platten mit Gl. (5.12) zu ermitteln und als Kriterium fiir die minimale Ele-
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mentldnge heranzuziehen. Jedoch ist dies fiir komplexe Geometrie nicht ohne Weiteres

machbar.

5.3 Bestimmung der Wiarmedurchgangszahl

Die experimentelle Ermittlung der Warmedammeigenschaften eines geometrisch komple-
xen Wandaufbaus kann iiber die Messung im geregelten oder kalibrierten Heizkasten er-
folgen [42]. Dabei wird unabhingig vom Mechanismus der Ubertragung (Wirmeleitung,
natiirliche Konvektion und Strahlung) die Gesamtmenge der Wirme gemessen, die von
einer Seite der Wand auf die andere Seite iibertragen wird. Das Verfahren bildet die Rand-
bedingungen im Einbauzustand ab. Auf beiden Seiten der Wand befindet sich jeweils eine
Kammer, welche mit atmosphérischer Luft gefiillt ist (siche Abb. 5.12a). Wéhrend eine
Kammer mit kalter Luft gefiillt ist, wird die andere Kammer durch Leistungszufuhr be-
heizt. Zur Bestimmung der Warmedurchgangseigenschaften wird die notwendige Leistung
zur Aufrechterhaltung des stationéren Zustandes ermittelt. Die iibliche Messungenauig-

keit des Verfahrens wird in der Norm mit etwa 5% fiir homogene Probekorper angegeben.

Wahrend die numerische Berechnung eines Wéarmeleitungsproblems in einem Festkorper,
auch bei komplexer Geometrie, verhaltnismafiig unkompliziert ist, ist der Warmedurchgang
durch Hohlrdume schwierig zu berechnen. Der Grund dafiir besteht in der starken Kopp-
lung der einzelnen Vorgidnge der Wéarmeiibertragung: Wirmeleitung, Konvektion und
Strahlung. Der Energietransport durch die Strahlung hé&ngt von der Temperatur der
Oberflaichen ab. Ebenso héngt der Massentransport durch die natiirliche Konvektion
vom Temperaturgradienten innerhalb des fluidgefiillten Hohlraums ab. Obwohl es in Aus-
nahmefillen moglich ist, die Gleichungen (2.32), (2.35) und (2.36) fiir den stationdren
Fall zu 16sen, so muss doch in der Regel ein zeitabhéingiges Problem gelost werden.
Die Warmedurchgangszahl U wird nach hinreichend langer Zeit berechnet, so dass das
Temperaturfeld keinen allzu starken Schwankungen mehr unterliegt. Der Grund dafiir,
dass die stationdren Gleichungen sich nur in manchen Einzelfillen 16sen lassen, liegt
in den Konvergenzproblemen, die durch die nichtlinearen NAVIER-STOKES-Gleichungen
verursacht werden. Aus dem gleichen Grund kann auch die Losung der zeitabhéngigen
Wiérmeiibertragungsprobleme rechnerisch sehr anspruchsvoll sein, eine sehr feine Vernet-

zung bendtigen und eine sehr lange Berechnungszeit erfordern.

Unter gewissen Voraussetzungen lassen sich jedoch die komplexen und gekoppelten Vor-
giange der Warmeiibertragung in luftgefiillten Hohlrdumen durch ein reines Warmeleit-
ungsproblem approximieren, was die Berechnung der Wirmedurchgangszahl erheblich
vereinfacht. Dieser Abschnitt beschreibt ein virtuelles Labor dazu in dem statt der auf-

wiandigen gekoppelten Simulation ein dquivalenter Wérmeleitkoeffizient fiir die Luft in
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Hohlrdumen verwendet wird, in dem die Ubertragung der Energie durch die Wirmeleitung,
die natiirliche Konvektion und die Strahlung zusammengefasst wird. Der Aufbau im vir-
tuellen Labor ist in der Abb. 5.12b dargestellt.

Mefskasten I I Kammer auf Prifkorper
. E « | | der Kaltseite
” Luftspalt
; ~| Priifkorper Hohlrdume
Warme- e Warmestrom ¢
zufuhr — | S
[ 1 T, T,
|
(a) Experiment (b) Virtuelles Labor

Abbildung 5.12: Prinzipskizze zur (a) experimentellen Ermittlung der Warmedurchgangszahl
im kalibrierten Heizkasten (nach [42]) und (b) numerischen Ermittlung im virtuellen Labor.

Approximativer Wiarmeleitkoeffizient fiir die Luft in den Hohlrdumen

Die DIN EN ISO 6946 beschreibt eine Methode zur Anpassung des Warmeleitkoeffizienten
k eines Luftspalts in Abhédngigkeit von seinen Abmessungen und Emissionsgraden der
Oberflachen [40]. Die dazu notwendige Definitionen kénnen der Abb. 5.13 entnommen
werden. Fiir eine angenommene Temperaturdifferenz von AT < 5K zwischen den Wénden,

die den Luftspalt begrenzen, ist der Warmedurchlasswiderstand durch

Ry =1/ (ha +hy),

, (5.23)
he = max (0.025/dps, 1.25), hy = 40T’/ (1/e1 + 1/e5 — 1)

gegeben. Hierbei ist h, der Wirmeiibergangskoeffizient durch die Leitung und Konvek-
tion in mK/W fiir den horizontal verlaufenden Wérmefluss, und o ist die BOLTZMANN-
Konstante. Die Emissionsgrade der Oberflachen fiir einen Luftspalt mit einer mindestens
zehnfach grofleren Dicke dpg als die Breite b wird {iber den Warmeiibergangskoeffizienten
durch die Strahlung h,. beriicksichtigt. In Gl. (5.23) ist T,,,, die mittlere thermodynamische
Temperatur der Oberflichen und deren Umgebung und ¢; ist der jeweilige hemisphérische
Emissionsgrad der Luftspaltwand mit j = 1,2. Der Wert des hemisphérischen Emis-
sionsgrades betrégt fiir die meisten Oberflichen ¢ > 0.8 [10]. Ist dieser Wert fiir die
Oberfliche unbekannt, wird er als ¢ = 0.9 angenommen. Zur Bestimmung von 7, wird
niherungsweise ein linearer Verlauf der Temperatur iiber die Breite des Luftspalts an-
genommen und der Wert in der Luftspaltmitte gewihlt. Fiir eine Temperaturdifferenz
von mehr als AT > 5K oder andere Verhiltnisse zwischen der Breite und der Dicke
des Spalts gibt die DIN EN ISO 6946 dhnliche Verfahren an. Bei kleinen Verhéltnissen

zwischen der Breite und der Dicke sind jedoch Abweichungen mdoglich [123]. Fiir eine
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nicht-rechteckige Form des Hohlraums wird seine Fliache berechnet und zur Anwendung
des Verfahrens wird der Hohlraum in dquivalente Rechteckform mit dem Abmessungs-
verhéltnis des Luftspalts transformiert. Diese Methodik ist jedoch auf einfache Geometrie

des Hohlraums beschrankst.

&

S

lSchwerkraft

Luftspalt

Abbildung 5.13: Niherungsberechnung fiir einen Luftspalt nach DIN EN ISO 6946.

Das Verfahren wird in dieser Arbeit auch fiir etwas komplexer geformte Hohlraume ver-
wendet. Die Norm DIN EN ISO 6946 gibt keine Richtlinien vor, wie bei geringer Hohe des
Hohlraums zu verfahren ist. Das Geschwindigkeitsfeld und damit das Temperaturfeld in-
folge der natiirlichen Konvektion unterscheidet sich bei den Spalten geringer Hohe von den
Spalten groler Hohe, daher wird eine dquivalente Dicke djg des Hohlraums ermittelt, um
dem Rechnung zu tragen. Weiterhin ist zu beachten, dass der Warmefluss sich bei anderer
Ausrichtung des Bauteils, und damit anderer Charakteristik der natiirlichen Konvektion,
stark unterscheiden kann. Wirkt die Schwerkraft in der Richtung der Hohlraumachse,
wird das Verfahren der DIN EN ISO 6946 fiir niedrige Verhéltnisse von b/dys angewandt.
Auch hier muss wieder eine dquivalente Dicke djg ermittelt werden, worauf hier jedoch
nicht explizit eingegangen werden soll. In der Anwendung miissen die Giiltigkeitsgrenzen
des Nédherungsverfahrens bestimmt und eingehalten werden. Im Anhang A.3 werden dazu
Beispiele gezeigt. Das Verfahren sollte nur dann angewendet werden, wenn die Hohlrdume
vergleichsweise niedrigen Einfluss auf die Warmedurchgangszahl der Wandstruktur haben.
Dies ist der Fall, wenn sie kleine Abmessungen im Verhéltnis zu den Gesamtabmessungen
der Wandstruktur haben.

Nachdem die dquivalenten Wirmeleitkoeffizienten fiir die Hohlrdume und Spalte einer
Wandstruktur bestimmt wurden, wird das Warmeleitungsproblem mittels der SEM gelost.
Die Randbedingungen sind die Temperaturen 7; = 273K und 7, = 293K auf der linken
und rechten Seite der Wandstruktur (siche Abb. 5.12b). Aus dem Wérmestrom ¢ kann
mit der Gl. (2.38) die Warmedurchgangszahl ermittelt werden.

Die Anwendung des in der Norm beschriebenen Verfahrens hat sich fiir Luftspalte und
auch fiir relativ komplex geformte Hohlrdume bewédhrt. So wurden bspw. Ziegelwdnde
hinsichtlich der Grofle der eingebrachten Kavitéten untersucht und optimiert [31], Ziegel

aus Papierabféllen mit besonderer Porositdt analysiert [126] und die Effekte von speziellen
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Beschichtungen mit niedriger Emissionszahl in Hohlrdumen studiert [104].

Geschichtete Winde
Die Berechnung der Warmedurchgangszahl erfolgt fiir geschichtete Wénde geméfl der Gl.

(2.39), wobei fiir den Luftspalt ein dquivalenter Warmeleitkoeffizient verwendet wird. Zur
Berechnung des Temperaturverlaufs wird die stationdre Warmeleitungsgleichung jeweils
fiir die einzelnen Schichten gelost. Als Randbedingungen sind die Temperaturen am linken
und rechten Rand vorgegeben. Als Ubergangsbedingung wird die Kontinuitét der Tempe-
ratur und des Wirmeflusses an der Grenzfliche der einzelnen Schichten vorausgesetzt. So
ergeben sich bspw. fiir eine dreischichtige Wand mit den Schichtdicken d; und den jewei-
ligen Wérmeleitkoeffizienten k; die folgenden Gleichungen mit den dazugehorigen Rand-

und Ubergangsbedingungen:

k1V2T1 - 0, kQVQTQ = O, k3V2T3 = O,
mit den Randbedingungen

T (0) = 273K, T5(dy + do + d3) = 293K
. (5.24)
und den Ubergangsbedingungen

VT, = kaVTo|,_y, KoV — ksVTy|

r=d1+ds r=d1+ds’

Ty (dy) = To (dv), To (dy + do) = Ty (dy + do).

Die Losung des Wéarmeleitungsproblems ist analytisch moéglich und ldsst sich iiber die
Integrationen der Differentialgleichungen und durch die Anpassungen der Rand- und

Ubergangsbedingungen herleiten.

5.4 Optimierung multifunktionaler Wandstrukturen

5.4.1 Bestimmung der Zielfunktion

Eine multikriterielle Optimierung kann auf mehrere Weisen durchgefiihrt werden. Eine
Moglichkeit ist die Zusammenfassung von Schalldimmungs-Mafl R™°? und Wirmedurch-
gangszahl U in einer Zielfunktion, wobei eine Gewichtung der Teilziele vorgenommen

werden kann. Im Folgenden wird die Zielfunktion

fi(d) = C + 6z R (d) — 6pU (d) (5.25)
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mit den jeweiligen Gewichten di und 0y definiert. Die Variablen d der Zielfunktion sind
die variablen Geometrie- und Materialparameter. Der Wert C' wird zu C = 100 ge-
setzt und fiithrt dazu, dass die Werte fiir f; (d) immer positiv sind. Dies hat lediglich
asthetische Griinde. Das negative Vorzeichen vor dem dritten Term trigt dem Umstand
Rechnung, dass eine Verbesserung der Warmeddmmung durch einen kleineren Wert der
Wirmedurchgangszahl U ausgedriickt wird. Alternativ dazu kann auch der gewichtete
inverse Wert von U verwendet werden, was einen stiarkeren Einfluss von niedrigen Werten
von U auf die Zielfunktion bewirkt. In den Beispielen im Abschnitt 6.3 sollen die Teilziele
Schalldémmung und Warmeddmmung jeweils den gleichen Anteil an einer Erhchung des
Wertes der Zielfunktion haben. Bei der Wahl der Gewichtungsfaktoren wird hierfiir der
Wert dr zu eins gesetzt und der Wert 6y durch

mod mod
S — }Rw,max - Rw,min|
U=
’Umax - Um'm‘

bestimmt. Die Werte fiir R)%%, ., Ri%% und Upag, Unin werden durch eine Vorabrechnung
bestimmt, in welcher die Grenzen der Optimierungsvariablen, also die minimalen und
maximalen Werte fiir d;, eingesetzt werden. Man erhélt hierbei dann natiirlich lediglich
eine Abschitzung der minimalen und maximalen Werte fiir U und R™°?¢ da die Werte

innerhalb der Grenzen der Nebenbedingungen auch gréfler oder kleiner werden kénnen.

Es muss an dieser Stelle betont werden, dass die gleiche Gewichtung der Teilziele auf deren
Anteil an der Zielfunktion bezogen ist und nicht als objektive Grofle fiir eine letztendlich
subjektive Verbesserung verstanden werden darf. Es kann im Gegensatz dazu bspw. auch
eine Gewichtung vorgenommen werden, bei welcher eine Verdopplung der wahrgenomme-
nen Lautstiarke (im Rahmen der Psychoakustik verdoppelt sich die Lautstérke fiir ~ 10dB
Zunahme) und eine Halbierung der Wéarmedurchgangszahl den gleichen Anstieg der Ziel-
funktion zur Folge haben. Ein &hnliches Vorgehen ldsst sich in der Maschinendynamik
definieren, wobei hier eine eine Zunahme des Schalldruckpegels um 6dB eine Verdopplung
des Schalldrucks und eine Zunahme um 3dB eine Verdoppelung der Schallintensitéit zur
Folge haben. Es muss dann im Ubrigen die Ermittlung des Einzahlwertes dem relevanten

Frequenzspektrum entsprechend angepasst werden.

Eine weitere Moglichkeit ist die Erfiillung eines Zielwertes (ein Mindestwert R, des

Schalldimm-Mafles oder Maximalwert der Wirmedurchgangszahl U, .~ wird du7rch den
Auftraggeber oder gesetzliche Vorschriften vorgegeben) und dann die Maximierung bzw.
Minimierung des anderen Ziels. Wird also bspw. eine Mindestanforderung an die Schall-
dédmmeigenschaften eines Bauteils gestellt, ist dann fiir jede Parameterkombination zu
iiberpriifen, ob diese erfiillt ist und lediglich die Warmeddammung wird weiter verbes-

sert. In der Zielfunktion Gl. (5.25) wird das Gewicht dg zu Null und das Gewicht 6y zu

Seite 118



Virtuelles Mehrzwecklabor

*

Eins gesetzt. Die Berechnung wird nur durchgefiihrt, falls die Bedingung R™°¢ > Ry min
erfiillt ist. Der Wert der Zielfunktion erhcht sich dann ausschlieBlich fiir eine bessere
Wiérmeddmmung. Analog kann auch eine Optimierung der Schallddimmung fiir einen ge-

gebenen maximalen Wert der Warmedurchgangszahl durchgefiihrt werden.

Fiir eine groflere Entscheidungsfreiheit des Anwenders wird die Pareto-optimale Lisung
ermittelt. Im Optimierungsproblem wird dann nicht ein einzelner optimaler Punkt einer
Zielfunktion gesucht, sondern ein Giitefunktionsvektor f (d) = [-Rp°* (d), U (d)}T wird
minimiert [91, 144]. Die PARETO-optimale Losung P ist durch

dePe{deD[f(d)<f(d)};={}

definiert. Die leere Menge auf der rechten Seite der Gleichung bedeutet, dass ein Punkt
d* zu der PARETO-optimalen Losungsmenge P nur dann gehort, falls es keinen anderen
Punkt gibt, an dem sich die Ziele R™? und U des Optimierungsproblems verbessern. Alle
Punkte der PARETO-optimalen Losung bilden die Pareto-Front. Der Anwender entschei-
det nach den selbstgewéhlten Kriterien, welcher Punkt der PARETO-Front die optimale
Losung darstellt. Als Entscheidungskriterium fiir die optimale Losung konnen auch weitere
Werte, bspw. die sich daraus ergebende Gesamtdicke oder das Gewicht der Wandstruktur,

hinzugezogen werden.

5.4.2 Optimierung durch Parametervariation und genetischen

Algorithmus

Das Schalldammvermoégen einer Struktur héngt im Wesentlichen von der Steifigkeit, der
Materialdampfung und insbesondere von der flichenbezogenen Masse ab und die Wir-
meddmmung von den Wérmeleitkoeffizienten. Wird nur eines der beiden Ziele fiir eine
geringe Anzahl von Parametern und einfacher Wandstruktur (bspw. die Variation der
Dicke von lediglich einer Schicht einer mehrschichtigen Wand) optimiert, ldsst sich ein

Bestwert unter Umstédnden auch durch praktische Erfahrung abschétzen.

Fiir eine multikriterielle Optimierung ist dies im Allgemeinen nicht moglich. Fiir ge-
brauchliche Werkstoffe korreliert das Schalldimmvermogen einer Struktur iiblicherweise
nicht mit dem Wérmeddmmvermdogen [85]. Sind weiterhin Luftspalte und Hohlrdume
vorhanden, besteht sowohl fiir die Warmeddmmung als auch fiir die Schallddmmung ein
komplexer Zusammenhang. Ist die Anzahl der Auslegungsparameter (bspw. die Anzahl
der Schichten einer Wandstruktur) gering, kann eine einfache Parametervariation zum
Ziel fithren. Da der erforderliche Aufwand dazu jedoch sehr stark mit der Anzahl der
Auslegungsparameter wéchst, sind dieser Moglichkeit jedoch enge Grenzen gesetzt. Wer-

den bspw. zwei Parameter d; und dy in 7 = 10 Schritten unterteilt, sind hierfiir > = 100
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Berechnungen notwendig. Fiir drei Parameter und ¢ = 20 sind es bereits 8000 Berech-
nungen. Weiterhin sind unter Umsténden zur genaueren Ermittlung des Optimums noch
Folgerechnungen notwendig. Fiir lediglich ein oder zwei Parameter lésst sich jedoch der
Verlauf der Zielfunktion sehr anschaulich darstellen. Aus dem Aufbau der Funktion lassen
sich moglicherweise auch weitere Informationen gewinnen und der Einfluss von einzelnen

Parametern lésst sich gezielt untersuchen.

Fiir eine hohere Anzahl von Auslegungsparametern ist der Einsatz eines passenden Op-
timierungsalgorithmus notwendig. Als ein weit verbreiteter Ansatz sind die genetischen
Algorithmen zu nennen, die zur Klasse stochastischer Optimierungsalgorithmen gehoren.
Diese beruhen darauf, dass die Prinzipien der Evolutionstheorie nachgeahmt werden, um
damit anspruchsvolle Probleme der Optimierung zu 16sen. Zu den Vorteilen genetischer
Algorithmen zéhlt, dass kaum Problemwissen zur Losung der Optimierungsaufgabe vor-
ab notwendig ist. Weiterhin kénnen auch Losungen fiir nichtlineare und diskontinuierliche
Problemstellungen gefunden werden, in denen die traditionellen Optimierungsverfahren
normalerweise versagen. Als ein groffler Nachteil muss ein hoher Rechenaufwand in Kauf
genommen werden, der aus der hohen Anzahl von notwendigen Berechnungsiterationen
resultiert. Auflerdem kann unter Umsténden der globale Bestwert nicht gefunden und

lediglich ein lokales Optimum ermittelt werden.

Ein genetischer Algorithmus lduft im Allgemeinen nach folgendem Schema ab. Eine An-
fangsmenge von Individuen, ausgedriickt durch eine Kombination der Parameter und oft
als Chromosomen bezeichnet, mit den, in den Grenzen der Nebenbedingungen zufillig
gewihlten Parametern, bildet die erste Generation. Die Anzahl der Individuen ist iibli-
cherweise relativ hoch, weshalb Techniken entwickelt wurden, um die notwendige Anzahl
und damit den Berechnungsaufwand fiir spezielle Einsatzfille zu reduzieren [135]. Im An-
schluss wird eine Iterationsschleife mit einem geeigneten Abbruchkriterium durchlaufen,
wobei in jedem Durchlauf eine neue Generation erzeugt wird. Fiir jede Generation wer-
den durch die Evaluation der Zielfunktion fiir die einzelnen Individuen die sogenannten
Fitnesswerte gebildet, welche angeben wie weit das spezifische Set der Optimierungspara-
meter an das Optimierungsziel angenéhert ist. Anschliefend werden die folgenden Opera-
tionen, namlich die Selektion, Rekombination und Mutation, vorgenommen, um eine neue

Generation zu bilden:

e Der Operator der Selektion wahlt Individuen basierend auf ihrem Fitnesswert aus.
Je hoher der Fitnesswert ist, desto hoher ist die Chance fiir das Individuum seine
Zusammensetzung von Chromosomen an die nachfolgende Generation weitergeben

zu konnen.

e Durch die Rekombination werden neue Individuen durch die Kombination der Chro-

mosome der Eltern gebildet.
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e Die Mutation erlaubt die zuféllige Abénderung von Chromosomen.

Neben diesen Basis-Mechanismen konnen auch andere weiterentwickelte Techniken zum
Einsatz kommen [50, 135]. Das Ablaufdiagramm des genetischen Algorithmus zur mul-
tikriteriellen Optimierung von Wandstrukturen und Paneelen ist in der Abb. 5.14 dar-
gestellt. Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Berechnungsalgorithmus von CASTELLANOS

[20] verwendet.

Start mit zufalliger -
Anfangspopulation Fitnesswert
(Zielfunktion)
GA-Operationen: Berechiungen
* Selektion ) Modifizierte . -
> * Rekombination Parameter )Warme?lammung. Umgd
. Schallddmmung: Ry
* Mutation

Nein Abbruchkriterium
erfullt?

i
)

Ja

| Beende Programml

Abbildung 5.14: Ablaufdiagramm der multikriteriellen Optimierung durch den genetischen
Algorithmus.

5.5 Einflussparameter des virtuellen Mehrzweck-

labors

Im realen Versuchslabor hingt die Genauigkeit der Messergebnisse von dem Versuchsauf-
bau und den verwendeten Gerédten ab, wahrend im virtuellen Labor die Qualitdt der
Ergebnisse stark von dem Simulationswerkzeug, den verwendeten Parametern und der

Auswertungsmethodik abhéngen.

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der wichtigsten Simulationsparameter auf das
Schallddmm-Maf} untersucht. Die unterschiedlichen Parameter des Labors und der Simu-
lation haben auf dieses relativ grofle Auswirkungen. Fiir die Ermittlung der Warmedurch-
gangszahl ist hingegen eine relativ grobe Vernetzung und eine niedrige Ordnung der Form-

funktionen ausreichend. Der Einfluss der Simulationsparameter ist hier vernachléssigbar.

Einfluss der Laborparameter

Die unterschiedlichen Parameter des virtuellen Labors (Grofe, Reflexionskoeffizient der
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Laborwénde, Randbedingungen der Priifwand, Position und Anzahl der Schallquellen,
etc.) haben erheblichen Einfluss auf das Schallddmm-MaB. Im Folgenden soll nur eine kur-
ze Ubersicht iiber den Einfluss verschiedener Faktoren gegeben werden. Eine detailliertere

Analyse des Einflusses unterschiedlicher Laborparameter wurde in [1] durchgefiihrt.

Die Abb. 5.15a zeigt die Einfliisse der unterschiedlichen Position der Monopolquelle und
der Schallgeschwindigkeit der Luft. Falls nicht anders angegeben, wird ein Punktstrahler
verwendet, der sich in einer Ecke des Senderaums befindet. Diese Vorgehensweise ent-
spricht nicht den Empfehlungen der DIN EN ISO 10140, welche eine Anzahl von Quellen
iiber den Raum verteilt empfiehlt. Obwohl dies in der Abbildung nicht dargestellt ist, wur-
den auch umfangreiche Untersuchungen mit unterschiedlicher Art der Anregung (bspw.
durch dynamischen Druck tiber eine Fliache oder Linie), Anzahl von Quellen und Positio-
nen durchgefiihrt, wobei festgestellt wurde, dass der Einfluss fiir den Vergleich mit einer
analytischen Ndherungsmethode oder einer Messung vernachléssigbar ist. Andere Arbei-
ten bildeten einen Mittelwert iiber eine Anzahl von Berechnungen mit unterschiedlichen
Positionen der Quelle [4]. Aus dem oben genannten Grund wird dies zur Minimierung
des Berechnungsaufwandes nicht durchgefithrt. Der Wert der Schallgeschwindigkeit ist
in der vorliegenden Arbeit fiir alle numerischen Berechnungen konstant. Eine eventuelle

Abweichung kann jedoch einen Einfluss gegeniiber experimentell ermittelten Verldufen
haben.

Obwohl die Materialwerte der zu priifenden Wand keine direkten Parameter des Mess-
labors darstellen, soll der Einfluss von Schwankungen der Materialwerte kurz erlautert
werden. Derartige Schwankungen bei Herstellung einer Serie von konstruktiv gleichen
Priifkérpern konnen kaum vermieden werden und fithren zu (leicht) unterschiedlichen
Messkurven. Weiterhin arbeitet natiirlich auch eine numerische Ndherung nur mit den
zugrunde gelegten Werten, weshalb sich Abweichungen zur experimentellen Ermittlung
nicht vermeiden lassen. In der Abb. 5.15b werden die Dichte, die Poissonzahl, der Elas-
tizitdtsmodul und der isotrope Verlustfaktor der Wand um jeweils 10% nach unten und

oben variiert, was zu einer Streuung der Kurvenverlaufe fiihrt.

In der Abb. 5.16a wird die Abhéngigkeit des Verlaufs des Schallddmm-Mafles einer Be-
tonwand von der Grofle des virtuellen Labors gezeigt. Aulerdem zeigt die Abb. 5.16b
einen direkten Vergleich des ungemittelten Frequenzverlaufs von R, in dem der stérkere
Einfluss der Eigenfrequenzen im niedrigen Frequenzbereich bei geringerer Flache des vir-

tuellen Labors ersichtlich ist.
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Abbildung 5.15: (a) Einfluss der Position der Quelle und Schallgeschwindigkeit der Luft. Fiir
Ref. befindet sich die Quelle in einer Raumecke und ¢y = 3407, fiir Varg befindet sich die
Quelle innerhalb des Raumes und fiir Varc betrigt die Schallgeschwindigkeit ¢ = 3367 . (b)
Einfluss der Variation der Materialeigenschaften der Wand. Gegeniiber der Referenz (Ref.) sind
fiir Varys, alle Werte von E, v, p und  um 10% hoher und fiir Vary,— um 10% niedriger
angesetzt.
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Abbildung 5.16: Verlauf des Schallddmm-Mafles fiir unterschiedliche Gréflen des virtuellen
Labors. Die Flichen von Sende- und Empfangsraum betragen jeweils: A; =~ 4m?, Ay ~ 9m? und
As =~ 16m?. Die analytische Niherung (analy.) wurde mit der G (5.13) und Gl. (5.14) ermittelt.

Einfluss der Fehlerschranke

Um die notige Fehlerschranke epg zum Vergleich mit experimentellen Daten abschéitzen
zu konnen, wird ein 2D Modellproblem des virtuellen Labors mit etwa 20m? Gesamt-
fliche nach der Abb. 5.8 untersucht. Die rechteckigen Geometrien des Fluidbereichs und
der Platte ermdglichen die Verwendung strukturierter Netze, was eine exakte Festlegung
der Knotendichte ermoglicht. Es soll nochmal betont werden, dass sich die durch den Feh-

lerschétzer nach Abschnitt 4.1 vorgegebene Elementgréfie auf die Genauigkeit im Fluid-
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gebiet bezieht. Es werden aulerdem der Pollution-Fehler und der Einfluss der Eigenfre-
quenzen nicht beriicksichtigt. Bei der Verwendung der SEM ist das numerische Verhalten
bei hohen Frequenzen und in der Néhe von Eigenfrequenzen (vgl. Abschnitt 4.2.1) jedoch
relativ gut. Es werden eine 0.12m dicke Betonwand mit entsprechend niedriger Inzidenz-
grenzfrequenz, sowie eine 15mm dicke Flachpressplatte aus Holzspan (die Materialwerte
sind p = 650%, v = 0.285, F = 2.9GPa und n = 0.03) untersucht. Fiir letztere ergibt
sich ein hoher Wert der Inzidenzgrenzfrequenz und entsprechend ist die Biegewellenlange

fiir einen groflen Bereich des Frequenzspektrums niedriger als die Luftschallwellenldnge.

In der Abb. 5.17 ist der in Terzen gemittelte Verlauf (Frequenzen pro Terz: n, = 110) des
Schallddmm-Mafes fiir die untersuchten Wandaufbauten dargestellt. Der Einfluss der Feh-
lerschranke ist fiir die Betonwand relativ gering. Fiir die Flachpressplatte ergeben sich, er-
wartungsgeméaf, unterhalb der Inzidenzgrenzfrequenz groBlere Abweichungen. Hier miisste
die Wand also feiner vernetzt werden als der Fluidbereich. Selbstverstandlich kann die Bie-
gewellenldnge fiir die homogene Wand fiir jede Frequenz berechnet werden, doch ist dies
fiir komplexe Wandstrukturen nicht mehr moglich. Das Beispiel der Flachpressplatte dient
daher der Abschétzung inwieweit sich eine Unterdiskretisierung auf das Schalldamm-Maf}
auswirkt. Fiir komplexe Strukturen muss durch Erfahrungswerte oder iteratives Vorgehen
die Fehlerschranke (und damit die Diskretisierungsdichte) fiir den unteren Frequenzbereich

entsprechend angepasst werden.

Aufgrund der Mittelung der Frequenzen fiir die jeweilige Terz ergibt sich in der Abb. 5.17
ein etwas verschonertes Bild der Auswirkungen der Fehlerschranke. Daher sind in den Abb.
5.18 und 5.19 jeweils die Abweichungen gegeniiber dem Referenz-Verlauf mit hoher Ge-
nauigkeit dargestellt. Der ermittelte Einzahlwert R™°? variiert je nach der Fehlerschranke
fiir die Betonwand um etwa 0.5% (R™¢ = [59.68dB; 59.97dB]) und fiir die Flachpressplat-
te um etwa 1.0% (R™¢ = [31.46dB; 31.77dB]). Hierbei ist jedoch zu beachten, dass sich
Abweichungen durch den Mittelungsprozess aufheben kénnen und die Variation, insbe-
sondere fiir niedrigere Werte der Teilungszahl n,, selbst bei einer geringfiigigen Anderung

der Wand bzw. der Laborparameter, erheblich grofler werden kann.
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Abbildung 5.17: In Terzen gemittelter Verlauf in Abh#ngigkeit von der Fehlerschranke fiir
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Abbildung 5.18: Abweichungen gegeniiber dem Referenzverlauf fiir eine 0.12m dicke Beton-

wand.
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Abbildung 5.19: Abweichungen gegeniiber dem Referenzverlauf fiir eine 15mm diinne Flach-
pressplatte.

Seite 125



Virtuelles Mehrzwecklabor

Die Eigenfrequenzen haben einen grofien Einfluss auf das Schalldamm-Maf$ (insbesondere
im niedrigen Frequenzbereich) und auch auf den numerischen Fehler. In der Abb. 5.20 ist
der Frequenzverlauf des Schallddmm-MafBies R der Betonwand im Intervall [250Hz; 500Hz]
sowie die Abweichung gegeniiber einer Referenzlosung, erstellt mit hoher Genauigkeit, dar-
gestellt. Die Eigenfrequenzen des gekoppelten F'SI-Problems und die Eigenfrequenzen der
Wand sind ebenfalls eingezeichnet. Es wird hier deutlich, dass insbesondere die Wand-
eigenfrequenzen einen erheblichen Einfluss auf die Genauigkeit der numerischen Losung
haben. Das auf der SEM basierende virtuelle Mehrzwecklabor hat hier Vorteile, da der
numerische Fehler in der Ndhe von Eigenfrequenzen bei Verwendung von Formfunktionen

héherer Ordnung geringer ausféllt.
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Abbildung 5.20: Einfluss der Eigenfrequenzen auf die Genauigkeit der numerischen Losung.
Wandeigenfrequenzen werden als vertikale rote Linien (unten und oben) und die Eigenfrequenzen
des FSI-Problems als vertikale blaue Linien eingezeichnet (nur oben).

Um den Einfluss der Fehlerschranke auf den Einzahlwert zu untersuchen, ist die Dicke d
der Betonwand und der Flachpressplatte nun nicht mehr fest vorgegeben, sondern wird
variiert. In der Abb. 5.21 ist der ermittelte Verlauf des Einzahlwertes jeweils fiir die Be-

tonwand und die Flachpressplatte fiir unterschiedliche Fehlerschranken in Abhéngigkeit
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der Dicke dargestellt. Die Referenzkurve wurde mit hoher Genauigkeit berechnet. Es er-
scheint eine Fehlerschranke von epg = 0.1% hinreichend fiir diinnwandige Wénde und

komplexe Geometrie. Fiir massive Wénde kann die Fehlerschranke hoher gewahlt werden.
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Abbildung 5.21: Einfluss der Fehlerschranke auf den Einzahlwert.

Einfluss der Teilungszahl

Wihrend der Einfluss der Fehlerschranke relativ gering ist, hat die Anzahl der Untertei-
lungen pro Terz n; einen gréferen Einfluss auf das Schallddimmmaf R. In der Abb. 5.22 ist
der Verlauf des in Terzen gemittelten Schallddmm-Mafles fiir die 0.12m dicke Betonwand
und die 15mm dicke Flachpressplatte und einer Fehlerschranke von epg = 0.1% darge-
stellt. In der Abb. 5.23 ist ersichtlich, dass das Frequenzspektrum bei zu geringer Anzahl
an Unterteilungen nicht addquat wiedergegeben werden kann. Im Gegensatz zur Arbeit
von ARJUNAN et al. [5], in welcher nur eine geringe Anzahl an Frequenzen im Bereich
der Terzmittenfrequenz zur Berechnung verwendet wurde, wird argumentiert, dass eine
hohere Anzahl von n; notwendig ist, um den Verlauf des Schalldimm-Mafles bzw. den
Einzahlwert akkurat ermitteln zu kénnen. Insbesondere wird der Einfluss von Eigenfre-

quenzen durch eine hohere Anzahl von Unterteilungen minimiert.

In der Abb. 5.24 sind fiir die Betonwand (epg = 0.1%) die Einzahlwert-Kurven fiir unter-
schiedliche Unterteilungszahlen dargestellt. Die Referenzkurve wurde mit hoher Genau-
igkeit und Teilungszahl berechnet. Durch Vergleich mit der Referenzkurve erscheint eine
Mindestanzahl von n; > 20, insgesamt also 320 Berechnungen fiir die Terzbidnder von

100Hz bis 3150Hz, zur akkuraten Bestimmung des Einzahlwertes ausreichend zu sein.
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Abbildung 5.23: Frequenzverlauf mit der Variation der Terzteilungszahl im niedrigen Fre-

quenzbereich.
75
73 /A"A_ A 7&;>A“~A’:=/_;’;_:—_A ~A
1::1:;§:<-,¢;,1x¢; . /,A/""‘* o /A:_?’____‘t:-r-—t"?‘f“s‘:,
’E‘ A a-” —1\‘ \-j\ Wff.:_:F*' v v o - .
A e SRS iy
/ «
3 N
£3 69
Ay
o Ref. coke D) L Rl
67
-—e—- 1;=43 v- n=13 ---<+---n;=3
65
0.225 0.230 0.235 0.240 0.245 0.250
d [m]

Abbildung 5.24: Einfluss der Anzahl an Terzteilungen auf den Einzahlwert einer Betonwand.
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6 Ausgewihlte Anwendungsbeispiele

6.1 Schalldimmung von Wandstrukturen

In diesem Abschnitt wird ein Vergleich der Berechnungen im virtuellen Labor mit vor-
wiegend aus der Literatur entnommenen Messungen durchgefiihrt. Diese wurden geméf
der Richtlinie DIN EN ISO 10140 bzw. dquivalenten Normen vorgenommen. Bei der Be-
urteilung ist zu beachten, dass es auch bei experimenteller Ermittlung des Schalldamm-
Mafes in unterschiedlichen Messeinrichtungen zu teilweise erheblichen Schwankungen des
Schallddmm-Mafles kommen kann. Die Griinde dafiir liegen zum einen in den relativ
geringfiigigen Abweichungen der Materialwerte der gemessenen Wandstruktur. Anderer-
seits haben allerdings die spezifischen Parameter der jeweiligen Priifstdnde wesentlich
groflere Auswirkungen. Sowohl die Grofle des Labors und das Absorptionsvermogen der
Laborwinde als auch die Durchfiihrung der Messung haben starke Einfliisse auf die Mes-
sergebnisse, insbesondere im niedrigen Frequenzbereich [22]. In [113, 80] wurden dazu
umfangreiche Ringuntersuchungen durchgefiihrt und Abweichungen zwischen unterschied-
lichen Priifstandkonstruktionen festgestellt, die im Bereich von bis zu 20dB im unte-
ren und 4 — 8dB im mittleren und hohem Frequenzbereich liegen. Eine &hnliche Studie
wurde kiirzlich von MACHIMBARRENA et al. [73] veroffentlicht. In dieser Arbeit wurde
die Schallddmmung verschiedener Wandaufbauten anhand von iiber 2000 Datensédtzen
analysiert und es wurden erhebliche Schwankungen beziiglich der ermittelten Einzahl-
werte festgestellt. Bei mangelnder Kenntnis der Parameter der Messungen kann also
auch im virtuellen Labor mittels einer numerischen Simulation lediglich eine tendenzi-
elle Ubereinstimmung der Messkurven erwartet werden. Sind allerdings die wesentlichen
Informationen bekannt (darunter gehoren die Geometrie des Labors, die Absorptionsgra-
de aller Oberfldchen, die Befestigungsbedingungen, die Temperatur und Feuchtigkeit der
Luft), so lédsst sich auch fiir niedrige Frequenzen das Schallfeld, und somit der Verlauf des
Schalldamm-Mafes, sehr genau im virtuellen Labor ermitteln, wie die Arbeit von DE ME-
LO et al. [30] gezeigt hat. Falls nicht anders angegeben, werden praxisiibliche Werte fiir die
Absorptionseigenschaften der Laborwéinde verwendet [1]. Im Senderaum wird ein Reflexi-
onskoeffizient von r = 0.95 und im Empfangsraum ein Reflexionskoeffizient von r = 0.925
vorgeschrieben. Weiterhin wird in diesem Abschnitt die Schalldémmung einiger, vom CBMA
entwickelte, Wandaufbauten ermittelt und Beispiele zu den Schallddmmeigenschaften von

periodisch aufgebauten Wandstrukturen werden ebenfalls gezeigt und diskutiert.
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6.1.1 Schalldimmung von monolithischen und mehrschaligen
Winden

Monolithische Winde

Das Simulationswerkzeug des virtuellen Labors wird anhand experimenteller Daten und
analytischer Ndherungslosungen validiert. Hierbei miissen die vorangegangenen Ausfiihr-
ungen beachtet werden. Eine sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse kann aufgrund
der Abhéngigkeit der numerischen Losungen von den Randbedingungen des virtuellen
Labors nicht erwartet werden, wohl aber eine qualitative Ubereinstimmung, insbesondere

fiir hohere Frequenzen.

Das nachfolgende Beispiel einer diinnen Aluminiumplatte (Abb. 6.1) ist aus der Arbeit von
VILLOT et al. [133] entnommen. Da in der Arbeit sémtliche Abmessungen des experimen-
tellen Aufbaus angegeben sind und auch die Materialwerte von Aluminium (£ = 70GPa,
p = 2700%, v = 0.34) kaum Variationen aufweisen, stimmt der berechnete Verlauf des
Schallddmm-Mafles recht gut mit der Messung {iberein. Insbesondere ist dabei zu beach-
ten, dass kaum Unterschiede zwischen einer 2D und einer 3D Simulation bestehen. Dieses
Ergebnis stimmt mit bekannten Untersuchungen der Literatur iiberein [101]. Dabei wird
natiirlich vorausgesetzt, dass die Geometrie und die Materialparameter in Richtung der
dritten Dimension konstant sind. Wahrend eine 2D Berechnung innerhalb von etwa zwei
Minuten beendet ist, benétigt eine 3D Berechnung jedoch mehr als eine Stunde (Intel
i7-7700K, 32GB RAM). Die bei der Simulation verwendete Fehlerschranke betriagt 1%
und ist trotz der sehr hohen Inzidenzgrenzfrequenz ausreichend niedrig, um eine gute

Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten zu erzielen.
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Abbildung 6.1: Vergleich zwischen der SEM-Simulation im virtuellen Labor und der experi-
mentellen Ermittlung des Schalldamm-Mafles einer diinnen Aluminiumplatte. Die analytische
Losung (analy.) basiert auf Gl. (5.13) und Gl. (5.14) und die experimentellen Daten sind aus
[133] entnommen.
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Als ein weiteres Beispiel wird eine Betonwand untersucht (Abb. 6.2). Die Daten der Wand
sind gegeben durch d = 0.12m, E = 30GPa, p = 2200%, v = 0.3 und n = 0.05. Die
Inzidenzgrenzfrequenz f; liegt im unteren Frequenzbereich und ist in der Abbildung an-
gegeben. Es zeigt sich auch hierbei eine gute Ubereinstimmung zwischen der analytischen
Néherungslosung und der 2D und 3D Simulation. Der hohere Wert des Schalldamm-Mafles
unterhalb der Inzidenzgrenzfrequenz ist qualitativ ersichtlich, aufgrund des hohen Einflus-
ses der Eigenfrequenzen (diese werden durch die analytische Néherung nicht erfasst) ist

der Wert allerdings grofier.
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Abbildung 6.2: Vergleich zwischen der SEM-Simulation im virtuellen Labor und der analyti-
schen Losung (analy.) nach Gl. (5.13) und Gl. (5.14) fiir eine Betonwand.

In der Abb. 6.3 ist das Schalldimm-Maf einer Flachpressplatte mit der Dicke 35mm dar-
gestellt, deren Inzidenzgrenzfrequenz f; im mittleren Frequenzbereich liegt. Das Material
wird als isotrop angenommen und hat die Dichte p = 650%, die Querkontraktionszahl
v = 0.285, den Elastizitdtsmodul £ = 2.9GPa und den Verlustfaktor n = 0.03. Der
Vergleich des numerischen Ergebnisses mit der analytischen N&dherung zeigt eine gute

Ubereinstimmung und der Sprung bei der Inzidenzgrenzfrequenz ist ersichtlich.
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Abbildung 6.3: Vergleich zwischen der SEM-Simulation im virtuellen Labor mit der analyti-
schen Losung (analy.) nach Gl. (5.13) und Gl. (5.14) fiir eine Flachpressplatte.
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Mehrschichtige/mehrschalige Winde
Die Software NorFLAG der Version 4.0 wird im Folgenden zum Vergleich mit der SEM-

Simulation fiir eine mehrschichtige und eine doppelschalige Wand verwendet.

In der Arbeit von SHORTER [119] wurden unter anderem geschichtete Glaspaneele mit ei-
ner Zwischenschicht aus Polyvinylbutyral (PVB) untersucht. Der in der Abb. 6.4 gezeigte
Wandaufbau wird verwendet, um einen Vergleich zwischen der experimentellen Messung
und den numerischen Simulationen mittels der SEM und der Software NorFLAG vorzu-
nehmen. Die Materialwerte der einzelnen Schichten sind in der Tab. 6.1 angegeben. Die
erzielten Ergebnisse sind in der Abb. 6.5 dargestellt. Die Kurven NF beschreiben die
Néherungsergebnisse mittels der Software NorFLAG, wobei der Index dk dicke elastische
Platten und der Index dn diinne elastische Platten kennzeichnet. Die Naherungslosung
fiir diinne elastische Platten versagt bei einem Frequenzbereich von iiber 1000Hz. So-
wohl die Ndaherungslosung fiir dicke Platten als auch die SEM-Simulation zeigen eine gute
Ubereinstimmung mit der Messung. Eine Kenntnis der Giiltigkeitsgrenzen ist bei der
SEM-Simulation im Gegensatz zur Naherungslosung der Software NorFLAG jedoch nicht

erforderlich.
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Abbildung 6.4: Aufbau eines Glaslaminats (nach SHORTER [119]) und der Stahlpaneele mit
Zwischenraum (nach HONGISTO et al. [57]).
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Abbildung 6.5: Vergleich zwischen der Messung (Exp.), SEM-Simulation und der
Néherungslosung mittels NorFLAG (NFg, und NFg,) fir ein Glaslaminat. NFg, steht fiir ei-
ne diinne Wand und NF g, steht fiir eine dicke Wand. Experimentelle Daten sind entnommen
aus [119].
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Tabelle 6.1: Materialwerte fiir Glas, PVB und Stahl.

E[GPa] p [&] vI-] nl-]
Glas 62 2300 024 0
PVB 0.5 1000 049 06
Stahl 210 7850 0.3 0

Eine analytische Ndherungslosung fiir mehrschalige Wandaufbauten ist aus den im Ab-
schnitt 5.2.2 dargestellten Griinden schwieriger. In der Arbeit von HONGISTO et al. [57]
wurde unter anderem ein zweischaliger Aufbau aus zwei 2mm diinnen Stahlblechen (Ma-
terialwerte nach Tab. 6.1) untersucht, welche durch einen 25mm breiten Luftspalt von-
einander getrennt sind. Dass die beiden Bleche nicht miteinander verbunden sind, ver-
einfacht eine analytische Ndherungslosung und ermdoglicht eine Vorhersage des Verlaufs
des Schalldimm-Mafles. In der Abb. 6.6 ist das Ergebnis dargestellt. Die R-Kurve NFp
beschreibt das Schalldamm-Maf relativ genau, jedoch wird hier gegeniiber der R-Kurve
NFp eine zusitzliche Dampfung von etwa 870dB/km analog der Vorgehensweise nach
[132] in den Luftspalts eingebracht. Unter der Beriicksichtigung der Dampfung ergibt sich
eine recht gute Ubereinstimmung mit den experimentell ermittelten Werten. Ohne die
Beriicksichtigung der Dampfung versagt die Ndherungsrechnung jedoch. Die Simulation
mittels SEM ergibt, ohne die Einfithrung einer kiinstlichen Dampfung in die Luftschicht,
eine gute Ubereinstimmung mit dem experimentellen Ergebnis. Die GroSe von Sende-
und Empfangsraum entspricht den Angaben in [132]. Der erste Einbruch bei etwa 150Hz
entsteht durch die Masse-Luft-Masse Resonanz nach Gl. (5.18) und der zweite Einbruch
bei 3400Hz ist bedingt durch die Resonanz der Luftsdule nach Gl. (5.19).
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Abbildung 6.6: Vergleich zwischen der Messung (Exp.), SEM-Simulation und N#herungslosung
mittels NorFLAG (NFp und NFyp) fiir zwei Stahlpaneele mit 25mm Luftspalt. NF p steht fiir den
Luftspalt mit Dédmpfung und NFyp steht fiir den Luftspalt ohne Dédmpfung. Die experimentellen
Daten sind entnommen aus [57].
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6.1.2 Schalldimmung der CBMA Designs

Abschlieflend soll noch das Schalldimm-Maf vierer vom CBMA entwickelten Wandaufbau-
ten fiir eine Referenzkonfiguration angegeben werden. Zwei der Aufbauten werden im
Abschnitt 6.3 hinsichtlich ihrer Schall- und Warmedammungseigenschaften optimiert und
sind in der Abb. 6.7 dargestellt. Die verwendeten Materialwerte sind in der Tab. 6.2 aufge-
listet. Die verwendeten Werte fiir die Abmessungen der Referenzkonfiguration kénnen der
Tab. 6.3 entnommen werden. Die entwickelten Wénde basieren auf neuartigen Entwick-
lungen aus gepressten Strohpaneelen, die im Kern der Aufbauten verwendet werden. Diese
Wiénde wurden in Hinblick auf giinstige Warmeddmmungs- und Schallddmmungseigen-
schaften entwickelt. Weiterhin werden auch Platten aus Polyurethan (PU), Calciumsilicat
(CalSil) und anderen Werkstoffen verwendet.

.005

Hohlraume

CBMA Design I
.d 2 d3.2. dLZ

CBMA Design III CBMA Design IV

Abbildung 6.7: Beispiele fiir die an der CBMA entwickelte Wiénde. Die Materialien und die
Abmessungen sind in Tab. 6.2 und 6.3 angegeben.

Tabelle 6.2: Materialwerte der CBMA Designs.

E[GPa] p[35] v[-] nl[-] k[o]
(a) Beton 25 2300 0.2 0.05 1.51
(b) Pressstroh 2.4 475 0.09 0.025  0.08
(c) Flachpressplatte 2.9 650  0.285 0.02  0.12
(d) CalSil 3.75 1270 0.3 0.004 0.25
(e) PU 0.055 30 0.435 0.1 0.025

Bei der Simulation werden Verbindungen zwischen den Schalen der Designs IT und IV zur

Reduzierung der Einflussfaktoren nicht beriicksichtigt. Die Steifigkeit der Verbindungen
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Tabelle 6.3: Referenzabmessungen der CBMA Designs.

Abmessungen in [mm)]
Design I  dy =6,dy,=>58,d3 =6
Design I dy; =6, dy = 58, d3 = 6, drg = 50
Design III  dy1 =6, di2 = 15, d13 = 30, dog = dao = 58, d31 = d32 = 20
Design IV dy1 =di2 =6, da1 = da2 =58, d31 =d32 =0, dps = 50

ist schwierig zu ermitteln und hat groflen Einfluss auf das akustische Verhalten der Wand
[102]. Da jedoch keine detaillierten Informationen iiber den exakten Aufbau der Verbin-
dungen vorliegen und der Fokus auf dem Aufbau und den Materialien der Schalen liegt,
werden die Aufbauten ohne Verbindungen untersucht. Prinzipiell erhoht sich dadurch das
Schallddmm-MaB unter Umsténden betrachtlich (vgl. auch Gl. (5.17)). In den untersuch-
ten Designs wird kein Dadmmmaterial in den Hohlrdumen verwendet, es sei aber darauf

hingewiesen, dass dieses das Schalldimm-Maf verbessern kann [84].

Fiir die zweite Schale im Design II wird ndherungsweise angenommen, dass die FSI inner-
halb der Hohlrdume vernachléssigbar ist. Diese Annahme hat fiir den Fall kleiner Fléchen
der Hohlrdume und hoher Steifigkeit der Gesamtstruktur vernachléssighbare Auswirkungen
auf das Schallddmm-Maf3. In der Abb. 6.8a sind die in Terzen gemittelten Abweichungen
des Schalldamm-Mafles in einer Ziegelwand, die mit Luft gefiillte Hohlriume (mit ent-
sprechender Kopplung) und leere Hohlrdume aufweist, dargestellt [95]. Dabei werden ein
weiches (E = 1GPa, p = 600%) und ein steifes (F = 25GPa, p = 2300%) Material
sowie zwei Groflen der Hohlrdume untersucht (Abb. 6.8b). Es ist ersichtlich, dass sich fiir
ein steifes Material selbst fiir grofle Hohlrdume geringe Abweichungen ergeben und auch
fiir ein weiches Material die Abweichungen im Fall kleiner Hohlrdume noch relativ gering

ausfallen. Der Einfluss auf den Einzahlwert ist fiir jeden hier betrachteten Fall kleiner als

1%.

Weiterhin wird angenommen, dass fiir das Design II die Steifigkeit fiir eine Drehung von
90° Grad um die z-Achse (vgl. Abb. 6.7) ndherungsweise gleich ist. Da bei der expe-
rimentellen Ermittlung die Abmessungen in z- und y-Richtungen in etwa gleich grof§
sind, ist diese Annahme gerechtfertigt. Im Design III wird die Schicht aus Polyurethan
als Festkorper modelliert, was aufgrund der hohen Porositéit des Werkstoffs lediglich ei-
ne Naherung darstellt. In der Abb. 6.9 sind die mittels der SEM-Simulation ermittelten

Verlaufe des Schallddmm-Mafles dargestellt sowie die jeweiligen Einzahlwerte.
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Abbildung 6.8: Der Einfluss der Luft in den Hohlrdumen einer Ziegelwand. (a) Abweichungen
der ungekoppelten Simulation gegeniiber einer vollstéindigen Kopplung innerhalb der Hohlridume
(aus [95]). (b) Aufbau der Ziegel mit variabler Gréfle der Hohlrdume (Maflangaben in [mm]).
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Abbildung 6.9: Schalldamm-Mafl der CBMA Designs mit Referenzabmessungen.
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6.1.3 Schalldimmung von periodisch aufgebauten Wandstruk-

turen

Es ist schon lange bekannt, dass periodisch angeordnete Strukturen die Wellenausbrei-
tung einschrinken oder sogar vollstdndig unterbinden koénnen. Ein Frequenzbereich in
dem durch die periodische Anordnung die Wellenausbreitung verhindert wird, wird als
Bandliicke (englisch: Bandgap) bezeichnet. Anwendungen wurden in der Forschung ins-
besondere fiir den hochfrequenten Bereich untersucht. Fiir die Schallausbreitung innerhalb
des horbaren Frequenzbereichs sind die Kunstwerke von EUSEBIO SEMPERE bekannt, die
durch periodisch angeordnete Stahlstébe einen Schalldurchgang erschweren [36]. In diesem
Abschnitt soll eine Anwendung der periodischen Strukturen im Bereich der Bauakustik
diskutiert werden. Wahrend die Literatur zur Berechnung der elastischen Strukturen sehr
umfangreich ist [59], gibt es nach Wissen des Autors bislang keine Veroffentlichungen, in
denen die konkreten Schalldémmeigenschaften von periodischen Strukturen anhand einer

numerischen Simulation des FSI-Problems untersucht wurden.

In der Abb. 6.10 sind die untersuchten Einheitszellen fiir die 2D periodisch aufgebauten
Wiénde dargestellt. Die Vektoren e; und e; geben darin die Richtungen an, in welche die

Einheitszellen zur Erstellung der periodischen Struktur wiederholt werden.

= 1 1 |.0.0075m } Einheitszelle
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(a) Einheitszelle 1 (b) Einheitszelle 2 (c) Einheitszelle 3

Abbildung 6.10: Drei unterschiedliche Einheitszellen.

Einheitszelle 1

Fiir die Einheitszelle in der Abb. 6.10a wird in 2, das Material Polyethylen verwendet
(E = 1040MPa, p = 950%). Im Kern €; kommt Stahl bzw. Wolfram (E = 410GPa,
p = 19100%) zum Einsatz. In dieser Untersuchung wird das Ziel einer Bandliicke in
einem moglichst niedrigen Frequenzbereich verfolgt. Um die Bandliicken fiir die Einheits-
zelle zu ermitteln muss das Dispersionsdiagramm berechnet werden. Das Vorgehen wird
im Anhang A.4 gezeigt, wobei auch einige Beispiele fiir die Dispersionsdiagramme mit un-
terschiedlichen Geometrieparametern der Einheitszelle 1 dargestellt sind. Alternativ dazu
konnen die Bandliicken im Ubrigen auch direkt dem Frequenzspektrum entnommen wer-
den, der Berechnungsaufwand ist dafiir allerdings etwas hoher. Generell miissen fiir eine
Bandliicke mit niedrigerer Frequenz die Abmessungen der Einheitszelle vergrofiert wer-

den. Dies fiihrt zu einer ansteigenden Gesamtdicke der Wand, die aus mehreren Schichten
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der Einheitszellen aufgebaut ist. Aus praktischen Griinden wird daher fiir die nachfolgen-
den Untersuchungen der Wert h, = 0.075m festgelegt. Die iibrigen Abmessungen werden
durch eine Parameterstudie ermittelt, so dass sie zu einem moglichst niedrigen Frequenz-
bereich der ersten Bandliicke fithren: w, = 0.125m, w; = 0.0875m und h; = 0.0375m.
Neben einer derartigen Ermittlung einer moglichst tieffrequenten und breiten Bandliicke

kénnen auch Optimierungsalgorithmen verwendet werden [47].

Um die Effizienz des PC zu untersuchen, wird eine periodische Wand, bestehend aus
18 Schichten in der z-Richtung und n,. = 6 Schichten in der y-Richtung betrachtet
(sieche Abb. 6.11a). Als dynamische Erregung wird eine Verschiebung v, des linken unteren
Knotens in y-Richtung vorgegeben, samtliche Réander sind frei. Wie im Abschnitt 4.3.1
entspricht die zeitabhéingige Verschiebung 6ye™? der Verschiebung vy im Frequenzbereich.
In der Abb. 6.12 ist das resultierende Frequenzspektrum fiir einen Stahlkern und einen
Wolframkern dargestellt. Auf der Ordinate ist der dekadische Logarithmus der vertikalen
Verschiebung des rechten oberen Knotens log,(v:/vg) aufgetragen. Es ist ersichtlich, dass
eine Wellenausbreitung in der Bandliicke nahezu vollstdndig verhindert wird. Wird als
Werkstoff fiir den Kern nicht Stahl, sondern Wolfram verwendet, sinkt zum Einen die

untere Frequenz der Bandliicke und zum Anderen wird die Bandliicke weiter.

Wand aus n,,

U T Empfangsraum Schichten » 1
Y| | | | | | | | | | [ — . | | [ [ [ | [ o [ o [
Do nnEEEEEEE . I | | | | | [ | | o | o [ B
O I I I I C I = E E E E E E E E A
TA it © Senderaum Luft .—e
Vo€ A A
(a) (b)

Abbildung 6.11: Periodisch aufgebaute Wandstruktur. (a) Erregung der Wand zur Ermittlung
des Frequenzspektrums. (b) FSI-Simulation im virtuellen Labor.
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Abbildung 6.12: Frequenzspektrum bei dynamischer Anregung des Kontinuums. Die hellgrau-
en (Wolfram) und dunkelgrauen (Stahl) Bereiche kennzeichnen die Bandliicken.

Es wird nun die Schalldimmung der Wand, aufgebaut aus mehreren Reihen von Ein-
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heitszellen, mittels des virtuellen Labors ermittelt. Der Aufbau des Labors entspricht der
Vorgehensweise im Abschnitt 5.2.4 (vgl. auch Abb. 6.11b und 5.8), es wird jedoch der Fre-
quenzbereich bis 10000Hz untersucht. In der Abb. 6.13a ist der Verlauf der Schalldémmung
dargestellt, wobei die Anzahl der Einheitszellen n,,. in Dickenrichtung der Wand variiert
wird. Es wird ein Stahlkern verwendet. Es ist erkennbar, dass die Schalldammung fiir je
drei Reihen der Einheitszellen um etwa 60dB zunimmt, also etwa 20dB pro Reihe. Dabei
nimmt die Dicke der Wand mit jeder Reihe um jeweils 0.075m zu. Das Schalldamm-Mafl

aulerhalb der Bandliicke scheint jedoch weitgehend unabhéngig von n,. zu sein.

Damit eine Anwendung tatséchlich sinnvoll ist, muss die Schalldimmung der periodisch
aufgebauten Wand, zumindest in der Bandliicke, {iber der von einer monolithischen Wand
gleicher lingenbezogener Masse (die Dicke der Wand betrégt dann d., = 0.19m) liegen.
Das dies auch der Fall ist, wird in der Abb. 6.13b ersichtlich. Die Schalldémmung erreicht
in der Bandliicke immens hohe Werte und liegt sogar weit iiber der von einer mono-
lithischen Wand gleicher Dicke dg. Allerdings liegt die Schalldémmung auflerhalb der
Bandliicke deutlich unter den Werten der jeweiligen monolithischen Wénde, was mit der

deutlich niedrigeren Steifigkeit der periodischen Wandstruktur begriindet werden kann.

250
300 f| ——Stahl e dy
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Abbildung 6.13: (a) Verlauf des Schalldimm-Mafes fiir n,. Schichten der Einheitszellen und
einem Stahlkern. (b) Verlauf des Schallddmm-Mafes fiir Stahl- und Wolfram-Kerne (n,. = 6)
und im Vergleich mit einer monolithischen Wand gleicher lingenbezogenen Masse (Dicke deq)
und gleicher Dicke dg (berechnet mit Gl. (5.13) und Gl. (5.14)). Die hellgrauen (Wolfram) und
dunkelgrauen (Stahl) Bereiche kennzeichnen die Bandliicken.

In der Abb. 6.14 sind schliellich noch die logarithmischen Werte der Amplitude des Ver-
schiebungsfeldes iiber einen Ausschnitt der periodisch aufgebauten Wand fiir drei ver-
schiedene Frequenzen dargestellt. Die Wand wird dabei durch das Schallfeld in einer
FSI-Simulation (Abb. 6.11b) angeregt. Die Seite auf der sich der Senderaum und der
Empfangsraum befinden sind in der Abb. 6.14 gekennzeichnet. Die Frequenzen 2000Hz
und 10000Hz liegen auferhalb der Bandliicke und eine Wellenausbreitung ist moglich.
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Fiir die Frequenz 6000Hz innerhalb der Bandliicke wird die Ausbreitung der elastischen
Wellen in der Richtung der Wandnormale stark abgeschwicht. Somit wird auch nahezu
keine Energie in den Empfangsraum {ibertragen, was die hohen Werte des Schallddmm-
MafBes bei dieser Frequenz begriindet. Dazu muss bei der Interpretation der Abb. 6.14 die
logarithmische Skalierung beachtet werden. Fiir die Frequenz f = 6000Hz reduziert sich
die Amplitude der elastischen Welle vom linken Rand (Seite der Erregung im Senderaum)

zum rechten Rand (Seite des Empfangsraums) auf ein Milliardstel.
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Abbildung 6.14: Reprisentative Ausschnitte des logarithmischen Verschiebungsfeldes
log;g <\/ u? + 1)2) bei den Frequenzen 2000Hz, 6000Hz und 10000 Hz (Stahlkern, n,. = 6). Die
Frequenz f = 6000Hz befindet sich in einer Bandliicke.

Einheitszelle 2

Im Folgenden werden mit der Einheitszelle 2 und der Einheitszelle 3 noch zwei weitere
Moglichkeiten untersucht, wobei der duflere Teil der Einheitszelle aus einem relativ steifen
Material besteht. Die in der Abb. 6.10b dargestellte Einheitszelle 2 verwendet einen Mantel
), aus Beton. Der Kern €2, besteht aus Stahl, der von einem weichen Gummi in 2;
umgeben ist (£ = 10MPa, p = 1000%), was mechanische Schwingungen des Kerns
ermoglicht. Die Breite des Kerns betrégt h,, = 0.03375m. Das Dispersionsdiagramm kann

dem Anhang A.4 entnommen werden.

In der Abb. 6.15 sind das entsprechende Frequenzspektrum fiir eine Anregung durch ei-
ne dynamische Verschiebung (vgl. Abb. 6.11a) und der Verlauf des Schalldamm-MaBes
dargestellt. Verwendet werden hierbei n,. = 6 Schichten der Einheitszelle. Da das Fre-
quenzspektrum und der Verlauf des Schalldimm-Mafles nur in sehr geringem Mafle von
der Steifigkeit des Kerns abhéingen, kann die Position der Bandliicke durch eine Anpas-
sung der Masse des Kerns verédndert werden. Dies ldsst sich bspw. dadurch realisieren, dass
der Kern als Hohlprofil gestaltet wird, der mit Stahl- oder Wolframkugeln, gefiillt werden

kann und dadurch in der Masse verandert wird. Der Maximalwert des Schalldimm-Mafes
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in der Bandliicke verringert sich dadurch zwar, allerdings ist es auch bei der halben Mas-
se eines vollstandig gefiillten Stahlkerns noch hinreichend grofS. In der Abb. 6.16 ist das
logarithmische Verschiebungsfeld in der Bandliicke fiir einen Ausschnitt der Wand dar-
gestellt. Die Wand wird dabei durch das Schallfeld in einer FSI-Simulation (Abb. 6.11b)
angeregt. Es ist deutlich erkennbar, dass die gute Schallddmmung auf die Resonanzeffekte
beruht: der schwere Kern in der Einheitszelle wirkt durch seine Bewegung in der weichen

umgebenden Masse der Wellenausbreitung entgegen.
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Abbildung 6.15: Frequenzspektrum fiir die Anregung durch eine dynamische Verschiebung
und Verlauf des Schallddmm-Mafes fiir verschiedene Dichten des Kerns. Die grauen Bereiche
kennzeichnen die Bandliicken fiir den Fall mit einem Kern der Dichte p = 7850%.
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Abbildung 6.16: Reprisentatives logarithmisches Verschiebungsfeld log, <\/ u? 4+ vz> in der
Bandliicke (565Hz).

-12.0

Einheitszelle 3

Als letztes Beispiel wird die komplexere Einheitszelle aus Abb. 6.10c untersucht. Der ver-
setzt angeordnete Hohlziegel besteht aus Beton. Auch in dieser Untersuchung wird wieder
eine moglichst niedrige Frequenz fiir die erste Bandliicke angestrebt. Eine Parameterstu-
die ergibt dafiir die Werte w, = 0.5m, h, = 0.075m, w; = 0.35m und h; = 0.06375m, die
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in den folgenden Untersuchungen verwendet werden. Das Dispersionsdiagramm fiir diese

Werte kann dem Anhang A.4 entnommen werden.

In der Abb. 6.17 ist das Frequenzspektrum fiir die Anregung durch eine dynamische Kno-
tenverschiebung dargestellt. Vergleichend dazu wird das sich ergebende Schalldamm-Maf
der Wandstruktur gezeigt, wobei jeweils n,. = 4 Schichten der Einheitszellen verwen-
det werden. Eine Fiillung der Hohlrdume kann mit Ddmmmaterial vorgenommen werden,
auch um die Warmedédmmung zu verbessern. Vorausgesetzt wird dabei, dass die elastische
Wellenausbreitung innerhalb der Wandstruktur davon nicht beeinflusst wird, da sonst die
Wirkung der PCs beeintrachtigt wird. Die Auswirkungen einer Fiillung mit Luft sind ver-
nachléssigbar (vgl. auch Abb. 6.8). Wihrend fiir die Einheitszellen 1 und 2 jeweils nur
eine grofie Bandliicke im relevanten Frequenzbereich bis 10000Hz existieren, sind hierbei
aufer einer grofien Bandliicke auch mehrere kleine Bandliicken vorhanden (Abb. A.9b).
Daraus ergeben sich nun mehrere Spitzen im Frequenzspektrum und dem Verlauf des
Schalldémm-Mafles (Abb. 6.17). Durch den relativ komplexen Aufbau der Einheitszelle
kommt es zu Interferenzeffekten, was die vergleichsweise ,zackigen® Verldufe erkléart. In
der Abb. 6.18 ist das logarithmische Verschiebungsfeld fiir eine Frequenz von 4000Hz au-
Berhalb von Bandliicken und 6500Hz in einer Bandliicke dargestellt. Die Wand wird dabei
durch das Schallfeld in einer FSI-Simulation (Abb. 6.11b) angeregt.
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Abbildung 6.17: Frequenzspektrum fiir die Anregung durch eine dynamische Verschiebung
und Verlauf des Schallddmm-Mafes.

Abschlieflend kann festgestellt werden, dass der Einsatz von periodischen Wandstruktu-
ren, zum Zweck der Verhinderung der Ubertragung von Schallenergie durch die Wand,
durchaus vielversprechend ist. Insbesondere fiir viele Spezialanwendungen im Bauwesen,
bei denen eine hohe Anforderung an die Schalldimmung verlangt wird, erscheint das Po-
tential der periodischen Wandstrukturen sehr hoch. Durch eine gezielte Steuerung der

Bandliicken in einem bestimmten Frequenzbereich kann das Schallddmmvermogen einer
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Wandstruktur betrachtlich erhoht werden.
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Abbildung 6.18: Reprisentative Ausschnitte des logarithmischen Verschiebungsfeldes
log;, (\/ u? 4+ 02) bei den Frequenzen 4000Hz (nicht in einer Bandliicke) und 6500Hz (in einer
Bandliicke).

6.2 Wirmedimmung von Wandstrukturen

Um ein rechnerisch aufwandiges gekoppeltes Wirmeiibertragungsproblem zu vermeiden,
kann fiir luftgefiillte Hohlrdume und Spalte ein &quivalenter Warmeleitkoeffizient nach
dem Abschnitt 5.3 verwendet werden. Es muss dann zur numerischen Berechnung der
Wiérmedurchgangszahl U einer Wandstruktur lediglich die Warmeleitungsgleichung gelost
werden. Fiir geometrisch komplexe Wandstrukturen kommt dabei das virtuelle Labor mit-
tels der SEM zum Einsatz. Im Folgenden wird dies an den vom CBMA entwickelten Wand-
aufbauten (siehe Abb. 6.7) demonstriert. Das Design II wird detailliert analysiert und die
numerischen Ergebnisse werden mit experimentellen Messwerten verglichen. Die Ermitt-
lung des Temperaturverlaufs und der Warmedurchgangszahl ist fiir die iibrigen Designs
analytisch moglich und wird im Anschluss kurz vorgestellt. Fiir einen detaillierteren Ver-
gleich der im virtuellen Mehrzwecklabor ermittelten Warmedurchgangszahl von Design
IT mit den Messwerten werden die zweite Schale der Wand und die Wand als Ganzes
getrennt betrachtet (Abb. 6.19). Die Abmessungen und Materialwerte konnen der Abb.
6.7, Tab. 6.2 und Tab. 6.3 entnommen werden. Die Emissionsgrade betragen ¢ = 0.9 fiir
die Winde des Luftspalts und € = 0.85 fiir die Wande der Hohlrdume.

Luftgefiillte
Hohlrdume

1Schwerkraft

(b) Einschalige Wand

Abbildung 6.19: Ein- und zweischalige Wénde mit Hohlrdumen.
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Die Tab. 6.4 zeigt die experimentell ermittelten Warmedurchgangszahlen durch das Ver-
fahren mit dem kalibrierten Heizkasten nach der DIN EN ISO 8990 [42] (die experimen-
tellen Daten wurden vom CBMA zur Verfiigung gestellt) und die unter der Anwendung
des Nédherungsverfahrens aus dem Abschnitt 5.3 im virtuellen Labor ermittelten Werte.
Der Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen zeigt fiir die einschalige Wand ge-
ringe Abweichungen, die vermutlich auf Variation der Materialparameter oder Einfliisse
bei der experimentellen Ermittlung zuriickzufiihren sind. Die Annahme einer linearen
Temperaturverteilung in der Dickenrichtung der Wand zur Bestimmung der mittleren
thermodynamischen Temperatur 7, in Gl. (5.23) verursacht bei der Ermittlung im vir-
tuellen Labor einen geringen Fehler. Eine Verbesserung wiirde eine iterative Berechnung
schaffen, auf die aufgrund des geringen Fehlers jedoch verzichtet wird. Im Anhang A.3
wird fiir das Design II ein detaillierter Vergleich zwischen der gekoppelten Berechnung
der Warmeiibertragung (Warmeleitung, Strahlung und Konvektion) und der Berechnung

im virtuellen Mehrzwecklabor angegeben.

Tabelle 6.4: Vergleich zwischen Experiment und N&herungslésung im virtuellen Labor.

Experiment Né#herung (SEM) Experiment Néaherung (SEM)

Einschalige Wand Zweischalige Wand
U [5] 0.98 1.073 0.57 0.576

Die Temperaturverlaufe iiber die Wanddicke und die Warmedurchgangszahlen kénnen fiir
die CBMA Designs [,IIT und IV analytisch geméafi der Vorgehensweise in Gl. (5.24) berech-
net werden, wobei fiir Design IV der dquivalente Warmeleitkoeffizient fiir den Luftspalt

verwendet wird. Die Ergebnisse sind in der Abb. 6.20 dargestellt.

293 293 293
288 288 288
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273 273 273
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z [m] z [m] z [m]

(a) Design I, U ~ 1.284-%-  (b) Design III, U ~ 0.288-%  (c) Design IV, U =~ 0.424 3

Abbildung 6.20: Verlauf der Temperatur iiber die Wanddicke. Fiir den Luftspalt im Design
IV wird ein dquivalenter Wirmeleitkoeffizient verwendet.
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6.3 Optimierung multifunktionaler Wandstrukturen

Wie im Kapitel 5 dargestellt, werden die Schall- und Warmeddammungen sehr effizient im
virtuellen Labor ermittelt. Die geringe Berechnungsdauer zur Ermittlung des Einzahlwer-
tes der Schalldimmung R™°¢ und der Wirmedurchgangszahl U erméglicht die Untersu-

chung und Optimierung von multifunktionalen Strukturen mit vielen hundert Iterationen.

In vielen Anwendungen, in denen die Warmedédmmung von Wénden optimiert wird, wer-
den bei einer multikriteriellen Optimierung oft neben der Warmedurchgangszahl auch
die thermische Masse optimiert. Dadurch kénnen Temperaturschwankungen sowohl in
Richtung des Gebaudeinneren als auch nach Auflen ausgeglichen und somit Kiihl- bzw.
Heizkosten reduziert werden. Dazu wird die Wandstruktur iiber den Verlauf des Tag-
Nacht-Zyklus, oder auch der Jahreszeiten untersucht und abhéngig vom Einsatzstandort
optimiert [2, 26, 15, 110, 74, 142].

Insbesondere im Automobilsektor oder auch im Flugzeugbau wird, neben der Maximie-
rung der Schallddimmung hiufig das Gewicht einer Struktur minimiert [33, 70, 141, 135].
Im Bereich der Gebadudeplanung sind, neben den statischen, akustischen und thermischen

Eigenschaften, vor allem auch die Kosten ein wichtiges Optimierungsziel [75, 29].

Der Fokus liegt in dieser Arbeit auf den Teilzielen der Schalldémmung und der Wéarme-
ddmmung. Es existieren im Bereich des Bauwesens bisher nur wenige Verdffentlichungen,
in denen eine multikriterielle Optimierung von Wandstrukturen hinsichtlich dieser beiden

Ziele vorgenommen wurde [37, 98].

6.3.1 Doppelschalige Wand mit Hohlrdumen

Das CBMA Design II aus der Abb. 6.7 enthélt einen Luftspalt und Hohlrdume. Es wird in
diesem Beispiel eine Optimierung durch Parametervariation durchgefiihrt. Dazu wird eine
grofle Anzahl an Punkten fiir eine Variation der Auslegungsvariablen ds und ds berech-
net. Die Verldufe des Einzahlwertes des Schallddmm-Mafles und der Warmedurchgangszahl

in Abhéngigkeit der Auslegungsvariablen sind in der Abb. 6.21 dargestellt.

Als erstes wird eine Optimierung mit einer gleichen Gewichtung des Schalldamm-Mafles
und der Warmedurchgangszahl in der Zielfunktion vorgenommen. Zur Vorgabe der Ziel-
funktion wird hierbei zur Bestimmung des notwendigen Wertes von 0y bei 50/50-Gewich-
tung der Zielfunktion (siche Abschnitt 5.4.1) eine geringe Anzahl an Parametern evaluiert,

um naherungsweise die Extremwerte fiir die Warme- und Schalldémmung zu bestimmen.

Das Optimierungsproblem lautet fiir eine gleiche Gewichtung der Schall- und Wéarmedam-
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mung an der Zielfunktion dann:

Maximiere ft (dg, dLS) =100 + R:Unod (dz, dLS) — 140U (dg, dLS)

unter den Nebenbedingungen

7

0.005m < dy < 0.065m,
dl = d37
0.00bm < drg < 0.1m.

» (6.1)

Fiir das Optimierungsproblem, bei welchem ein minimaler Wert des Schalldamm-Mafles

von R, .., = 70dB vorgegeben wird, lautet die Zielfunktion
Maximiere ft (dg, dLS) =100-U (dg, dL,S’) . (62)

Die Nebenbedingungen aus der Gl. (6.1) werden in diesem Fall dann um die Ungleichung
Rmod > R’Z},min = 70dB ergénzt. Die sich daraus ergebenden Zielfunktionen fiir beide
Optimierungsprobleme sind in der Abb. 6.22 dargestellt. Fiir den ausgeschnittenen Teil
der Fliche in Abb. 6.22b wird die Bedingung fiir einen Minimalwert von R™°? nicht erfiillt.

(a) R4 (d) (b) U(d)

Abbildung 6.21: Schalldimm-Mafl und Warmedurchgangszahl in Abhéngigkeit von den Pa-
rametern dyg und ds.
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Abbildung 6.22: f; (d) fiir gleiche Gewichtung der Schall- und Warmeddmmung und f; (d) fiir
die Maximierung von U bei gegebenem Ry, min-

In der Abb. 6.23 sind die Werte R™°¢ und U fiir alle berechneten Parameterkombina-
tionen und die sich daraus ergebende PARETO-Front dargestellt. Wie im Abschnitt 5.4.1
erlautert, befinden sich auf dieser die Optimalpunkte fiir jeweils ein Teilziel. So hat bspw.
der Punkt fiir R7"*? = 74dB die Warmedurchgangszahl U = 0.64-%-. AuBer diesem Punkt

hat kein anderer Punkt mit R™°? = 74dB eine geringere Wirmedurchgangszahl. Das glei-

\WY
m2K

ergibt sich R™¢ =76.9dB. Alle anderen Punkte mit einer besseren Schalldimmung haben

che gilt auch fiir das Teilziel der Warmedurchgangszahl. Fiir den Punkt mit U = 0.7

gleichzeitig eine schlechtere Warmedurchgangszahl. Daher kann, neben der Einhaltung
von Grenzwerten durch den Auftraggeber oder den Gesetzgeber, ein weiteres Kriteri-
um herangezogen werden. So sollen die optimierten Designs, wie in Kapitel 1 erldutert,
dazu beitragen die Luftverschmutzung zu reduzieren, indem eine moglichst hohe Men-
ge an Stroh einer sinnvollen Verwendung zugefiihrt wird damit diese nicht verbrannt
werden muss. Als zusétzliches Entscheidungskriterium kann also die Maximierung der
Schicht dg e, aus gepresstem Stroh herangezogen werden. Weiterhin kann auch eine mi-
nimale Dicke des Luftspalts dgmin, und damit eine geringere Gesamtdicke der Wand,
als ein mogliches Auswahlkriterium verwendet werden. Die dazugehorigen Werte, welche
im Ubrigen teilweise deckungsgleich mit den Werten fiir ds ,q, sind, kdnnen ebenfalls
der Abbildung entnommen werden. In der Abb. 6.23 ist auch die Referenzkonfigurati-
on eingezeichnet. Der Datenpunkt der Referenzkonfiguration liegt oberhalb der PARE-
TO-optimalen Menge, was bedeutet, dass es unabhéngig von der Formulierung der Ziel-
funktion (aber mit den gleichen Nebenbedingungen) Datenpunkte gibt, die ein besseres
Schallddimm-Mafl und eine bessere Warmedurchgangszahl aufweisen. Die Abmessungen
der Referenzkonfiguration kénnen der Tab. 6.3 entnommen werden und die Werte des
Schallddmm-Mafles und der Warmedurchgangszahl der Referenzkonfiguration werden in
den Abschnitten 6.1.2 und 6.2 ermittelt.
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In der Tab. 6.5 sind die Ergebnisse der Optimierung durch Parametervariation zusammen-

gefasst. Es ergibt sich bei 50/50-Gewichtung der Zielfunktion ein besseres Schalldimm-

Maf und auch eine bessere Warmedurchgangszahl. Fiir die Vorgabe von R;ku,min ergibt
sich ein deutlich besseres Schalldamm-Mafl bei gleicher Wéarmedurchgangszahl. Falls die
Optimierung durch Parametervariation mit einer grofleren Anzahl von Werten der Aus-

legungsvariablen (und damit hoherem Berechnungsaufwand) durchgefiihrt wird, liegt der

Wert fiir R, ,;, niher an der Vorgabe R, ;, = 70dB.

09 F Datenpunkte o 2 mag ¢ Referenz
—_ - o d ;
= 0s | —o— Pareto-Front ag,min
N
g
= 07}
-

06 |

0.5 L— :

42 50 58 66 74
R [dB]

Abbildung 6.23: PARETO-Front fiir U und Rﬁo‘l mit Entscheidungskriterien drg mi, und
d2,max-

Tabelle 6.5: Werte der Schalldémmung und der Wéarmedédmmung des Referenzdesigns und der
optimierten Designs durch Parametervariation.

Rrod [AB]  Upw [:9z] do [m] drs [m]

w,opt
Referenz 65.92 0.58 0.058 0.05
50/50-Gewichtung 69.98 0.56 0.065 0.10

Vorgabe von R, 70.73 0.58 0.056 0.10

w,min

6.3.2 Wand mit sieben Schichten

Als ein illustratives Beispiel fiir die Anwendung des genetischen Algorithmus wird das
CBMA Design III betrachtet, siche Abb. 6.7. Es werden die vier Schichten d; 1, da1, dsa
und d, 5 variiert. Durch die hhere Anzahl von Optimierungsvariablen ist die Anwendung

des GA deutlich effizienter als eine einfache Variation der Parameter.

Als erstes Optimierungsproblem wird wieder eine gleiche Gewichtung der Schall- und
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Wiérmeddmmung betrachtet. Das Optimierungsproblem lautet dann:
Maximiere f; (d) = 100 + R™ (d) — 44.8U (d)

unter den Nebenbedingungen

S d; = 0.207m,
=1
0.0025m < dy; < 0.02m, (6.3)

0.0Im < ds; < 0.1m,
0.005m < ds; < 0.05m,
0.005m < d; 5 < 0.03m,
dop = da 1,
d3o = d3;.

Fiir das zweite Optimierungsproblem wird ein maximaler Wert der Warmedurchgangszahl

von U, = 0.35 mVQVK vorgegeben und der Wert R™°? der Schalldimmung wird optimiert.
Die Aufgabenstellung lautet dann:

Maximiere f; (d) = 100 + R™*? (d). (6.4)

Es werden die gleichen Nebenbedingungen aus Gl. (6.3) verwendet, die allerdings um
Uu<u,,. =035 m‘évK erginzt werden sollen. Wie in der Abb. 6.24 ersichtlich ist, findet der

genetische Algorithmus fiir beide Optimierungsaufgaben nach einer geringen Anzahl an

Iterationen bereits einen relativ hohen Wert der Zielfunktion. Das Auffinden des globalen

Optimums benoétigt allerdings eine sehr hohe Anzahl von Durchldufen.

137 153
------ max(f ;)

135 o f Ji
i 0
S S

133 147 Jii

131 144

0 50 100 150 200 0 100 200 300 400 500
Tteration i [-] Iteration i [-]
(a) 50/50 Gewichtung (b) U ow

Abbildung 6.24: Verlauf der Zielfunktion f; iiber ¢ Iterationen des genetischen Algorithmus.
Die gestrichelte rote Linie gibt den Maximalwert max (f;;) der i-ten Iteration an.

Zur Ermittlung der PARETO-optimalen Menge werden wieder, wie im vorangegangenen

Seite 149



Anwendungsbeispiele

Abschnitt, fiir eine groe Anzahl von Parameterkombinationen der U-Wert und R™°%-Wert
ermittelt (siche Abb. 6.25). Die PARETO-Front ist, ebenso wie das Entscheidungskrite-
rium einer maximalen Dicke der Pressstrohschicht, in der Abbildung ersichtlich. Da die
Wiérmedammung der Wand allerdings fiir den {iberwiegenden Wertebereich der Optimie-
rungsvariablen sehr gute Werte annimmt, sind die hoheren Werte der Schallddémmung auf

Kosten der Warmedéammung zu bevorzugen.

Die Tab. 6.6 fasst die Ergebnisse der Optimierung zusammen und vergleicht diese mit der
Referenzkonfiguration (mit den Abmessungen nach Tab. 6.3). Durch die Anwendung des
GA kann das Schalldimm-Mafl und auch die Warmedurchgangszahl deutlich verbessert
werden, doch verbessern sich nicht beide Werte gleichzeitig. Dies liegt in beiden Fillen
an der Definition der Zielfunktion, die der GA maximiert. Wie der Abb. 6.25 entnommen
werden kann, liegt der Datenpunkt der Referenzkonfiguration des Design III deutlich

hinter der PARETO-Front. Daraus ergibt sich, dass bei gleicher Warmedurchgangszahl eine

W
m2K

bessere Warmedammung gegeniiber der Referenzkonfiguration moglich ist. Wahrend die

knapp 2dB bessere Schallddmmung und bei gleicher Schallddmmung eine um etwa 0.5

Optimierung durch den GA jedoch lediglich wenige hundert Iterationen benétigt, ist die
PARETO-Front in Abb. 6.25 durch eine Parametervariation mit, bedingt durch die grofle
Anzahl an Optimierungsvariablen, fast 10000 Berechnungsdurchldufen ermittelt worden.
Eine Anwendung in praktischen Féllen ist also nicht sehr effizient und wird hier lediglich

fiir einen Vergleich durchgefiihrt.

Das mittels dem genetischen Algorithmus erzielte Optimum mit dem Ziel gleicher Ge-
wichtung von Schall- und Wirmeddmmung (der Datenpunkt Optimumg 5, in Abb. 6.25)
liegt in unmittelbarer Nahe zur PARETO-Front, woraus sich schlieflen lésst, dass der Op-
timierungsalgorithmus einen sehr guten Wert sehr effizient finden konnte. Fiir das Ziel
einer maximalen Warmeddmmung (der Datenpunkt OptimumU;m) gilt dies jedoch nicht
in gleichem Mafle. Das vom genetischen Algorithmus gefundene lokale Optimum liegt
zwar relativ nahe an der PARETO-Front, doch wird ein besserer Wert auch nach sehr viel
mehr Iterationen nicht gefunden. Dies erklédrt auch die groflere Schwankungsbreite der
Zielfunktion in der Abb. 6.24.

Tabelle 6.6: Werte der Schalldimmung und der Wéarmedémmung des Referenzdesigns und der
optimierten Designs durch Parametervariation.

RmOd [dB] Uopt [%} d171 [m] d172 [m] d271 [m] d371 [I’Il]

w,opt
Referenz 46.19 0.29 0.0060  0.0150  0.0580  0.0200
50/50-Gewichtung 44.56 0.22 0.0027  0.0199  0.0112  0.0446
Vorgabe von U:wx 49.17 0.33 0.0035  0.0057  0.0118  0.0187
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o Datenpunkte ¢ Referenz

0.5 .
= —o— Pareto-Front 4 Optimumsgsg
NE 04 } o 3 maz v OptimumU;Fnaz
=
> 0.3

0.2 F wo

38 41 44 47 50 53

R™? [dB]

Abbildung 6.25: PARETO-Front von U und RL’}"d mit dem Entscheidungskriterium fiir d ;42
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein virtuelles Mehrzwecklabor zur Untersuchung und
Optimierung der Schall- und Warmeddmmungseigenschaften von mehrschichtigen, mehr-
schaligen und geometrisch komplex aufgebauten Wandstrukturen und Paneelen entwi-
ckelt. Das virtuelle Mehrzwecklabor basiert iiberwiegend auf der SEM, verwendet aber

auch analytische Ansétze und Naherungslosungen fiir einfache Félle.

Der Einsatz des in dieser Arbeit entwickelten Mehrzwecklabors ist fiir geometrisch kom-
plex aufgebaute Wande zwingend notwendig, da hierfiir im Allgemeinen keine analyti-
schen Losungen oder Naherungslosungen existieren. Aber auch fiir monolithische, mehr-
schichtige und mehrschalige Wandstrukturen ergeben sich Vorteile, da, im Gegensatz zu
analytischen Losungen und Nédherungsmethoden, keine mafigebenden Einschrankungen
beziiglich der Randbedingungen und Materialmodelle bestehen. Zudem wird eine Fluid-
Struktur-Kopplung vollstdndig beriicksichtigt, was eine akkurate Simulation von mehr-
schaligen Wéanden ermoglicht. Prinzipiell kann daher bei der Verwendung des entwickelten
Mehrzwecklabors auf eine langwierige und kostspielige experimentelle Messung verzichtet
werden, was insbesondere die Durchfithrung von Parameterstudien und Optimierungen

komplexer Wandstrukturen ermoglicht und deutlich vereinfacht.

Die SEM als ein wichtiges Simulationswerkzeug zeichnet sich durch eine hohe Genau-
igkeit und Effizienz aus. Die Verwendung der GAUSS-LEGENDRE-LOBATTO Nodalbasis
fithrt zu einer sehr niedrigen Konditionszahl der Koeffizientenmatrix des linearen Glei-
chungssystems. Dies ermoglicht die Verwendung einer hohen Ordnung der Formfunktionen
und steigert die Genauigkeit der numerischen Simulation. Dariiber hinaus verbessert sich
dadurch das numerische Verhalten in der N&he von Eigenfrequenzen und ungiinstigen
Materialwerten. Bei der numerischen Integration mittels LOBATTO-Quadratur ergibt sich
fiir alle Ordnungen der Formfunktionen eine diagonale Elementmassenmatrix. Transien-
te Problemstellungen konnen dann effizient durch ein explizites Zeitintegrationsverfahren
gelost werden. Fiir frequenzabhingige Wellenausbreitungsprobleme ergeben sich daraus
Vorteile durch die geringere Anzahl von notwendigen numerischen Operationen. Die Effizi-
enz der SEM wird fiir unterschiedliche Probleme der Akustik, Elastodynamik und Fluid-
Struktur-Interaktion im Zeit- und Frequenzbereich sowie fiir transiente und stationére

Wiérmeleitung untersucht. Es kann dabei festgestellt werden, dass sich fiir Problemstel-
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lungen, in denen eine sehr hohe Genauigkeit der Losung gefordert ist, bei der Verwendung
einer hohen Ordnung der SEM eine sehr hohe Effizienz mit niedrigem Speicherplatzbe-
darf ergibt. Die Verwendung der SEM ist dann gegeniiber der Standard-FEM deutlich zu
bevorzugen. Fiir niedrige Genauigkeitsanforderungen muss die Ordnung der Formfunktio-
nen reduziert werden, um die Effizienz der SEM zu maximieren. Im Allgemeinen ergeben
sich fiir niedrige Genauigkeitsanforderungen bei Verwendung der SEM nur noch geringe
Vorteile gegeniiber der Standard-FEM.

Zur Untersuchung der Schalldémmung einer Wandstruktur oder eines Paneels im virtu-
ellen Mehrzwecklabor wird ein FSI-Problem im Frequenzbereich gelost. Der Aufbau des
entwickelten virtuellen Mehrzwecklabors orientiert sich dabei an den Richtlinien der DIN
EN ISO 10140 zur experimentellen Messung. Es wurden umfangreiche Untersuchungen
zur notwendigen Genauigkeit und zu den Einfliissen der Labor- und Simulationsparameter
durchgefiihrt. Soll nur der qualitative Verlauf des Schallddimm-MafBes einer Wandstruktur
ermittelt werden, ist eine vergleichsweise niedrige Genauigkeit zu empfehlen. Insbesondere
fiir mehrschichtige und geometrisch einfache Wandstrukturen konnte hier unter anderem
durch eine angepasste Vernetzung, den Einsatz spezieller Elemente und die LOBATTO-
Quadratur eine deutliche Steigerung der Effizienz des virtuellen Labors zur Berechnung
der Schallddmmung im Vergleich mit kommerzieller Software erreicht werden. Es wurden
auch periodisch angeordnete Wandstrukturen hinsichtlich ihrer Schalldimmeigenschaften
im virtuellen Mehrzwecklabor untersucht. Dabei wurde festgestellt, dass eine sehr hohe

Schalldammung in bestimmten Frequenzbereichen in der Bandliicke erreicht werden kann.

Zur Bestimmung der Warmedurchgangszahl, Kennwert der Warmeddmmung im virtuel-
len Mehrzwecklabor, wird die stationdre Warmeleitungsgleichung gelost. Fiir luftgefiillte
Spalte und Hohlrdume innerhalb einer Wandstruktur wird ein dquivalenter Warmeleitko-
effizient nach der Vorgehensweise der DIN EN ISO 6946 verwendet. Die Berechnung der
Wiérmedurchgangszahl kann dann fiir mehrschichtige und mehrschalige Wénde analytisch
vorgenommen werden. Die Warmeleitungsgleichung wird fiir geometrisch komplexe Wand-
strukturen mit der SEM gel6st. Die Genauigkeit des berechneten Temperaturfelds mittels
der entwickelten SEM ist hierbei sehr hoch, zur Bestimmung der Warmedurchgangszahl
ist im Allgemeinen aber eine niedrige Genauigkeit ausreichend. Die Simulationszeit liegt

auch fiir geometrisch komplexe Wandstrukturen unterhalb von einer Sekunde.

Die im virtuellen Mehrzwecklabor numerisch ermittelten Ergebnisse fiir die Schall- und
Wiérmedammeigenschaften von Wandstrukturen und Paneelen wurden mit experimentel-
len Daten validiert. Es zeigt sich hierbei, im Rahmen der Messungenauigkeiten und Va-
riation der Materialparameter, eine recht gute Ubereinstimmung. Das entwickelte Mehr-
zwecklabor kann zur Optimierung multifunktionaler Wandstrukturen eingesetzt werden.

Die multikriterielle Optimierung in dieser Arbeit bezieht sich auf die Schall- und Warme-
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dammeigenschaften von Wandstrukturen und Paneelen. Der Algorithmus ist in der Lage,
einen ausreichend akkuraten Einzahlwert der Schallddmmung gem&fl DIN EN ISO 717
fiir mehrschichtige und mehrschalige Wandstrukturen innerhalb von weniger als zwei Mi-
nuten auf iiblichen Biirorechnern zu ermitteln. Fiir geometrisch komplexe Strukturen ist
die Berechnungszeit abhéngig von der notwendigen Diskretisierung etwas hoher. In jedem
Fall kénnen aber die Kennwerte der Schallddmmung und Warmeddmmung ausreichend
schnell ermittelt werden, um mit vertretbarem Zeitaufwand mehrere hundert bis tausend

[terationen eines Optimierungsalgorithmus oder einer Parameterstudie zu erméglichen.

7.2 Ausblick

Als verbesserungswiirdig sind die Effizienz und die Flexibilitdt des virtuellen Mehrzweck-
labors zu nennen. Die hohere Simulationszeit fiir geometrisch komplexe Wandstrukturen
und Paneele resultiert aus der Verwendung von Viereckselementen zur Vernetzung der
Struktur. Eine effizientere Berechnung kénnte bei der Verwendung von Dreieckselementen
fiir die Wandstruktur erzielt werden. In diesem Fall ist die SEM mit zusétzlichen Proble-
men verbunden. Weiterhin miissen dann unter Umsténden andere Methoden, bspw. die
Technik der Localized Lagrange Multipliers, zur Kopplung von Fluid- und Strukturberei-
chen erprobt werden. In welchem Mafle die Genauigkeit und die Effizienz davon beeinflusst

werden, soll in zukiinftigen Forschungsarbeiten tiberpriift werden.

Der Optimierungsalgorithmus soll in Zukunft erweitert werden, um andere Ziele, insbe-
sondere die wesentlichen baustatischen und baudynamischen Struktureigenschaften, zu
beriicksichtigen. Die in dieser Arbeit entwickelten numerischen Simulationswerkzeuge sol-
len dementsprechend modifiziert und weiterentwickelt werden. Schlieflich ist zu erwdhnen,
dass das entwickelte virtuelle Mehrzwecklabor in dieser Arbeit nur auf Wandstrukturen
und Paneele im Bauwesen angewendet wird. Prinzipiell kann das Labor aber auch zur Un-
tersuchung und Optimierung multifunktionaler Sandwichstrukturen, geschichteter Lami-
nate und dhnlicher Bauteile im Maschinenbau sowie in der Luft- und Raumfahrtindustrie
eingesetzt werden. Dazu sind zusétzliche Forschungsarbeiten fiir das virtuelle Mehrzweck-

labor erforderlich.
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A Anhang

A.1 Fourier-Transformation

Mittels der FOURIER-Transformation

1 i —iwt
7 (w) = “_2_”4 £ty et dt (A1)

kann eine beliebige Funktion f(t) vom Zeitbereich in den Frequenzbereich iiberfiithrt wer-
den. Dabei wird f (w) als die FOURIER-Transformierte der zeitabhingigen Funktion f (¢)

bezeichnet, und w ist die Kreisfrequenz bzw. der Transformationsparameter.

Beispielhaft wird dies hier an der homogenen skalaren 1D Wellengleichung

p(x,t) 0?p(x,t)
T —c 52— (A.2)

demonstriert. Die Anwendung der Fourier-Transformation auf die Gl. (A.2) fihrt zu der

folgenden 1D Helmholtz-Gleichung im Frequenzbereich:

w 0?p (z,w)

=0 (A.3)

Die auftretenden zeitabhédngigen Randbedingungen auf einem Rand I' konnen ebenfalls
durch die FOURIER-Transformation in den Frequenzbereich transformiert werden. Der
Ubergang des Anfangs-Randwertproblems vom Zeitbereich in den Frequenzbereich er-
laubt es eine aufwéandigere Losung des Problems im Zeitbereich durch die Losung der
HeELMHOLTZ-Gleichung mit den entsprechenden Randbedingungen zu ersetzen. Dies bie-
tet sich insbesondere dann an, wenn, wie es in dieser Arbeit der Fall ist, in erster Linie

das Frequenzspektrum der Losung von Interesse ist.

A.2 Analytische Losung der Helmholtz-Gleichung un-
ter Dirichlet-Randbedingungen

Betrachtet wird die homogene HELMHOLTZ-Gleichung Ap + k*p = 0 iiber ein 2D qua-
dratisches Gebiet 2 € [1 x 1]. Die Randbedingungen p = f,(y) und p = f.(y) auf den
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zwei gegeniiberliegenden vertikalen Randern I'y, und T'. sind gegeben. Auf den zwei ge-
geniiberliegenden horizontalen Réndern I'y; und I',, gelten p = fs(z) und p = f,(x). Das
Randwertproblem wird mittels einer semi-analytischen Methode, entwickelt von TADI in
[128], gelost.

Dabei wird das Problem auf die zwei Teilprobleme aufgeteilt, in denen jeweils die Randbe-
dingungen auf den zwei gegeniiberliegenden Réndern zu Null gesetzt werden. Wird zuerst
fuw(y) = fe(y) = 0 gesetzt, kann die Losung fiir das Teilproblem iiber die Reihenentwick-
lung

Z fi(y)sin (jmz)

ermittelt werden. Die Randbedingungen fiir den unteren und oberen Rand sind gegeben
durch

£ (0) :Q/fs (2) sin (o) de, f; (1) :Q/fn (z) sin (jrz) da.

Die Faktoren f;(y) konnen unter Beachtung einer Fallunterscheidung in Abhéngigkeit von

J bestimmt werden. Fiir den Fall k? > 5272 gilt:

£y() = £,(0) cos (oy) + LU =IO s @) gy o JE

sin (o)

Fiir den Fall k% ~ ;272 gilt:

Mmax

fily) = (f;(0) = f; (1) y + fo (0 +Z"f" ce= (K =47

Fiir k? < 5272 muss eine weitere Fallunterscheidung vorgenommen werden:

° €j27r2—k2 < 00: fj (y) — fi(1)—e"7£;(0) ey + fi(1)—e"£;(0 )e—Ty’

eT—e—T e~ T—eT

o k2<% fi(y) = f;(1) e+ (£;(0) = f; (D) e T) e,
mit 7 = \/j?7% — k2. Analog kann die Losung fiir das Teilproblem mit fs(x) = f,(z) =0

ermittelt werden.

A.3 Numerische L6sung der Warmeiibertragung

durch Wandstrukturen mit Hohlriaumen

Die gekoppelten Berechnungen werden mit der Software COMSOL Multiphysics durch-
gefiihrt, um die Gleichungen (2.32), (2.35) und (2.36) numerisch zu 16sen. Der grundsétzliche
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Aufbau entspricht der Abb. A.1. Die Bestimmungsgleichungen und Randbedigungen sind:

Gl (2.36) in Qu,
Gl (2.32) in Qu,
Gl (2.32) mit 4 =01in  Qp,
Gl. (2.35) auf g,
T=T,und T =T, auf I undT,,
VT = 0 auf I, und T, (A4)
o = 0 auf g,
F = [ 0 ] in Qu,
—4po
po (t) = 0 im Punkt .

T,

l Schwerkraft ¢

Abbildung A.1: Aufbau der gekoppelten Simulation.

Als Anfangsbedingungen werden das Temperaturfeld, Druckfeld und Geschwindigkeitsfeld

T(O) = TO in QF und QH,
@ (0) =0, p(0) = 0 in Qp

vorgegeben. Durch die Bedingung pg (t) = 0 in einem Punkt « konvergiert die Berechnung

schneller. Der dabei entstehende Fehler ist vernachléssigbar klein.

Im Folgenden wird mit Upgppro, der Wert der Warmedurchgangszahl bei der Anwendung
des Naherungsverfahrens nach Abschnitt 5.3 bezeichnet und die entsprechende dquivalente
Wirmeleitféhigkeit fiir den Hohlraum mit k... Fiir das gekoppelte FEM-Modell wird die
Bezeichnung Uy, fiir die Warmedurchgangszahl verwendet. Vergleichsberechnungen mit
dem gekoppelten FEM-Modell und dem Néherungsverfahren werden durchgefiihrt und die
entsprechenden Ergebnisse werden in der Abb. A.2 angegeben. Es wird dabei ein Luftspalt
der Dicke dj s untersucht (siche Abb. 5.13). Die Wénde haben jeweils den Emissionsgrad
€. Die Zeitbereichsberechnung wird fiir ausreichend lange Zeitdauer durchgefiihrt, so dass

ein stationdrer Zustand des Warmeflusses ¢ erreicht ist. Die Warmedurchgangszahl wird
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dann mit der Gl. (2.38) berechnet.

Fiir praxisnahe Emissionsgrade im Bereich € > 0.8 und kleine Spaltdicken ergibt sich eine
sehr gute Ubereinstimmung. Hierbei wird in der gekoppelten FE-Simulation ein Spalt mit

hinreichend groflen Abmessungen in Richtung der Schwerkraft verwendet.

16
A
- Uapproz 7 - Uapproz 4
e || 7 Uew & = Uk /
g g5 s
= 2 e
S ) e
3 /,:::/{
A
B e S ——. w7
L 4
4 1
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Dicke dys [m] Emissionsgrad ¢ [-]
(a) (b)

Abbildung A.2: Vergleich der Warmedurchgangszahlen, berechnet durch die gekoppelte Si-
mulation und das Néherungsverfahren, fiir (a) die Spaltdicke dps und (b) dem Emissionsgrad
€.

Es werden nun komplex geformte Hohlrdume betrachtet. Die hier gezeigten Untersuchun-
gen basieren auf 2D Simulationen, in denen die Schwerkraft orthogonal zur Hohlraumachse
gemafl Abb. A.3 wirkt und dementsprechend b > dyg ist.

we 0

dKe

<

a
.
<«—
Schwerkraft
A
A
wgO0

d i

>
< > < >

Abbildung A.3: Geometrie der Hohlrdume. dg. ist der Abstand der Mitten der Kreuzstreben
voneinander.

In der Abb. A.4 ist fiir verschiedene Parameter von r und lx die Warmedurchgangszahl U
bei der Anwendung des Ndherungsverfahrens im Vergleich zur gekoppelten FE-Simulation
dargestellt. Hierbei wird der U-Wert in einer FE-Simulation fiir eine Wandstruktur der
Dicke d = 0.1m bestimmt, in der in der Richtung der Schwerkraft mehrere Hohlrdume

eingebracht sind. Es werden unterschiedliche Verfahren zur Bestimmung der dquivalenten
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Dicke d;s des Hohlraums verwendet, die der Abb. A.4 unter Beriicksichtigung der De-
finitionen in Abb. A.3 entnommen werden konnen. In der Abb. A.5 ist beispielhaft das

Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld fiir einen kreuzférmigen Hohlraum dargestellt.

4.40 4.9
——m—— Ukopp ——a—- ngpp s %= Uappraz,ke
— 495 ——a-- Uapproz,w . —_ 4.5 e Uapproz,w T Uappraz,lk
o~ JPtae )
g T X Uapproz,q _,——‘X’ g ‘i‘:\
E 110 Fle—— - _-“—'x‘ _____ & E 4.1 \\\\\\‘ —————— - a—-—-—--u
m-===ZII220 -———— [ i - Tl -%
S S AR bt A
m—t - =
3.95 T * 3.7 - L S
T N -
o - o
3.80 L=— 3.3
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.005 0.015 0.025 0.035 0.045

Rundungsradius 7 [m] Linge Ix [m]

(a) Kreishohlraum (b) Kreuzhohlraum

Abbildung A.4: Vergleich zwischen dem Naherungsverfahren und der gekoppelten Simulation
fiir geometrisch komplexe Hohlriume. Hierbei wird drg wie folgt berechnet: drg = VA fiir
Uapprom,w’ drs = dQ fiir Uapproz,q’ drs = dg. fiir Uapprow,ke und dps = Ik fiir Uapprom,lk' A st
hierbei die Flédche des Hohlraums.

L
0.015 298
=
)
& =)
ES)
+ &~
[N}
-3
0.000 293
| ™ @200 |

(b) Temperaturfeld

(a) Geschwindigkeitsfeld
Abbildung A.5: Das Geschwindigkeits- und Geschwindigkeitsvektorfeld (eingezeichnete Pfei-
le in den Hohlrdumen) sowie das Temperaturfeld aus der gekoppelten Simulation fiir einen
kreuzformigen Hohlraum.

Es wird nun der Einfluss der Mechanismen Wirmeleitung (D), Konvektion (C) und Strah-
lung (R) fiir die Wandstrukturen aus der Abb. 6.19 im Abschnitt 6.2 untersucht.

Fiir die vollsténdig gekoppelte FE-Simulation (DCR), in welcher sowohl Wirmeleitung,
Strahlung und Konvektion beriicksichtig wird, ergibt sich, wie auch fiir das Ndherungsver-
fahren, eine gute Ubereinstimmung. Wird in der FE-Simulation nur Wérmeleitung und
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Konvektion (DC), nur Warmeleitung und Strahlung (DR) oder nur Wérmeleitung (D)
beriicksichtigt, ergibt sich eine betriichtliche Abweichung. Die Ubereinstimmung zwischen

gekoppelter Simulation und Approximation ist fiir beide Félle sehr gut.

Tabelle A.1: Vergleich zwischen Experiment, Né&herungslosung und Einfliisse von
Wirmeleitung (D), Konvektion (C) und Strahlung (R) in gekoppelter Simulation.

Experiment DCR DC DR D Néherung (SEM)

Einschalige Wand

U [5%] 0.98 1.078 0.952 1.044 0.813 1.073
Zweischalige Wand
U5 0.57 0.578 0.454 0.554 0.294 0.576

A.4 Berechnung der Dispersionsdiagramme von

periodischen Strukturen

Die Berechnung der unendlich ausgedehnten periodischen Struktur lasst sich durch die Be-
trachtung einer représentativen Einheitszelle vereinfachen. Es muss zur Untersuchung des
dynamischen Verhaltens der PC dann lediglich eine Eigenwertberechnung der Einheits-
zelle fiir eine Reihe von Wellenvektoren durchgefiihrt werden. Hierfiir wird die sogenannte
Irreduzible Brillouin-Zone (IBZ) betrachtet [16]. Der Wellenvektor k wird dann innerhalb
der Werte an den Eckpunkten der IBZ variiert. Fiir eine rechteckige Einheitszelle ist die
IBZ in der Abb. A.6 dargestellt. Die elastischen Wellengleichungen fiir einen Festkorper
im ebenen Verzerrungszustand sind gegeben durch Gl. (2.25). Auf I'gp gelten die peri-
odischen Bloch-Randbedingungen:

u, = u,e F o) (A.5)

Hierbei kennzeichnet z den Zielrand und ¢ den Quellenrand der periodischen Randbe-
dingungen auf I'gr und r ist der Ortsvektor der jeweiligen Rénder. Fiir eine detaillierte

Darstellung der Theorie der PC wird auf die Literatur verwiesen [36].

Nachfolgend werden in diesem Abschnitt die Dispersionsdiagramme fiir die Einheitszel-
len, die im Abschnitt 6.1.3 untersucht werden, berechnet. Die Variation der Geometrie der
Einheitszelle soll zu einem moglichst niedrigen Frequenzbereich der ersten Bandliicke mit
einer moglichst hohen Breite fithren. Dafiir wird eine Parametervariation in der Softwa-
re MATLAB R2017b von The MathWorks, Inc. und COMSOL Multiphysics durchgefiihrt,

mit der die optimalen Werte ermittelt werden. Eine Berechnung der Dispersionsdiagram-
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me ist aber auch mit der SEM moglich [125, 52].
k,

A

M

Irreduzible
Brillouin-Zone

r Ky

PR »
»

1—‘BF T

0

Abbildung A.6: Irreduzible BRILLOUIN-Zone (IBZ) in einem rechteckigen phononischen Kris-
tall.

Einheitszelle 1
Es wird die Einheitszelle 1 aus der Abb. 6.10a untersucht. In der Abb. A.7 und Abb. A.8
sind die Dispersionsdiagramme jeweils fiir die verschiedenen Kombinationen der Werte

von w, und h,, sowie w; und h; fiir einen Kern aus Stahl dargestellt.

Die grau eingezeichneten Bereiche in dem Dispersionsdiagramm geben die Frequenzbe-
reiche an, in denen eine Ausbreitung der Welle nicht, bzw. lediglich unter starker Redu-
zierung der Amplitude, moglich ist. Diese werden als Bandliicken (englisch: Bandgaps)

bezeichnet.

Es ist aus den Abb. A.7 und A.8 ersichtlich, dass die Abmessungen der Einheitszelle
einen erheblichen Einfluss auf die Lage und die Breite der jeweiligen Bandliicken haben.
Es kann insbesondere festgestellt werden, dass ein groflerer Wert von h, die Lage der
ersten Bandliicke verringert. Die Abb. A.8 zeigt die Dispersionsdiagramme fiir die im
Abschnitt 6.1.3 verwendeten Werte der Einheitszelle 1.

15000 15000
— 12000 — 12000
N N
=) =)
S s 9000
N N
g g
=} = 6000
54 Sy
= =
= = 3000
0
r X M r
Wellenvektor [1/m] Wellenvektor [1/m]
(a) we =0.125m, hy = 0.075m (b) wg = 0.05m, h, = 0.05m

Abbildung A.7: Dispersionsdiagramme fiir w; = 0.8w, und h; = 0.6w,. Die grauen Bereiche
kennzeichnen Bandliicken.
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Abbildung A.8: Dispersionsdiagramme fiir die Abmessungen w, = 0.125m, h, = 0.075m,
w; = 0.0875m, h; = 0.0375m und einen Kern aus Stahl und Wolfram. Die grauen Bereiche
kennzeichnen Bandliicken.

Einheitszelle 2 und Einheitszelle 3

Die geometrischen Abmessungen der Einheitszelle 2 (Abb. 6.10b) und Einheitszelle 3
(Abb. 6.10c) werden ebenfalls so gewéhlt, dass sich eine moglichst breite Bandliicke mit
moglichst niedriger Frequenz fiir die jeweilige Einheitszelle ergibt. Die ermittelten Disper-

sionsdiagramme fiir die optimalen Abmessungen sind in der Abb. A.9 dargestellt.

2000 8000
E 1500 Eﬁooo
“~ “
= 1000 = 4000
Q <]
= S
& 5 5y
8 : 8
500 [
0 0
r X M r r X M r
Wellenvektor [1/m] Wellenvektor [1/m]
(a) Einheitszelle 2 (b) Einheitszelle 3

Abbildung A.9: (a) Dispersionsdiagramm fiir die Einheitszelle 2 mit h,, = 0.03375m und
einem Kern aus Stahl. (b) Dispersionsdiagramm fiir die Einheitszelle 3 mit w, = 0.5m, h, =
0.075m, w; = 0.35m und h; = 0.06375m. Die grauen Bereiche kennzeichnen Bandliicken.
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