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Abstract

Research in mathematics education on students’ transition from school to univer-
sity is as multifaceted as the transition itself. Most common research focuses on
two aspects. The first aspect is about an assumed lack of students” knowledge
and competencies when they start at university. The second aspect deals with the
differences between school and university mathematics regarding their nature,

culture and way of doing mathematics.

My research can be associated best with the second research area. I reconstructed
student’s difficulties and his reflections upon them as well as the benefits of his
experiences regarding his transition, from the perspective of a change of belief
systems (Auffassungen). The student shared the information during an interven-
tion seminar addressing the transition. The perspective of reconstruction is based
on the distinction between empirical-concrete and formal-abstract belief systems
which were theoretically connected to the concept of subjective domains of expe-
rience (Bauersfeld, 1983). The adequacy of this distinction is shown in two his-
torical case studies on von Mises” (1931) “Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre
Anwendung in der Statistik und theoretischen Physik” and Kolmogorov’s (1933)
“Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” as well as a qualitative con-

tent analysis of school and higher educational textbooks.

The conducted intensive case study research on one student showed, that the be-
lief changes students experience during their transition are crucial for a success-
tul transition from school to university. Their reflections upon belief changes

within the development of mathematics can be supportive.



Zusammenfassung

Die mathematikdidaktische Forschung beziiglich des Ubergangs von der Schule
zur Hochschule der Studierenden des Fachs Mathematik ist so facettenreich wie
der Ubergang selbst. Zwei besonders prominente Forschungsrichtungen fokus-
sieren einerseits auf vermutete Wissensliicken sowie fehlende Kompetenzen in
der Studieneingangsphase und andererseits auf Unterschiede zwischen Schul-
und Hochschulmathematik in Bezug auf deren Natur, Kultur oder verschiedene

Arten mathematischer Praxis.

Meine Forschung ist der zweiten Forschungsrichtung zuzuweisen, insofern die
Schwierigkeiten wie auch positiven Auswirkungen der Erfahrung des Uber-
gangs der Studierenden, die sie im Rahmen eines Interventionsseminars mittei-
len, sowie deren Reflexion, aus der Perspektive von Auffassungswechseln rekon-
struiert werden. Diese Perspektive fufst auf der Unterscheidung einer empirisch-
gegenstandlichen und formal-abstrakten Auffassung von Mathematik, die auf
theoretischer Ebene mit dem Konzept der ,subjektiven Erfahrungsberei-
che” (Bauersfeld, 1983) verkniipft wird. Die Adaquatheit dieser Unterscheidung
wird dabei anhand historischer Fallstudien zu von Mises’ (1931) ,, Wahrschein-
lichkeitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik und theoretischen Phy-
sik” und Kolmogoroffs (1933) , Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung” sowie einer qualitativen Inhaltsanalyse verschiedener Schul- und Hoch-

schullehrbiicher gezeigt.

Die intensive Fallstudie von einem Studierenden zeigt einerseits, dass die Erfah-
rung von Auffassungswechseln, die Studierende wiahrend ihres Ubergangs erle-
ben, wesentlich fiir einen erfolgreichen Ubergang von der Schule zur Hochschule
ist und zugleich die Reflexion von Auffassungswechseln in der historischen Ent-

wicklung der Mathematik dhnlich positiv wirken kann.



Geleitwort

Nach einer kurzen Einleitung beginnt David Hilbert seine beriihmten ,Grundla-
gen der Geometrie” aus dem Jahr 1899, deren ,,Uberzeugungskraft” nach Hans
Freudenthal ,in einer Philosophie [liegt], die nicht programmatisch verkiindet,

sondern handgreiflich durchexerziert wird,” mit den Worten:

,Erklarung. Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen:
die Dinge des er sten Systems nennen wir Punkte und bezeich-
nen sie mit A, B, C, ...; die Dinge des zweiten Systems nennen
wir Gerade und bezeichnen sie mit a, b, c, ...; die Dinge des drit-
ten Systems nennen wir Ebenen und bezeichnen sie mit a, §,v, ...;
die Punkte heissen die Elemente der linearen Geometrie, die Punkte
und Geraden heissen die Elemente der ebenen Geometrie und die
Punkte, Geraden und Ebenen heissen die Elemente der riumlichen

Geometrie oder des Raumes.

Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseiti-
gen Beziehungen und bezeichnen diese Beziehungen durch Worte
wie ,liegen”, ,zwischen”, ,parallel”, ,congru-
ent”, ,stetig?”; die genaue und vollstandige Beschreibung die-
ser Beziehungen erfolgt durch die Axiome der Geometrie.”

(Hilbert, 1899, S. 4)

Freudenthal beschreibt dieses Werk und seine Folgen als revolutionar, wurde
damit doch ,[...] die Nabelschnur zwischen Realitdt und Geometrie durchge-

schnitten”.

Auffassungen, dariiber ist man sich in der mathematikdidaktischen Community
seit einiger Zeit im Klaren, sind ein wesentlicher Faktor dafiir, wie Wissensent-
wicklungsprozesse in mathematischen Kontexten ablaufen. A. Schoenfeld hat in
seinen Studien erarbeitet, dass der Erfolg von Schiilerinnen und Schiilern we-
sentlich von ihrem ,belief system”, d.h. ihrer Auffassung von Mathematik ab-
héangt. Er hat dabei den Begriff eines (pure) empiricist belief systems als archety-
pisch fiir Schiilerinnen und Schiiler gepragt — vereinfacht gesagt glauben viele
Schiilerinnen und Schiiler nur dem, was sie auch ,, sehen konnen”; d.h. anders als

mit Hilbert beschrieben, ist fiir diese beispielsweise Geometrie eine Theorie von
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tatsachlich gezeichneten Figuren und ein Satz genau dann wahr, wenn die zeich-

nerische Umsetzung in einer Konstruktion gelingt.

Gero Stoffels hat es sich in seiner Dissertationsschrift zur Aufgabe gemacht fiir
den Ubergang von der Schule zur Hochschule relevante Auffassungen auf ver-
schiedenen Ebenen (Lehrbiicher, Schulbiicher, Forschungstagebiicher von Stu-
dierenden etc.) zu beschreiben und zu diskutieren. Dabei ist es kein Zufall, dass
er sich fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung entschieden hat. Zum einen handelt
es sich dabei um einen Inhaltsbereich, der in den letzten Jahren in den Curricula
der Schulen deutlich an Gewicht gewonnenen hat, zum Anderen besteht die
Méglichkeit einen Ubergang von einer empirisch-gegenstindlichen zu einer formal-
abstrakten Auffassung von Mathematik mit Blick auf die historische Entwicklung
pragnant nachzuzeichnen. So ist das im dritten Kapitel analysierte und disku-
tierte Werk von A. Kolmogoroff in direkter Folge eines der sogenannten Hilbert-
probleme entstanden und so etwas wie das historische Pendant zu den Grundla-

gen der Geometrie — eben fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie.

Gero Stoffels gelingt es in seiner Schrift fiir den Bereich der Wahrscheinlichkeits-
theorie auf erkenntnistheoretischer Ebene eine Briicke zu schlagen zwischen der
Rekonstruktion und Diskussion (historischer) Lehrbuchauffassungen auf der ei-
nen Seite und der Interpretation und Diskussion individueller Erfahrungen von
Lehramtsstudierenden zu nachhaltigen Auffassungswechseln im Fach Mathe-
matik auf der anderen Seite. Die der Arbeit unterliegende Fragestellung ist dabei,
ob die explizite Bewusstmachung des historischen Ubergangs (bzw. von funda-
mentalen Unterscheidungsmerkmalen) hilfreiche Erkenntnisse fiir den individu-
ellen Ubergang zwischen einer empirisch-gegenstiandlichen zu einer formal-abs-

trakten Auffassung von Mathematik liefern kann.

Besonders zu wiirdigen ist es, dass es Gero Stoffels auf kohdrente und stringente
Art und Weise in seiner Arbeit gelingt, verschiedene Theorieelemente fiir seine
Rekonstruktionen, Diskussionen und Interpretationen zusammenzufiihren. Die
konzeptionelle Idee, Auffassungen von Mathematik als Aquivalenzklassen von
subjektiven Erfahrungsbereichen (H. Bauersfeld) zu modellieren ist innovativ
und {iberzeugend. Handelt es sich um Aquivalenzklassen fiir die sich die zu
Grunde liegenden Erfahrungsbereiche als empirische Theorien (W. Balzer, ]J.
Sneed, W. Stegmiiller et al.) rekonstruieren lassen, so spricht Gero Stoffels von

einer empirisch-gegenstindlichen Auffassung. Handelt es sich hingegen um eine
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Aquivalenzklasse von Erfahrungsbereichen in der ein empirischer Gehalt be-
wusst aufien vorgelassen wird, spricht er von einer formal-abstrakten Auffassung.
Damit ist es dem Autor gelungen auf stimmige Art und Weise den Begriff der
Auffassungen von Mathematik mit dem theoretischen Konzept subjektiver Er-
fahrungsbereiche zusammenzubringen; fiir den fiir die Ausfiihrungen in der Ar-
beit so wichtigen Wechsel von Auffassungen bedient sich Gero Stoffels als Hin-
tergrundtheorie des Enaktivismus (H. Maturana und F. J. Varela) und dabei ins-

besondere dem Konzept der strukturellen Kopplung.

Im dritten Teil der vorliegenden Arbeit findet sich — nach der konzisen Zusam-
menfassung der theoretischen Erkenntnisse — schliefslich der empirische Teil der
Arbeit; gegliedert in fiinf fallstudienartige , Untersuchungen”. Diese Untersu-
chungen stehen in direktem Riickbezug zu den Forschungsfragen am Anfang der
Arbeit. Der Autor beginnt dabei zunadchst mit der Betrachtung von zwei einschla-
gigen Lehrbuchwerken: Zum einen den , Vorlesungen aus dem Gebiet der An-
gewandten Mathematik (Bd. 1)” von R. von Mises (1931) und zum anderen A.
Kolmogoroffs ,Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” (1933). Beide
konnen als Klassiker der Wahrscheinlichkeitsrechnung bezeichnet werden. Gero
Stoffels arbeitet sehr sorgfiltig die unterschiedlichen zu Grunde liegenden Auf-
fassungen im Sinne des Theorieteils heraus: Wahrend von Mises” Werk (gestiitzt
auf eine sachgerechte strukturalistische Rekonstruktion) als prototypisch fiir eine
empirisch-gegenstandliche Wahrscheinlichkeitsrechnung beschrieben wird,
zeigt sich Kolmogoroffs Wahrscheinlichkeitstheorie als formalistische Theorie im
modernen hilbertschen Sinne. Erganzt werden diese Betrachtungen durch die
systematische Analyse einer Schulbuchreihe sowie zweier gebrauchlicher uni-

versitarer Lehrbiicher.

Herauszuheben sind zudem die Ausfiihrungen zum, von Gero Stoffels an der
Universitat Siegen in einigen Durchgangen selbst konzipierten und durchgefiihr-
ten Seminars fiir Lehramtsstudierende, genannt UberPro_ WR. Hier setzte der
Autor darauf, durch explizite Thematisierung mathematischer Auffassungen fiir
Bedingungen des Auffassungswechsels von der Schule zur Hochschule im Fach
Mathematik zu sensibilisieren. Die Beschreibungen dazu im Case Study Design
und die Auswertung der vielfdltigen Datensatze ist sehr interessant und zeigt auf
eindrucksvolle Weise wie wichtig eine derartige Veranstaltung fiir die Bildungs-

biographie von (Lehramts-)Studierenden des Faches Mathematik sein kann.



X Geleitwort

Mit Blick auf die Entstehung der Dissertation mochte ich zum Ausdruck bringen,
dass es grofie Freude bereitet hat Gero Stoffels zu dieser wichtigen Wegmarke
seiner wissenschaftlichen Emanzipation zu begleiten. Sein scharfer analytischer
Blick auf seinen Forschungsgegenstand, sein unbedingter Wille es genauer wis-
sen zu wollen und seine tief verankerte Motivation die Dinge nur dann zu for-
mulieren, wenn Sie sorgsam begriindet werden kénnen, haben die Erfahrung
sein Dissertationsvorhaben betreuen zu konnen zu einer sehr bereichernden ge-
macht. Und wenn Gero auf Grund seiner empirischen und theoretischen Er-
kenntnisse von einem Ergebnis tiberzeugt ist, kimpft er leidenschaftlich dafiir —
ist aber genauso immer bereit die Hinweise und Bedenken seines Gegentibers
aufzunehmen. In diesem Sinne wiinsche ich ihm alles Gute fiir seinen weiteren

akademischen Weg und wiinsche viel Freude und Erkenntnis beim Lesen dieser
Schrift.

Siegen, 30. Mai 2020 Ingo Witzke



Vorwort & Dank

lacta alea est”

Sueton: Divus Iulius, 32

Diese Arbeit basiert — natiirlicherweise — auf den vielfaltigen Erfahrungen, die
ich wahrend meines bisherigen Bildungswegs, und somit Lebens (schliefilich ge-
schieht Bildung permanent) sammeln konnte. Fiir die Vielfdltigkeit von Erfah-
rungen bilden Uberginge insofern eine besondere Rolle, da sie neue Erfahrungs-

bereiche ermdglichen. Was bedeutet dies konkret?

Der Forschungsgegenstand dieser Arbeit ist der Ubergang von der Schule zur
Hochschule im Fach Mathematik mit besonderem Fokus auf das gymnasiale
Lehramt, den ich zum einen selbst und auch durch Beobachtung von und Ge-
spriachen mit Studierenden erleben konnte. Dieser Ubergang wird schon seit iiber
100 Jahren als ,,problematisch” beschrieben. Das bedeutet allerdings nicht zwin-
gend, dass dieser ,zur Katastrophe” wird. Man kann — und dies ist die Grund-
auffassung, die von mir vertreten wird — solche Ubergange auch als Herausfor-
derung und Chance begreifen, neue Erfahrungen zu machen, bzw. zu ermégli-
chen, und so seine eigenen Auffassungen von Mathematik und dariiber hinaus
kennenzulernen, zu hinterfragen und zu erweitern. Eine Bedingung dafiir, dass
solche Ubergénge zu Chancen und eben nicht zu Katastrophen werden, liegt in
der Ausgestaltung der Erfahrungsbereiche in der diese Ubergange stattfinden.
Fiir mich waren folgende Uberginge und Erfahrungsbereiche mit zugehorigen

Begleitern besonders wichtig.

Der erste Ubergang, der mir besonders in Erinnerung geblieben ist, ist derjenige
von der Grundschule zum Gymnasium, das ich trotz lediglich befriedigender
Leistungen in den Fachern Deutsch und Mathematik besuchen durfte, da —so die
Lehrkraft im Eingangsgesprach — wir am gleichen Tag Geburtstag haben. Meiner
Mutter Renate Stoffels, die wohl am positiven Ausgang des Eingangsgesprachs
einen groflen Anteil hatte, danke ich besonders fiir ihr Engagement bei diesem
Ubergang. Insgesamt kann ich mich gar nicht genug bei meinen Eltern Heinz und
Renate Stoffels bedanken, die mich bei jedem Ubergang, den ich bewiltigen
wollte, nicht nur unterstiitzten, sondern mir auch gentigend Freiheiten verschafft
haben, diese in Angriff nehmen zu konnen. Seit meiner Gymnasialzeit und bis

zum heutigen Tag haben Benjamin J. Peters und ich uns bei vielen Ubergéngen,
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nicht nur intellektueller, sondern auch handfester Art gegenseitig begleitet. Ei-
nen besseren Freund, der konsequent mein Nachdenken iiber Grundauffassun-

gen dieser Arbeit befeuert hat, kann man sich wohl nicht vorstellen.

Meinen Ubergang von der Schule zur Universitit, mit den Fachern Mathematik
und Physik im gymnasialen Lehramt, wiirde ich auch als Herausforderung be-
zeichnen. Dass dieser Ubergang positiv verlaufen und nicht in einer Katastrophe
geendet ist, habe ich wohl meinem grofiartigen Kommilitonen Felix Frankeser zu
verdanken, der mit mir die (Un-)Tiefen eines Mathematik- und Physik-Studiums
ergriindet hat. Ein besonderer Dank im Rahmen meines Studiums und fiir das
entfachen des Interesses an Fragen zu Ubergéngen in Lernbiographien gilt Herrn
Prof. Dr. Wilfried Ploger, der mir in seinem Seminar zu den , Grundformen des
Lehrens” die Augen geoffnet hat, dass man wohl erst ,,ab dem 3. Fachsemester
wisse, ob man einen erfolgreichen Ubergang in das Mathematikstudium ge-
schafft hat”. Wahrend dieser Zeit an der Universitat zu Koln konnte ich bei mei-
nem Ubergang zur studentischen Hilfskraft vielfiltige Erfahrungen, bei der Be-
gleitung von Studierenden mathematischer Lehramter, sammeln. Dass diese so
vielfaltig waren, liegt vor allem daran, dass mir von vielen Mitarbeitern des In-
stituts fiir Mathematikdidaktik (frither noch Seminar fiir Mathematik und ihre
Didaktik) Vertrauen entgegengebracht und Verantwortung iibertragen wurde.
Bedanken mochte ich mich dabei besonders bei Prof. Dr. Andreas Biichter und
Prof. Dr. em. Joseph Steenbrink. Besonders hervorzuheben ist Prof. Dr. Horst
Struve, der mir nicht nur als studentische Hilfskraft das Gefiihl gegeben hat,
wertgeschdtzt zu werden, sondern diese Grundhaltung auch wahrend unserer
gemeinsamen Zeit kooperativen Arbeitens an getrennten und gemeinsamen
Standorten konsequent beibehalten hat. Zusatzlich bedanke ich mich bei ihm an
dieser Stelle auch fiir die Bereitschaft ein Gutachten dieser Arbeit erstellt zu ha-
ben. Neben den professoralen Mitgliedern des Instituts hatte ich das Gliick auch
von anderen Mitarbeitern des Instituts nicht nur bei meiner Arbeit als SHK, son-
dern auch auf dem Weg zum Betriebssport und in die Wissenschaft Mathematik-
didaktik begleitet zu werden. Besonders hervorzuheben sind dabei Dr. Stephan
Berendonk, Dr. Stefan Heilmann, Dr. Katrin Schiffer und Dr. Simeon Schwob, die
immer ein offenes Ohr hatten und in der Regel auch bereit waren mit mir zu

diskutieren.

Nach meiner Zeit als studentische Hilfskraft habe ich die Chance bekommen eine

Stelle als wissenschaftlicher Mitarbeiter an der Universitdt Siegen anzutreten.
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Also einen Ubergang von der Universitdt zur Universitét zu erleben. Auch dort
hatte ich das Gliick vielfaltige positive Erfahrungen zu sammeln, was der gesam-
ten Arbeitsgruppe Didaktik der Mathematik zuzuschreiben ist, die sich ebenfalls
durch eine besondere Offenheit und Diskussionsbereitschaft auszeichnet. Beson-
ders tiefe Diskussionen konnte ich mit Ronny Becker, Dr. Melanie Platz, Dr.
Christoph Neugebauer und Dr. Anna-Marietha Vogler fithren, die insbesondere
deshalb an dieser Stelle namentlich genannt sind, da sie nur eine begrenzte Zeit
Teil der Arbeitsgruppe waren. In einem noch grofleren Maf3 gilt dies fiir meine
Freundin und geschatzte Kollegin Prof. Kathleen M. Clark, mit der ich neben der
Kunst der Fallstudie auch verschiedene europdische und amerikanische Stadte
entdecken konnte. Aus der Arbeitsgruppe mochte ich zusatzlich Kathrin Holten
besonders hervorheben, da sie mit mir seit mittlerweile mehr als vier Jahren ein
Biiro und damit auch viele meiner Gedanken geteilt und diskutiert hat, herzli-
chen Dank!

Im Oktober 2018 habe ich dann meinen Ubergang von der Universitit in die
Schule als Referendar am Studienseminar Bonn erfahren. Auch dieser bot die
Chance fiir vielfaltige — vor allem positive — Erfahrungen. Einen grofsen Beitrag
dazu haben meine Kernseminarleiterin Maria Nelles und meine Fachleiter, Dr.
Michael Neffgen und Jorg Schmallenbach, geleistet, die sich alle durch ihre be-
sondere Wertschatzung der Seminarteilnehmer*innen auszeichneten. Die Mitre-
ferendar*innen haben natiirlich einen ebenso grofien Anteil fiir einen erfolgrei-
chen Ubergang zuriick in die Schule gehabt. Besonders hervorheben machte ich
aus dieser Gruppe natiirlich meine Schulgruppe, Hannah Heese, Judith Frenzel,
Soren Seyfarth, Christina Silva mit denen man im wahrsten Sinne des Wortes
Freud und Leid teilte. Der letzte besonders wichtige Faktor fiir einen erfolgrei-
chen Ubergang in das Referendariat sind nette und offene Kolleg*innen, die be-
reit sind, eine gute praktische Ausbildung sicherzustellen und mir durch ihre re-
tlektierte Praxis neue Perspektiven auf die hier dargestellte Forschung ermog-
lichten. Besonders folgende Kolleg*innen mochte ich dafiir danken Anna Azzam,
Sandra Huser, Claudia Jockers, Peter Koehn, Elke Krause-Brandt und Roland
Rothe.

Die beiden zuletzt beschriebenen Ubergange hitte ich nicht so gewinnbringend
und reibungslos bewaltigen konnen ohne Prof. Dr. Ingo Witzke, der nicht nur
der Erstbetreuer dieser Arbeit ist, sondern mir die Mdoglichkeit gegeben hat den

Ubergang von der Universitit zur Universitit zu beschreiten und mir auch nicht
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den Weg verbaut hat den Ubergang von der Universitit zuriick an die Schule in
Angriff zu nehmen, trotz vermutlich besseren Wissens und schlechten Gewissens
(bei dieser Anmerkung handelt es sich um eine Rekonstruktion). Als Betreuer
und Vorgesetzter hat sich Ingo dadurch ausgezeichnet, dass er mir die Verfol-
gung meiner mathematikdidaktischen Forschungsinteressen als wissenschaftli-
cher Mitarbeiter stets, unter anderem auch durch die Ermoglichung vielfaltiger
Tagungsbesuche und der Teilnahme an zahlreichen Kooperationsprojekten, er-
moglicht hat. Dieser Forderung des Wechselspiels von Vielfaltigkeit und Fokus
verdanke ich meiner Ansicht nach die zahlreichen Erfahrungen, die ich als Mit-
arbeiter der Arbeitsgruppe Didaktik der Mathematik an der Universitit Siegen
sammeln konnte und die erst die verschiedenen Perspektiven der vorliegenden

Arbeit ermoglichten.

Im Kontext der praktischen Fertigstellung dieser Arbeit danke ich meiner
Schwiegermutter Birgitt Barz, meinem Freund Felix Frankeser, meiner Schwester
Silke Peters, meinem Vater Heinz und meiner Mutter Renate Stoffels, meiner Kol-
legin Amelie Vogler sowie meiner Frau Janna Stoffels, die Teile meiner Arbeit in

Bezug auf sprachliche und grammatikalische Richtigkeit durchgesehen haben.

Zum Schluss dieses Vorworts mochte ich meiner Frau Janna Stoffels ganz beson-
ders danken, die mich bei allen meinen Vorhaben sowohl beruflicher wie auch
privater Natur immer unterstiitzt hat und besonders am Ende die fiir mich notige
Geduld, Strenge und Unterstiitzung aufgebracht hat, die die Fertigstellung einer
solchen Arbeit erfordert.

Newton und Einstein danke ich besonders fiir die Begleitung in stillen Denkpha-
sen und dem empirischen Beleg dafiir, dass der Enaktivismus zahlreiche Phano-

mene addquat beschreiben kann.
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Einleitung

Der Ubergang von der Schule zur Hochschule sollte aufgrund seiner Komplexi-
tat aus verschiedenen Perspektiven betrachtet werden. Dabei sind dieser Uber-
gang und mogliche Ubergangsprobleme zunéchst kein originir mathematikdi-
daktisches Forschungsfeld, sondern bilden aufgrund des Facettenreichtums eine
breite Forschungslandschaft verschiedener Disziplinen, wie den Bildungswis-
senschaften, der Soziologie sowie der Allgemein-, Fach- und Hochschuldidaktik.
Beispielsweise kénnen folgende Aspekte beim Ubergang Schule-Hochschule be-
trachtet werden (vgl. Terhart, Bennewitz, & Rothland, 2014; Hoppenbrock, Bieh-
ler, Hochmuth, & Riick, 2016):

e der Wechsel des personlichen Umfelds,
e neue Lehr-, Lern- und Leistungsformen,

e eine neue Fachkultur.

Wohingegen die beiden erstgenannten Aspekte fachunabhdngig bei der Auf-
nahme jedes Studiums eintreten konnen, weshalb deren Untersuchung eher im
Bereich allgemeiner Bildungswissenschaften zu verorten ist, ist die Untersu-
chung der Anderung der Fachkultur! ein mathematikdidaktisch spezifisches
Forschungsfeld. Dieses wurde in den letzten Jahren unter verschiedenen Ge-
sichtspunkten in der Mathematikdidaktik und Hochschulmathematikdidaktik
bearbeitet, was einerseits an der grofien Zahl von Veroffentlichungen? zu diesem
Thema andererseits auch an einer grofieren institutionellen Verankerung ent-
sprechender Fachbereiche mit diesem Forschungsschwerpunkt deutlich wird.
Beispiele fiir diese institutionalisierte Forschung sind das in Deutschland etab-
lierte , Kompetenzzentrum Hochschuldidaktik Mathematik” (khdm) in Pader-
born, aber auch spezielle Fachzeitschriften, wie etwa das internationale RUME?-

Journal.

1 Diese Fachkultur kann die Studentin oder den Studenten tiberraschen, da das Studienfach ,,Ma-
thematik” denselben Namen wie das Schulfach ,,Mathematik” trégt. In anderen Fachern wird ein
moglicher Wechsel der Fachkulturen bereits durch Anderung der Fachbezeichnung, bspw. vom
Schulfach , Deutsch” zur ,Germanistik”, oder vom Schulfach , Religion” zur , Theologie”, ange-
zeigt.

2 Einen kleinen Einblick, insbesondere in deutsche Forschungsliteratur konnen die khdm-Reporte
1-3 (verfiigbar unter www.khdm.de/publikationen) oder Ubersichten zu diesem Thema einschla-
giger Verlage geben.
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2 Einleitung

Das Engagement in und die Férderung von mathematikdidaktischer Forschung
in diesem Themenbereich ist neben dem fachdidaktischen Interesse an Lehr-
Lernprozessen (junger) Erwachsener im Umgang mit , hoherer”, ,,formaler” oder
,abstrakter”* Mathematik, auch dem (politischen) Interesse einer Verringerung
von Studienabbruchquoten geschuldet. So ermittelt Dieter (2012, S. 181) eine Stu-
dienabbruchquote von ca. 80% im Fach Mathematik und 65% im Fach Wirt-

schaftsmathematik.

Gerade diese umfassende Beschiftigung mit dem Ubergang von der Schule zur
Hochschule scheint einen Hinweis darauf zu geben, dass dieses Forschungsfeld
— strenggenommen aber auch der Lehrbereich, da dieser Ubergang auch univer-
sitare Lehre beeinflusst — besonders innovativ sei. Entsprechendes gilt fiir die Be-
trachtung des Ubergangs von Lehramtsstudierenden von der Hochschule zuriick
in die Schule. Diese Einschatzung ist falsch. Die Problematik des Ubergangs —
gerade in der Lehrer*innenbildung — ist bereits seit mehr als hundert Jahren be-
kannt und akut®. Entsprechend wird in aktuellen Diskussionen vielfach die Be-
schreibung der doppelten Diskontinuitat in konziser Form von Felix Kleins Dar-
stellung der doppelten Diskontinuitit bemiiht. Klein beschreibt den Ubergang fol-

gendermafien:

,Der junge Student sieht sich am Beginn seines Studiums vor Prob-
leme gestellt, die ihn in keinem Punkte [sic!] mehr an die Dinge er-
innern, mit denen er sich auf der Schule beschéftigt hat; natiirlich
vergifst [sic!] er daher alle diese Sachen rasch und griindlich. Tritt
er aber nach Absolvierung des Studiums ins Lehramt {iber, so soll
er plotzlich eben diese herkémmliche Elementarmathematik schul-
mafiig unterrichten; da er diese Aufgabe kaum selbststandig mit
seiner Hochschulmathematik in Zusammenhang bringen kann, so
wird er in den meisten Fallen recht bald die althergebrachte Unter-

richtstradition aufnehmen, und das Hochschulstudium bleibt ihm

4 Diese Begriffe zur Charakterisierung von Mathematik, die in der Hochschule insbesondere der
Universitdt vorkommt, werden in dieser Arbeit hinsichtlich ihres Beitrags zur Beschreibung oder
Erlauterung von Ubergangsphanomenen diskutiert. Schlussendlich wird das Begriffspaar ,,for-
mal-abstrakte” Hochschulmathematik genutzt werden. (vgl. 5.2.2)

5 Entsprechend dieses langen Zeitraums in dem der Ubergang nun bemerkt worden ist, kann man
auch von chronischen Ubergangsproblemen in der Lehrer*innenbildung sprechen, was deren L&-
sung durch Sofortmafinahmen , irgendwelcher Art” hochst unwahrscheinlich macht.



nur eine mehr oder minder angenehme Erinnerung, die auf seinen
Unterricht keinen Einflufs [sic!] hat.”
(Klein, 1933, S. 1)

Er beldsst es allerdings nicht bei dieser® Beschreibung des Ubergangs, sondern
formuliert entsprechend seines Ansinnens der Vorlesungsreihe ,Elementarma-
thematik vom hoheren Standpunkte [sic!] aus” auch Losungswege zur Uberwin-

dung der Diskontinuitat. Namlich:

,Diese doppelte Diskontinuitdt [Herv. im Original], die gewif3 [sic!]
weder der Schule noch der Universitit jemals Nutzen gebracht hat,
bemiiht man sich neuerdings aus der Welt zu schaffen, einmal in-
dem man den Unterrichtsstoff der Schulen mit neuen, der moder-
nen Entwicklung der Wissenschaft und der allgemeinen Kultur an-
gepafiten [sic!] Ideen zu durchtranken sucht [...], andererseits aber
durch Beriicksichtigung der Bediirfnisse der Lehrer im Universi-
tatsunterricht.”

(Klein, 1933, S. 1)

Bis heute scheint es keinen Nutzen der beschriebenen doppelten Diskontinuitat
fiir Schulen wie auch Universitaten zu geben, was o6ffentlich bemerkbar in Form
sog. ,Brandbriefe” (Warnecke, Burchard, & Kiihne, 2017a) und Gegenre-
den (Koepf, Rockner, Eichler, Heckmann, 2017) aber auch durch Initiativen zur
Verabschiedung eines Mindestanforderungskatalogs (bspw. cosh, 2014) deutlich
wird. Auch in Gesprachen mit Kolleg*innen an Schulen und Universitdten wird
haufig iiber Ubergangsprobleme, insbesondere Defizite im Bereich grundlegen-
der Fahigkeiten und Fertigkeiten von Studienanfanger*innen, berichtet und dis-
kutiert. Zudem gibt es, auch aufgrund der Reichhaltigkeit dieses Forschungs-
felds, mittlerweile vielfaltige Angebote fiir Schulen und Universitdten, die ver-
suchen den Ubergang abzumildern. Andere Initiativen sehen eine Chance in der
Reflexion und Ausbildung eines reichhaltigen Bildes von Mathematik in der ak-
tiven Auseinandersetzung mit dieser Diskontinuitdt oder zumindest der Ermog-
lichung von Lerngelegenheiten mit Bezug auf spezielle mathematische Arbeits-

weisen.

6 Das direkte Zitieren von Kleins Arbeit in mathematikdidaktischer Forschung zum Ubergang
beschrankt sich zumeist auf diesen Textabschnitt (Hefendehl-Hebeker, 2013, S. 1; Bauer & Part-
heil, 2009, S. 86; Loos & Ziegler, 2016, S. 162).



Einleitung

Diese Arbeit und das damit verbundene Projekt UberPro_WR (Forschungssemi-

nar zur Ubergangsproblematik im Kontext der Wahrscheinlichkeitsrechnung)

lasst sich der zweiten Forschungsrichtung zuordnen, was im ersten Teil dieser

Arbeit dargestellt wird. Dabei bildet die Grundlage der Forschungsarbeit und

des Projektseminars folgende Forschungshypothese:

Der Wechsel von einer empirisch-gegenstandlichen zu einer for-
mal-abstrakten Auffassung von Mathematik” ist eine wesentliche
Hiirde fiir den Ubergang von der Schule zur Hochschule. Ein &hn-
licher Wechsel von Auffassungen ist auch in der Geschichte der
Mathematik zu finden (bspw. in der Entwicklung der Wahrschein-
lichkeitsrechnung). Thre Analyse des historischen Auffassungs-
wechsels unterstiitzt die Studierenden bei ihrem individuellen

Ubergang von der Schule zur Hochschule.

Aus dieser Hypothese lassen sich die folgenden fiinf Forschungsfragen ableiten:

1.

Ist eine empirisch-gegenstandliche Auffassung in der Geschichte der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung nachzuweisen und, wenn ja, wodurch zeichnet sich
diese aus?

Ist eine formal-abstrakte Auffassung in der Geschichte der Wahrscheinlich-
keitsrechnung nachzuweisen und, wenn ja, wodurch zeichnet sich diese aus?
Ist eine empirisch-gegenstandliche Auffassung der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung im Schulkontext nachzuweisen und, wenn ja, wodurch zeichnet sich
diese aus?

Ist die formal-abstrakte Auffassung der Wahrscheinlichkeitsrechnung im
Hochschulkontext nachzuweisen und, wenn ja, wodurch zeichnet sich diese
aus?

Inwieweit kann ein Blick von Studierenden in die Geschichte der Wahrschein-
lichkeitsrechnung im Rahmen von UberPro_WR die Reflexion ihrer Uber-
gangserfahrungen unterstiitzen und ihre Auffassung von Mathematik diver-

sifizieren?

Diese Forschungsarbeit gliedert sich entsprechend der dargestellten Forschungs-

fragen wie folgt. Im ersten Teil wird diese Arbeit im Forschungsfeld ,, Ubergangs-

problematik von der Schule zur Universitdt im Bereich Lehramt Mathematik”

7 Eine Erlduterung der Begriffe ,,empirisch-gegenstandliche Auffassung” und ,formal-abstrakte
Auffassung” wird in Kapitel 5.2 vorgenommen.



verortet. Im zweiten Teil wird ein dieser Fragestellung angemessener Theorie-
rahmen entwickelt, um den Auffassungsbegriff fiir diese Arbeit festzulegen. Den
Schliissel zum Auffassungsbegriff, im Sinne dieser Arbeit, bildet das Konzept der
,subjektiven Erfahrungsbereiche” (im folgenden SEB) (Bauersfeld, 1983), wobei
die Clusterung verschiedener SEB verschiedene Auffassungsdimensionen abbil-
det. Neben spezifischen Elementen von SEB, wie Emotionen, Ich-Identitdt und
Wertungen, ist das Element des (propositionalen) Wissens besonders wichtig fiir
die folgenden Untersuchungen, da Fragen tiber die Auffassung von Mathematik
in der Regel auch Fragen zu Auffassungen iiber mathematisches Wissen beinhal-
ten. Dass solches Wissen in Form von (Eigen-)Theorien analog zur Entwicklung
von Wissen in den Wissenschaften entwickelt wird — und zwar nicht nur von
Erwachsenen, sondern auch von Kindern — ist eine etablierte (psychologische)
Deutung (Gopnik & Meltzoff, 1997). Diese , epistemologische Auffassung” kog-
nitiver Prozesse, ,als wiirde der Wissende {iber eine Theorie verfiigen”
(Schlicht, 2016, S. 45), ist von methodischen Gesichtspunkten aus fiir eine Rekon-
struktion von Auffassungen auf Basis des strukturalistischen Theorienkonzepts
(Sneed, 1971; Balzer, Moulines, & Sneed, 1987) tragfahig und wurde vielfach er-
folgreich im Rahmen von mathematikdidaktischen Untersuchungen angewen-
det (Struve, 1990; Witzke, 2009; Burscheid & Struve, 2018; Schlicht, 2016). Die in
diesem Kapitel vorgestellten Theorien und ihre Anwendung im Verbund sind in
der Mathematikdidaktik nicht neu, allerdings bildet die konsequente Riickfiih-
rung von Auffassungen auf das Konzept der SEB neue theoretische wie auch me-

thodische Perspektiven.

Den dritten Teil dieser Arbeit bilden fiinf Untersuchungen zu den aus der For-
schungshypothese abgeleiteten Forschungsfragen. In der ersten Untersuchung
wird mithilfe einer strukturalistischen Rekonstruktion und qualitativ-inhaltsana-
lytischen Verfahren aufgezeigt, dass es sich bei von Mises (1928, 1931) Konzep-
tion der Wahrscheinlichkeitstheorie um eine empirische Theorie handelt. Durch
diese Analyse wird zudem gezeigt, dass von Mises eine empirisch-gegenstandli-
che Auffassung der Wahrscheinlichkeitstheorie, und auch der Wahrscheinlich-

keitsrechnung, zugeschrieben werden kann. In der zweiten Untersuchung wird



6 Einleitung

mit qualitativ inhaltsanalytischen Mitteln® das Werk , Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung” von Kolmogoroff® (1933) untersucht. Dabei stellt sich
heraus, dass Kolmogoroff in diesem Werk, in Anlehnung an Hilberts (1899)
,Grundlagen der Geometrie”, eine formal-abstrakte Auffassung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zugeschrieben werden kann. In der dritten Untersu-
chung wird exemplarisch eine Schulbuchreihe dahingehend untersucht, ob eine
empirisch-gegenstandliche Auffassung von der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
im Kontext der Stochastik, nachgewiesen werden kann. Auch hier werden dhnli-
che Methoden wie in der historischen Analyse verwandt. Die vierte Untersu-
chung bezieht sich auf die Untersuchung von Auffassungen zur Wahrscheinlich-
keitsrechnung, die in Lehrwerken fiir universitare Stochastik zu Tage treten. Die
Methodik folgt dabei den Herangehensweisen der dritten Untersuchung, wobei
eine Auswahl von einschldgigen Lehrbiichern vorgenommen wurde, die vor-
nehmlich fiir Veranstaltungen zur Stochastik fiir die Lehramter im Bereich der
Sekundarstufen I und II ausgewiesen sind. In der fiinften Untersuchung wird das
Forschungsprojekt ,,UberPro_Wahrscheinlichkeitsrechnung” (im Folgenden
kurz: UberPro_WR) vorgestellt. Das Seminar wurde konzipiert, um Forschungs-
frage flinf zu beantworten und Lehramtsstudierende, insbesondere aus dem
gymnasialen Lehramt, bei ihrem Ubergang und der Reflexion eigener Uber-
gangserfahrungen zu unterstiitzen. Aufgrund des Settings konnten Daten im
Rahmen eines Pre- und Post-Tests sowie eines kontinuierlich von den Studieren-
den zu fithrenden Reflexionsbuch aufgenommen werden. Dadurch werden nicht
nur Anfangs- und Endzustinde des Ubergangs rekonstruierbar (Gueudet, 2016),
sondern es konnen auch Einblicke in die Entwicklung von Auffassungen iiber
den Zeitraum von einem Semester genommen werden. Dabei ist der grundle-
gende Gedanke die Studierenden mithilfe eines Interventionsseminars zu befa-
higen, ihre eigenen Auffassungen von Schul- und Hochschulmathematik zu re-

flektieren und - angeregt durch historische Quellen aus der Entwicklung der

8 Eine strukturalistische Rekonstruktion ist bei diesem Werk nicht notig, da es einerseits keine
empirische Theorie darlegt und andererseits bereits den formalen und mengentheoretischen An-
spriichen des strukturalistischen Theorienkonzepts geniigt.

9 Es gibt verschiedene Schreibweisen des Namens KonMoropos, international gebrauchlich wird
zumeist die Transkription ,Kolmogorov”, im Deutschen auch , Kolmogorow” verwendet. Da
Kolmogoroff allerdings die ,Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” in ihrer Original-
fassung in deutscher Sprache veréffentlicht hat und somit auch die Transkription seines Namens
in dieser Form freigegeben hat, werde ich im Folgenden die dort verwendete Schreibweise , Kol-
mogoroff” verwenden.



Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Wende vom 19. zum 20. Jahrhundert — neue
oder erweiterte Perspektiven zu entwickeln. Dabei geht es nicht darum den
Ubergang in irgendeiner Form zu erleichtern oder zu glétten, sondern den Stu-
dierenden die Moglichkeit zu geben die eigenen Ubergangserfahrungen als Teil
ihrer Lehrer*innenprofessionalisierung zu verstehen und fiir sich nutzbar zu ma-
chen. Methodisch wird in dieser Untersuchung hauptsachlich der Fallstudienan-
satz nach Yin (2014) verfolgt.

Im Anschluss an die Untersuchungen werden die Ergebnisse dieser Arbeit zu-
sammengestellt und ein Ausblick auf mogliche Ankniipfungspunkte fiir weitere
mathematikdidaktische Forschung sowie Hinweise zum ((hoch)schulischen)

Lehren und Lernen von Mathematik gegeben.






Der Ubergang

Schule-Hochschule im
Fach Mathematik






Der Ubergang Schule-Hochschule im Fach Mathematik

Innerhalb der (hochschul-)mathematikdidaktischen Forschung werden verschie-
dene Uberginge in den Blick genommen. Ein Blick in das ,Handbuch der Ma-
thematikdidaktik” (Bruder, Hefendehl-Hebeker, Schmidt-Thieme, & Wei-
gand, 2015) zeigt, dass

e in der Geschichte der Mathematik (Loos & Ziegler, 2015; Biichter & Henn,
2015; Hefendehl-Hebeker & Schwank, 2015; Hattermann, Kadunz, Rezat,
& Strafler, 2015);

e zwischen verschiedenen Darstellungsebenen/-niveaus (Hefendehl-Hebe-
ker & Schwank, 2015; Biehler & Engel, 2015; Schmidt-Thieme & Weigand,
2015);

e mit Bezug auf Auffassungen oder Kognition (Hefendehl-Hebeker &
Schwank, 2015; vom Hofe, Lotz, & Salle, 2015; Schmidt-Thieme & Wei-
gand, 2015; Struve, 2015);

e in curricularen Entwicklungen (Leuders, 2015);

e zwischen Inhaltsbereichen (Biichter & Henn, 2015; Hefendehl-Hebeker &
Schwank, 2015); und

e zwischen Schulformen (Leuders, 2015)

Uberginge in vielfiltigen Kontexten im Rahmen mathematischen Lehrens und

Lernens betrachtet werden.

Einen Uberblick des internationalen Forschungsstandes zum Thema Uber-
gange” hat das Plenary Panel zum Thema , Transitions in mathematics educa-
tion”, im Rahmen der ICME 13 in Hamburg 2016 geben konnen (Gueudet, Bosch,
diSessa, Kwon, & Verschaffel, 2016). Dabei identifizierten die Mitglieder des Pa-
nels drei Merkmale, die zukiinftige Forschung zum Thema ,Ubergange” als be-

sonders fruchtbar kennzeichnen:

e The need for combining approaches.
e From gaps and obstacles to commonalities and opportunities.

e Research results and interventions on transitions.
(Gueudet et al., 2016, S. 26-28)

Neben diesen Forschungsdesideraten zu Ubergangen in verschiedenen For-

schungsfeldern der Mathematikdidaktik, wurde in den vergangenen 20 Jahren
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der Ubergang von der Schule zur Hochschule intensiv und auf vielfaltige Weisen
erforscht. Entsprechend wurde mittlerweile eine groere Anzahl von Ubersichts-
artikeln veroffentlicht, die versuchen, einzelne Forschungsansatze und -ziele zu-
sammenzufassen (Gueudet, 2008; Gueudet et al., 2016). Zugleich liegt eine kaum
iiberschaubare Fiille von Artikeln in Sammel- und Tagungsbanden vor (Hoppen-
brock, Biehler, Hochmuth, & Riick, 2016; Hoppenbrock, Schreiber, Goller, Bieh-
ler, Hochmuth, & Riick, 2013). Neben diesen forschungsorientierten Arbeiten
tauchen vermehrt auch normative beziehungsweise praskriptive Empfehlungen
von Kommissionen, Zentren und anderen Vereinigungen auf, die in den vergan-
genen Jahren explizit zur Erforschung und Losung der Ubergangsproblematik
gegriindet wurden (Mathematik-Kommission Ubergang Schule-Hoch-
schule, n.d.; Hoppenbrock et al., 2016; DMV, GDM, MNU, 2019). Einen entschei-
denden Einfluss auf diese Entwicklung in Deutschland hatte die ,,Qualitatsoffen-
sive Lehrerbildung”, die im Jahre 2011 vom Bildungsministerium fiir Bildung

und Forschung gestartet wurde (vgl. Hoppenbrock, et al. 2016).

Die Forschungs- und Entwicklungsarbeit in diesem Bereich ladsst sich grob zwi-
schen zwei Polen vermuteter Ursachen fiir Herausforderungen beim Ubergang
von der Schule zur Hochschule verorten. Eine Ursache wird darin gesehen, dass
Studienanfanger nicht die nétigen Vorkenntnisse und Fahigkeiten besitzen (kon-
nen) um ein Studium im MINT Bereich — und damit auch in der Lehrer*innen-
ausbildung — aufzunehmen. Eine andere Ursache wird in der , Andersartigkeit”
von Schul- und Hochschulmathematik vermutet. Hefendehl-Hebeker beschreibt
die ,, Andersartigkeit” von Schul- und Hochschulmathematik, indem sie neben
Unterschieden im Inhalt, auch ,ein schnelleres Tempo, eine grofsere Fiille an In-
halten, einen hoheren Grad der Abstraktion und ein starkeres Mafs an Formali-
sierung!® (Hefendehl-Hebeker, 2013) feststellt.

Das in dieser Arbeit beschriebene Promotionsprojekt UberPro_WR legt ebenfalls
den Schwerpunkt auf die Untersuchung der ,, Andersartigkeit” von Schul- und
Hochschulmathematik sowie dessen Einfluss auf Studierende beim Ubergang
von der Schule zur Hochschule. Dabei schliefSt das Projekt an Uberlegungen von
Hefendehl-Hebeker an, die darauf hinweist, dass in der Schulmathematik die

,ontologische Bindung an die Realitdt bestehen [bleibt], wie es bildungstheore-

10 Ein Ziel dieser Arbeit liegt darin, mogliche mathematikdidaktische Kriterien zur Identifikation
solcher ,, Abstraktion” und , h6herer Formalisierungsgrade” anzugeben. (vgl. 5.2.2)
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tisch und entwicklungspsychologisch durch Aufgaben und Ziele der allgemein-
bildendenden Schule gerechtfertigt ist. Damit geht die Schulmathematik kaum
iiber das begriffliche Niveau und den Wissensstand des 19. Jahrhunderts hin-
aus.” (Hefendehl-Hebeker, 2013, S. 16). Dagegen sei ,Mathematik als wissen-
schaftliche Disziplin [...] heute zu einem Geflecht hoch spezialisierter abstrakter
Teilgebiete geworden.” (Hefendehl-Hebeker, 2013, S. 16). Die zentrale Idee, die
hinter diesem Projekt steht, liegt darin die mathematikspezifischen Herausforde-
rungen des Ubergangs von der Schule zur Hochschule nicht als uniiberwindliche
und defizitdre Hiirde zu diagnostizieren, sondern als Chance fiir die Reflexion
der eigenen Perspektive auf das Fach durch Studierende wahrnehmbar und

nutzbar werden zu lassen.






1 Ein kurzer Blick durch die Jahrhunderte

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt nicht in einer vollstandigen Darstellung und
Analyse einer chronischen Ubergangsproblematik in der gesamten Entwick-
lungsgeschichte der Mathematik bzw. der mathematischen Lehre und Wissen-
schaft. Trotzdem lohnt ein Blick auf die Probleme, Losungsansatze und Anforde-
rungen, die mathematisches Lehren und Lernen beim Ubergang von der Schule

an die Universitat in verschiedenen Epochen bereithalt.

Es ist klar, dass die Betrachtung dieses speziellen Ubergangsphénomens erst zu
einem Zeitpunkt beginnen konnte, als zwei differenzierte Systeme , Schule” und

,Universitat” gegriindet wurden.

Laut Wufling (2009) gab es bereits in den Jahren 320-544 n.Chr. in Indien (Wu-
8ing, 2009, S. 91), 701 n.Chr. in Japan (WufSing, 2009, S. 70) und im 9. Jahrhundert
in Konstantinopel (Wuf$ing, 2009, S. 213) erste Einrichtungen, die den Universi-
taten im mittelalterlichen Europa dhnlich waren. Diese wurden mafigeblich von
Boethius gepragt, der als Themenfelder das Trivium (Grammatik, Logik und Di-
alektik) sowie das mathematische Quadrivium (Arithmetik, Geometrie, Astrono-
mie und Harmonielehre) auszeichnete. Beide Bereiche bildeten zusammen die
freien Kiinste — artes liberales) (Wufsing, 2009, S. 268).

Im 11. und 12. Jahrhundert wurden in Europa — gebilligt von kirchlicher Seite —
mehrere Universitiaten gegriindet. Diese waren ein Vorbild fiir weitere Universi-
tatsgriindungen in den folgenden Jahren. An diesen Universitaten verortet Wu-
Bing (2009, S. 281) auch die ,Heimatstatt” der Mathematik und Naturwissen-
schaften. Den Ubergang an die Universitit zu jener Zeit beschreibt WuBing wie
folgt:

,Nach dem Besuch einer Lateinschule wurde der Student im All-
gemeinen im Alter von 14 oder 15 Jahren an einer Universitat im-
matrikuliert, d. h. in die Matrikel (Aufnahmeverzeichnis) eingetra-
gen. Am Anfang stand das Studium der drei grundlegenden
sprachlichen Facher Grammatik, Rhetorik und Dialektik (Trivium);
hieraus leitet sich das Wort , trivial” im Sinne von einfach, grund-

legend, elementar ab.
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Es schlossen sich die vier Facher des Quadriviums an: Arithmetik,
Geometrie, Astronomie und Musik. [...] Das Niveau war meist be-
scheiden. Gelehrt wurden die vier Grundrechenarten mit ganzen
Zahlen; aber schon die Division bot oft genug uniiberwindliche
Schwierigkeiten. Auch die vermittelten geometrischen Kenntnisse
blieben elementar. Auf geozentrischer Basis lehrte man Einiges
iber die Bewegung von Sonne, Mond und den Planeten. Die arith-
metischen und astronomischen Kenntnisse reichten aus fiir den
Computus, die Berechnung der beweglichen kirchlichen Feiertage.
Die Lehre von der Musik — Musik spielt in der christlichen Liturgie
eine wichtige Rolle — stiitzte sich auf eine elementare, mathema-
tisch begriindete Harmonielehre und kniipfte an pythagoreische
Vorstellungen an: Oktave, Quarte, Quinte usw. entstehen, wenn
die Saitenldngen in ganzzahligen Verhaltnissen zueinander stehen.
Dies lief auf das Rechnen mit Proportionen hinaus.”

(Wufling, 2009, S. 283-284)

Diese Institutionalisierung der Wissenschaften und damit auch der Mathematik
schritt stetig voran, auch wenn es laut Wufding (2009, S. 304) im 14. Jahrhundert
zu einer Stagnation des wissenschaftlichen Betriebes kam, der durch den kon-
kurrierenden Austausch zwischen Praktikern und Universalgelehrten in der Re-
naissance jedoch aufgelost wurde. So haben viele bekannte Personlichkeiten wie
Pacioli, Kepler und Newton an Universititen studiert und spater an diesen ge-
lehrt'. Auch tber die Verwobenheit zwischen den Mitgliedern der Familie
Bernoulli und Euler an der Universitat Basel ist einiges tiberliefert. Letzterer ging
bspw. bereits mit 13 Jahren auf die Universitdt, laut Wufling (2009, S. 47), ein

normales Alter.

Die deutsche Universitatslandschaft wurde durch die Besetzung der Franzosen
in der Wende vom 18. in das 19. Jahrhundert mafigeblich beeinflusst. Beispiels-
weise wurde die Universitat zu Koln geschlossen und erst nach dem 2. Weltkrieg
neu gegriindet. Im 19. Jahrhundert wandelte sich das Universitiatswesen maf3-
geblich, so spricht Felix Klein von einer grofieren Zahl Studierender in einem

Grundtenor, der an Diskussionsbeitrage heutiger Zeit erinnert:

11 Uber den Ubergang von Lateinschulen, Klosterschulen und Gymnasien zu Universititen war
im Rahmen meiner Recherche nichts aufzufinden.
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,Die Demokratisierung aller Anschauungen fiihrt zu einer Verbrei-
terung der Kultur und innerhalb derselben zur strengen Speziali-
sierung der einzelnen Zweige der Wissenschaft. Der Forderung der
Zeit entsprechend gewinnt die Lehrtatigkeit eine grofie Bedeutung.
Das nicht mehr durch Standes- und Klassenunterschiede ge-
hemmte Berufsleben schafft einen Andrang zu wissenschaftlichen
Studien, wie er frither undenkbar gewesen ware, namlich unter
dem ganzlich neuen Gesichtspunkte [sic!] der Ausbildung zu dem
nun so bedeutungsvoll gewordenen Lehrerberuf. Damit beginnt
eine Verschiebung des Hauptgewichts wissenschaftlichen Lebens;
seine Trager sind nun nicht mehr die Akademien, sondern die
Hochschulen.”

(Klein, zit. nach Wuflsing, 2009, S. 115)

Eine interessante Ubergangserfahrung zwischen Schule und Universitit ist anek-
dotisch von David Hilbert tiberliefert. WufSing (2009, S. 446) schreibt, dass Hilbert
in seiner Gymnasialzeit in Konigsberg unter ,,dem vorherrschenden Zwang blo-
flen Auswendiglernens sehr gelitten” hatte. Dies fithrte dazu, dass er die Frage,
ob er sich bereits in der Schule viel mit Mathematik beschaftigt habe, mit ,[i]ch
habe mich auf der Schule nicht besonders mit Mathematik beschaftigt, denn ich
wufste [sic!] ja, daf8 [sic!] ich das spdter tun wiirde” (Hilbert, zit. nach Wu-
8ing, 2009, S. 447) beantwortete.

Bevor nun die beiden Schwerpunkte der aktuellen Sicht auf die Ubergangsprob-
lematik hinsichtlich der fehlenden Basisfahigkeiten und -fertigkeiten sowie der
Andersartigkeit von Schul- und Hochschulmathematik illustriert werden, soll an
dieser Stelle auf zwei Klassiker und eine vermutlich weniger bekannte Quelle
zum Ubergang von der Schule zur Hochschule im Fach Mathematik aus dem 20.

Jahrhundert eingegangen werden.

Der erste hier besprochene Klassiker zum Ubergang von der Schule zur Hoch-
schule ist Felix Kleins Beschreibung und Benennung der doppelten Diskontinui-
tit in der Lehrer*innenbildung?, die neben dem Ubergang von der Schule zur

Hochschule auch den Ubergang von der Hochschule zur Schule thematisiert (vgl.

12 Liest man Felix Kleins Schrift fallt auf, dass er nur von ,, dem Student” und ,, dem Lehrer”
spricht, was der Studierendenschaft und dem Lehrkorper dieser Zeit entspricht.
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Einleitung). Hierbei legt Klein, wie bereits Allmendiger (2014) in ihrer Disserta-
tion feststellt, einen Schwerpunkt auf eine zwar episodische aber doch schwer-
punktmafiige inhaltliche Behandlung in seiner , Elementarmathematik vom ho-
heren Standpunkt” und hofft so, insbesondere die zweite Diskontinuitat (von der
Universitdt in die Schule) der ,, doppelten Diskontinuitat” zu losen. Interessan-
terweise sind nicht alle Inhalte elementar in dem Sinne, dass sie Schulmathema-
tik behandeln wiirden, sondern gehen wesentlich iiber diese hinaus, was All-
mendiger (2014, S. 131-135) zur Frage veranlasst, ob es sich bei Kleins Werk nicht
auch um eine ,hchere Mathematik vom elementaren Standpunkt” handelt. Sie
bestdtigt diese These unter anderem damit, dass Klein verschiedene Darstel-
lungswechsel zur Veranschaulichung von ,hoherer Mathematik” nutzt. Weitere
Hinweise dieser Schwerpunktsetzung Kleins werden an seiner Antizipation des
Leserkreises deutlich, den er vor allem im mathematischen Publikum ,,und ganz
besonders den Lehrern der Mathematik an [...] hoheren Schulen” (Klein, 1933,
S. V), die die doppelte Diskontinuitdt im Rahmen ihrer Bildungsbiographie selbst
erlebt oder geldst haben, vermutet. Das stoffliche Ziel Kleins liegt darin ,Inhalt
und Grundlegung der im Unterricht zu behandelnden Gebiete, unter Bezug-
nahme auf den tatsachlichen Unterrichtsbetrieb vom Standpunkte der heutigen
Wissenschaft in moglichst einfacher und anregender Weise {iberzeugend darzu-
legen” (Klein, 1933, V).

Den ausschlaggebenden Impuls fiir sein Werk sieht Klein in einem grofieren In-
teresse der Universitatslehrer an einer , allen Bediirfnissen gerecht werdenden
Ausbildung der Kandidaten des hoheren Lehramts [Herv. im Original]” (Klein, 1933,
S. 1). Die Aktualitat sieht er dadurch gegeben, dass zuvor in den Universitaten
,ausschlieSlich hohe Wissenschaft” betrieben wurde, ohne Riicksichtnahme auf
die Bediirfnisse der Lehrer*innenbildung (Klein, 1933, S. 1). Diese fehlende Riick-
sichtnahme konstatiert Klein dahingehend, dass nicht dafiir gesorgt wurde eine
Verbindung zur Schulmathematik herzustellen. Um eine solche Verbindung auf-
zubauen und auch zukiinftige Lehrer*innen zu unterstiitzen, sieht Klein seine

Vorlesung als , wichtiges Hilfsmittel” (Klein, 1933, S. 1)'® an, was sein Werk zu

13 Die Universitdt Siegen hat basierend auf dieser Idee der Unterstiitzung und Erfahrungen aus
dem Projekt ,Mathematik Neu Denken” (Beutelspacher, Danckwerts, Nickel, Spies, & Wickel,
2010) in allen Lehramtsstudiengéngen elementarmathematische Veranstaltungen in der Studien-
ordnung verbindlich verankert. Diese ermoglichen gerade im gymnasialen Lehramt eine weitere
Perspektive auf die fiir die Schule typischen Stoffgebiete der Analysis, Algebra und Stochastik.
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dem - zumindest in der nationalen Mathematikdidaktik — meist rezipierten Klas-

siker in Bezug auf die Ubergangsproblematik macht.

Der zweite Klassiker, der hier besprochen werden soll, ist Toeplitz Vortrag , Die
Spannungen zwischen den Aufgaben und Zielen der Mathematik an der Hoch-
schule und an der héheren Schule” von der 99. Versammlung deutscher Natur-
forscher und Arzte in Hamburg im Jahr 1928. Auch Toeplitz sieht eine Spannung
zwischen der Schule und Hochschule, die mafigeblich dadurch verursacht wird,
dass die Infinitesimalrechnung nach der Meraner Reform nun auch an Schulen
unterrichtet wird, was zu entsprechenden Anderungen der Einfithrungsveran-
staltungen der Universitaten fiihrte und laut Toeplitz auch gefiihrt haben musste
(Toeplitz, 1928, S. 1). In der Analyse des Verhiltnisses von Schule und Hoch-
schule vor dieser Reform kommt Toeplitz trotzdem zu dem Schluss, dass die
,akute Grenzstreitigkeit, [wohl nicht, G.S.] in ein bestehendes harmonisches Ver-
haltnis storend eingegriffen hatte” (Toeplitz, 1928, S. 1). Die Losung der Span-
nung kann laut Toeplitz nur in einer differenzierten Betrachtung der mathemati-

schen Ziele von Schule und Hochschule erfolgen. Entsprechend formuliert er:

,,Vielmehr vollzog sich hier die erste Beriihrung zweier Welten [Herv.
G.S.], die bisher getrennt voneinander existiert hatten, viel starker
getrennt, als man bei der Breite der gegenseitigen Beriihrungsfla-
che es fiir moglich halten sollte. Die vielen Erorterungen, die iiber
jener [sic!] Grenzstreitigkeit ausgebrochen sind, sind zur Unfrucht-
barkeit verurteilt, wenn sie das Problem nicht aus dem Hintergrunde die-
ser bestehenden Kluft [Herv. G.S.] in ihrem vollen Umfang heraus be-
greifen, wenn sie es nicht nur als einen Ausschnitt aus dem gesam-
ten Ausgleich der mathematischen Ziele von Schule und Hoch-
schule betrachten.”

(Toeplitz, 1928, S. 1)

Interessanterweise sieht Toeplitz die Uberbriickung dieser Kluft nicht in einer
besonders zu behandelnden Stoffauswahl, wie beispielsweise der Elementarma-

thematik', sondern vielmehr im Aufzeigen der mathematischen Methoden, die

14 Entsprechend dieser Einsicht kommentiert Toeplitz (1928) Kleins , Elementarmathematik vom
hoéheren Standpunkt aus” folgendermafien: , Felix Klein hat eine Vorlesung iiber , Elementarma-
thematik vom hoheren Standpunkt” geschaffen, die zweifellos eine grofse Wirkung ausgetibt hat.
Indessen hat dieser Versuch wenig Nachahmung durch andere Dozenten gefunden, und mit
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auch geschichtlich zu bestimmten mathematischen Ideen gefiihrt hat. Hierbei ist
es Toeplitz besonders wichtig dieses Wechselspiel zwischen Stoff und Methode
fiir Studierende der Mathematik erfahrbar zu machen, oder in den Worten von
Toeplitz, , dafs [sic!] man dieses Wechselspiel in seiner Buntheit sich vor den Stu-
denten entwickeln 14t [sic!]“® (Toeplitz, 1928, S. 4).

Der gesamte Vortrag von Toeplitz ist sehr reichhaltig und fokussiert im An-
schluss an diese allgemeinere Analyse der Ursachen fiir die Spannungen zwi-
schen Schule und Universitat auf zwei Aspekte. Ersterer hat eine besondere Ak-
tualitat, namlich die zu seiner Zeit starke Erh6hung der Studierendenzahl auf-
grund eines akuten Lehrermangels (Toeplitz, 1928, S. 4). Als Zweites nennt Toe-
plitz die bereits erwdhnte Einfithrung der Infinitesimalrechnung in den Schulen,
der Toeplitz recht kritisch gegeniibersteht (Toeplitz, 1928, 13ff.), da die Schule
entgegen ihres Anspruchs der Allgemeinbildung einen Schwerpunkt auf die Kal-
kiile der Infinitesimalrechnung legt, was wiederum ein vornehmlich stofflicher
Aspekt ist (vgl. Fusnote 21).

Zuletzt soll auf die von Toeplitz angestrebte Lockerung der Spannung eingegan-
gen werden. Er sieht die Losung in einer Fokussierung auf die mathematische
Methodik in beiden Institutionen, die dann ,eine stetige Linie vom Unterricht
der Schule bis zu dem der Hochschule” (Toeplitz, 1928, S. 16) ermdglicht.

Die vermutlich unbekanntere Quelle, die nun vorgestellt wird, ist aus den frithen
70er Jahren und befasst sich mit dem Studium und der Forschung der Mathema-
tik bis zu diesem Zeitpunkt. Sie wurde im Sammelband ,Mathematiker tiber die
Mathematik” (Otte, 1974) abgedruckt. Die abgedruckten Kapitel lassen klar er-

kennen, dass dieses Sammelwerk durch Fragen und Herausforderung, die sich

Recht. Sieht man namlich von der auflerordentlichen personlichen Note ab, die Klein dieser Vor-
lesung aufgeprégt hatte, so erscheint hier eine Materie von dem {ibrigen Stoff der Universitats-
mathematik losgeldst und fiir sich behandelt: die Elementarmathematik und was stofflich mit ihr
verwandt ist. Also der grundlegende Gesichtspunkt dieser Vorlesung ist ein stofflicher.” (Toe-
plitz, 1928, S. 3).

15 An dieser Formulierung von Toeplitz ist besonders interessant, dass er den Studierenden quasi
eine ,Beobachter”-Rolle zuweist. Dies mag aus einer konstruktivistischen Sichtweise merkwiir-
dig erscheinen. Allerdings fokussiert Toeplitz einerseits auf die Veranstaltungsart der Vorlesung
und andererseits halte auch ich es fiir sinnvoll, dass durch Vorleben bestimmter Haltungen und
Betrachtungsweise Studierende die Mdoglichkeit bekommen, ihre Perspektive zu dhnlicher Be-
trachtungsweisen zu 6ffnen und entsprechend selbst ihre eigenen mathematischen Erkundungen
im Wechselspiel von Methode und Stoff durchfiihren zu konnen.



21

im Rahmen der durchgefiihrten Reform zur ,Neuen Mathematik” (vgl. Ha-

mann, 2018) ergeben haben, beeinflusst wurde.

Der Vortrag hat den Titel ,Mathematik, Studium und Forschung” von Friedrich
Hirzebruch und wurde anldsslich der Preisverleihung des Bundeswettbewerbs
Mathematik im ,,Stifterverband fiir die Deutsche Wissenschaft” am 20.10.1972 in
Hannover gehalten (Otte, 1974, S. 481). Er ist fiir diese Arbeit besonders relevant,
da er die hier vermuteten Probleme beim Ubergang in den Unterschieden zwi-
schen Schul- und Hochschulmathematik thematisiert. Direkt zu Beginn schildert
Hirzebruch die Anforderungen an Einfiihrungsvorlesungen der Differential-

und Integralrechnung sowie deren tatsachliche Folgen:

,Diese Vorlesung sollte fiir den Studenten ein aufregendes Erlebnis
sein, Einblicke in die Entwicklung der Mathematik seit Pythagoras
und Euklid bis zu heutigen Forschungen vermitteln, ihre Rolle in
der Geistesgeschichte und ihre Bedeutung fiir uns heute herausstel-
len. Manchmal gelingt dies, manchmal ist der Ubergang von der
Schule zur Universitat, in dieser Vorlesung tiber Differential- und
Integralrechnung, ein Schock [Herv. G.S.], der sich nur schwer tiber-
winden lafst. Aller Erfahrung nach sind das Erlebnis der Differen-
tial- und Integralrechnung in den ersten beiden Semestern und
seine geistige Verarbeitung ausschlaggebend fiir die mathemati-
sche Zukunft des Studenten.”

(Hirzebruch, 1974, S. 451)

Fiir Hirzebruch folgt aus dieser Darstellung die Frage, ,,[w]as Mathematik [{iber-
haupt] ist?”. Da eine Beantwortung derselben von den Erfahrungen abhangig ist,
die man mit Mathematik gemacht oder eben noch nicht gemacht hat, so zumin-
dest Courant, dessen gleichnamiges Werk Hirzebruch (1974, S. 451-452) zitiert,
erlautert Hirzebruch die ,, Grundaufgaben der Differentialrechnung”. Diese sind
die Bestimmung der Tangenten und Flachenberechnungen an Kurven, die be-
reits flir bestimmte Kurven in der Antike gelost werden konnten. Von Leibniz
und Newton wurden spater verallgemeinerte Losungsverfahren entwickelt. Die-
ses mathematische und historische Wissen sollte laut Hirzebruch (1974, S. 453—
454) jedem gut ausgebildetem Gymnasiasten bekannt sein'. Entsprechend sollte

16 In der aktuellen Schulpraxis — zumindest in NRW — scheinen diese geschichtlichen Zusammen-
hénge kaum eine Rolle zu spielen und sind auch in der Schulbuch Literatur vornehmlich fakul-
tativ als Exkurs vorgesehen.
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die Vorlesung zur Differential- und Integralrechnung auch keine grofieren
Schwierigkeiten bereiten. Dass dies trotzdem der Fall ist, begriindet Hirzebruch
mit

1. dem axiomatisch-deduktiven Aufbau, zusammen mit der prazisierten

mathematischen Sprache und

2. dem grofien Abstraktionsgrad.

Beide Griinde sind fiir Hirzebruch einerseits nicht klar zu trennen, was u.a. die
Wahl des Begriffs , formal-abstrakt” in dieser Arbeit begriindet (vgl. 5.2.2), ande-
rerseits aber auch fiir die grofsen Erfolge mathematischer Forschung — und damit
auch fiir die Anfangervorlesung — unentbehrlich. Nichtsdestotrotz sieht er zu-
gleich Gefahren in diesen Aspekten und damit Schwierigkeiten beim Ubergang
von der Schule zur Hochschule, die beide mitbringen und laut ihm (1974, S. 454)

,hicht unerwahnt bleiben diirfen”.

Hirzebruch (1974, S. 456) versteht unter der axiomatisch-deduktiven Methode ei-
nerseits die typisch mathematische Grundlegung mathematischer Theorien und
sieht andererseits auch ,padagogisch-methodische” Griinde fiir die Verwen-
dung dieser Methode in den Anfangervorlesungen, namlich die Verstandnisfor-
derung, die durch einen geordneten Uberblick erreicht werden kann. Gleichzei-
tig bekraftigt er aber, dass eine konsequente axiomatisch-deduktive Darstellung
der Mathematik in der Schule wohl weder allgemein moglich noch didaktisch
zweckmafiig sei'”, was somit eine langere EingewOhnungszeit in der Universitat
notwendig mache. Die Gefahren beim Kennenlernen der axiomatisch-dedukti-
ven Methode in den Anfangervorlesungen sieht Hirzebruch (1974, S. 456—457) in
einer Uberbetonung dieser Sichtweise, insofern die mathematischen Probleme in
den Hintergrund treten und die Fehlvorstellung auftritt, Mathematik sei ledig-
lich Axiomatik und mengentheoretische Sprache. Eine entsprechende Fehlvor-
stellung sieht Hirzebruch in der Reform zur ,Neuen Mathematik” verwirklicht,
die er zwar als Resultat guten Willens einordnet, aber dennoch aufgrund der be-
schriebenen Fehlvorstellungen besonders kritisch bewertet (Hirzebruch, 1974,
S. 457-458).

17 Diesen Standpunkt teile ich, aus dhnlichen Griinden wie Hefendehl-Hebeker (2016), ndmlich
dem psychologischen Zugang der Schiiler*innen sowie der Entwicklung gewisser Grundvorstel-
lungen (vom Hofe, 1995).
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Der bereits erwahnte hohere Abstraktionsgrad hilft jedoch, mathematische The-
orie in verschiedenen mathematischen Disziplinen anzuwenden. Hirzeb-
ruch (1974, S. 460) erwahnt explizit die Wahrscheinlichkeitstheorie sowie die
Physik und Naturwissenschaften im Allgemeinen. Besonders der Ubergang zu
mehrdimensionalen und allgemeineren Funktionenraumen illustriert den hohe-
ren Abstraktionsgrad, durch den Funktionen wiederum als Elemente eines Funk-
tionenraums aufgefasst werden konnen (vgl. 2.2). Die Gefahren die aus dieser
fruchtbaren Abstraktheit entstehen konnen sind Forschungsarbeiten, die weder
durch innermathematische noch aufsermathematische Anwendungen motiviert
sind und somit fiir die mathematische Community nicht interessant bzw. rele-
vant sind (Hirzebruch, 1974, S. 463).

Da somit beide vermuteten Griinde fiir die Problematik des Ubergangs einerseits
notwendig fiir den mathematisch-wissenschaftlichen Betrieb, gleichzeitig aber
auch in einem gewissen Sinne gefahrlich sind, lohnt sich eine Betrachtung und
insbesondere Reflexion dieser beiden Aspekte der Hochschulmathematik, die ge-
rade heute noch weiter von der Schulmathematik entfernt zu sein scheint, als dies

zur Zeit des beschriebenen Vortrags der Fall war.






2 ,Andersartigkeit” vs. ,Fehlende Basisfahigkeiten und
Fertigkeiten”

In diesem Abschnitt soll nun, nach der Feststellung der bereits langanhaltenden
aber sich stetig verandernden Ubergangsprobleme, mindestens zuriickreichend
bis in das friihe 20. Jahrhundert (vgl. 1), ein Einblick in den heutigen Forschungs-
stand gegeben werden. Wie bereits in der Einleitung dargelegt, gibt es eine sehr
grof8e Zahl von Veréffentlichungen, die den Ubergang von der Schule zur Hoch-
schule behandeln. Daher ist es nicht moglich alle Forschungsergebnisse an dieser
Stelle zu diskutieren. Meiner Ansicht nach ist es sogar sehr schwierig einen ak-
tuellen Uberblick iiber die Forschungsliteratur zu erhalten wie ihn Gueu-
det (2008) mehr als zehn Jahre vor dieser Arbeit veroffentlicht hat. Entsprechend
handelt es sich bei der Erfassung des Forschungsstandes um ein weiteres mathe-
matikdidaktisches Forschungsdesiderat, was moglichst zeitnah untersucht wer-
den sollte, da auch aktuelle Arbeiten noch immer diese wertvolle aber mittler-

weile veraltete Quelle von Gueudet zitieren (z.B. Kempen, 2019, S. 2).

Gueudet (2008) stellt bereits in ihrer Arbeit fest, dass eine umfassende mathema-

tikdidaktische Literaturrecherche gewisse Schwierigkeiten beinhaltet:

e Es gibt verschiedene Ansichten innerhalb des Forschungsfelds, wann der
Ubergang geschieht bzw. abgeschlossen ist;
e Es gibt verschiedene Uberginge, die von den Forschenden adressiert wer-
den:
o ein Ubergang zwischen verschiedenen Arten des Denkens
o Uberginge zum formalen Beweis,
o usw.
e Verschiedene Forschungsziele und -methoden:
o die Beobachtung und Analyse von Schwierigkeiten der Studieren-
den;
o die Uberpriifung von Lernumgebungen, die den Ubergang abmil-

dern oder adressieren sollen.

Internationale Vergleiche bergen zusatzlich Schwierigkeiten, da je nach betrach-
tetem Land verschiedene Schul- und Universitdtssysteme vorliegen, die sich
auch in Bezug auf die vorherrschenden Lehr- und Lernprozesse stark unterschei-

den.
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Gueudet (2008, S. 239) verweist neben ihrer eigenen, eben zusammengefassten
Kategorisierung auch auf weitere, die bspw. zwischen epistemologischen, kog-
nitiven, sozio-kulturellen und didaktischen Perspektiven unterscheiden. Meiner
Ansicht nach gibt es eine einfachere Kategorisierung, des Themenfeldes , Ursa-
chen von Ubergangsproblemen von der Schule zur Hochschule®, die bereits viel
tiber die Auffassung der Forschenden bzw. iiber die Eingrenzung ihres For-
schungsgegenstandes aussagt. Und zwar die Unterscheidung von Forschung, die
auf fehlende Basisfihigkeiten und Fertigkeiten von Studierenden in der Studienein-
gangsphase ausgerichtet ist einerseits und die Forschung, die auf die Andersar-
tigkeit von Schul- und Hochschulmathematik eingeht andererseits. Mithilfe dieser
Unterscheidung lasst sich ein grofier Teil der Forschungsliteratur einordnen. In
Tabelle 1 wurde dies beispielhaft mit den Beitrdgen des khdm-Reports 13-
01'® (Hoppenbrock et al., 2013) durchgefiihrt. Dieser beinhaltet insgesamt 84 Ex-
tended-Abstracts zur zweiten khdm-Arbeitstagung vom 20.02.-23.02.2013 mit
dem Thema , Mathematik im Ubergang Schule/Hochschule und im ersten Studi-
enjahr”. Nach einer einfachen Kategorisierung (s. Tabelle 1) hat sich gezeigt, dass
iiber 70% der Artikel im Report mithilfe der eben genannten Kategorien klassifi-
ziert werden konnen. In den Artikeln, die nicht unter eine der Kategorien fallen,
steht die Problematik von Ubergangen nicht im Vordergrund, sondern die Ver-
wendung innovativer Methoden in der Lehre oder die Beschreibung internatio-
naler Unterschiede sowie Betrachtung anderer Adressatenkreise in Bezug auf

den Ubergang von der Schule zur Hochschule.

Betrachtet man die Ergebnisse der Kategorisierung genauer fallt auf, dass im Re-
port fast doppelt so viele Artikel ,,fehlende Fahigkeiten und Fertigkeiten” im Ver-
gleich zu Artikeln mit Bezug auf die , Andersartigkeit” von Schul- und Hoch-
schulmathematik behandeln. Dies mag an der thematischen Eingrenzung des Ta-

gungsbandes auf die Studieneingangsphase liegen.

Beide Perspektiven auf den Ubergang, sowohl hinsichtlich fehlender Fahigkeiten
und Fertigkeiten bei Studierenden als auch der Andersartigkeit der Mathematik,
sollen im Folgenden exemplarisch anhand ausgewahlter aktueller Quellen illus-

triert werden.

18 Dieser Report eignet sich zur Erprobung der Einteilung besonders gut, da er einen breiten Uber-
blick iiber die Interessenlage der verschiedenen Forschenden und Lehrenden in Deutschland im
Jahre 2013 gibt. Entsprechend vielfaltig sind auch die Themenfelder, die durch die Artikel abge-
deckt werden.
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Tabelle 1: Ubersicht der Anzahl der Artikel mit dem ausgewiesenen inhaltlichen
Fokus innerhalb des khdm Reports 13-01

Inhaltlicher Fokus # Artikel
Fehlende Fahigkeiten und Fertigkeiten 36
Andersartigkeit der Mathematik 19
Andere Methoden 9
Andersartigkeit der Mathematik und Fehlende Fahigkeiten
und Fertigkeiten

N

Spezifitdt eines anderen Faches

Nutzung von neuen Medien

Spezifitat internationale Unterschiede
Erprobung Curriculum

Evaluation von Intervention

Interesse von Grundschullehramtsstudierenden
Kompetenzorientierung der Hochschullehre
Problemorientierung

Tutorenschulung

O G U U | S e S @S

unklar

2.1 Fehlende Basisfahigkeiten und Fertigkeiten

Zur Perspektive der fehlenden Basisfahigkeiten und Fertigkeiten soll auf drei
Quellen genauer eingegangen werden. Die erste betrachtete Quelle ist der soge-
nannte Brandbrief gegen Mangel im Mathematikunterricht aufgrund der Kom-
petenzorientierung (Warnecke, Burchard, & Kiihne, 2017b) sowie eine darauf
antwortende Stellungnahme der Mathematik-Kommission Ubergang Schule-
Hochschule (Koepf, Rockner, Eichler, & Heckmann, 2017). Als letzte Quelle in
diesem Abschnitt wird der cosh Mindestanforderungskatalog Mathematik in
den Blick genommen, da dieser in seiner aktuellen Version von verschiedenen
Seiten als exemplarisches Losungsbeispiel zur Vorbeugung und Behebung von
Ubergangsproblemen aufgrund von fehlenden Basisfahigkeiten und Fertigkeiten
gesehen wird (cosh, 2014).

Im Friihjahr 2017 wurde durch den sogenannten Brandbrief, der laut Tagesspie-
gel von etwa 130 Professor*innen und Lehrer*innen unterzeichnet wurde (Warn-
ecke et al. 2017a), die Debatte zu Ubergangsproblemen von Schiiler*innen, die im
WiMINT Bereich ein Studium beginnen méchten, in die Offentlichkeit gebracht.



28 2, Andersartigkeit” vs. , Fehlende Basisfahigkeiten und Fertigkeiten”

Die Ausloser fiir diesen Brief waren, laut der Autor*innen, die Abiturpriifungen
in Niedersachsen und Hamburg, die sie als ,Symptome fiir die Krise der Mathe-
matikausbildung an den Schulen” (Abel et al. 2017, S. 1) identifizierten. Die Ur-
sache dieser Krise sehen die Autor*innen in der Kompetenzorientierung des Ma-
thematikunterrichts nach aktuellen Bildungsstandards, die den Schulstoff soweit
reduziert hatten, dass ein erfolgreiches WiMINT-Studium nicht (mehr) moglich
sei. Hierbei sehen die Autor*innen das grofite Problem in Defiziten des Mittel-
stufenstoffs, wie Bruchrechnung, Potenzrechnung, Termumformungen, usw.
Diese Defizite seien laut Brandbrief so grof3, dass sie ,,schon langst kaum authol-
bar — weder in Vorkursen noch in Briickenkursen —“ seien (Abel et al., 2017, S. 1).
Besonders schwerwiegend wird die Ersetzung mathematischer Ausdruckswei-
sen und ,abstrakter Aufgaben”!® durch sperrige Textgebilde und konstruierte
Modellierungsaufgaben gesehen. Vermutlich richtet sich diese Kritik vor allem
gegen textreiche Aufgaben des Zentralabiturs (Klein & Jahnke, 2012). Besonders
interessant ist die Kritik im Brandbrief fiir diese Arbeit aber nicht wegen der For-
derung einer besseren Ubung und Durcharbeitung elementarer Rechentechniken
aus der Mittelstufe, was die Einordnung in diesem Abschnitt begriindet, sondern
die vorletzte und letzte Forderung an die fiir Bildung im Land und Bund zustan-

digen Stellen. Diese lauten:

5) symbolische, formale und technische Elemente der Mathematik und
abstrakte Inhalte starker gewichte[n, G.S.]

6) [in, G.S.] Abiturklausuren anstelle von Modellierungsaufgaben wie-
der Aufgaben mit inhaltlich-fachlicher Ausrichtung [stellen, G.S.], die
auch international iiblich und anerkannt sind.

(Abel et al., 2017, S. 3)

Es bleibt im besprochenen Brief leider unklar, was die Autoren unter den ,for-
malen” Elementen der Mathematik und abstrakten Inhalten verstehen. Vermut-
lich geht es um eine kalkiilorientiertere Ausbildung. Dieser Anspruch entspricht
dann allerdings nicht dem, was in dieser Arbeit unter einer formal-abstrakten

Auffassung verstanden wird (vgl. 5.2.2). Interessanterweise passt die Forderung

19 An dieser Stelle werden die Autor*innen nicht konkret, was sie unter abstrakten Aufgaben ver-
stehen. Auf Basis der angegebenen Beispiele (Abel et al. 2017, S. 7,8), gehe ich davon aus, dass
damit vor allem eine haufigere Verwendung von mathematischen Symbolen gemeint ist.
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der Autoren auch nicht zu den Argumenten von Toeplitz in Bezug auf die Ana-
lysis in Schulen (vgl. 1), die eine bewusste Reduzierung von Kalkiilen einfor-
dert (vgl. 2.2).

In der Stellungnahme der Mathematik-Kommission Ubergang Schule-Hoch-
schule gibt es dementsprechend keinen Riickbezug auf die letztgenannten For-
derungen. Dafiir wird auf die Aspekte zu den fehlenden Fahigkeiten und Fertig-
keiten, sowie dessen Ursachen eingegangen. Auch die Kommission stellt fest,
dass seit Langem ein Grofsteil der Studierenden grofie Defizite hinsichtlich ma-
thematischer , Grundkenntnisse und -fertigkeiten sowie [dem] konzeptuelle[n]
Verstandnis mathematischer Inhalte” hat (Mathematik-Kommission Ubergang
Schule-Hochschule, 2017, S. 1). Ursachen sieht die Kommission allerdings nicht
in der Kompetenzorientierung, dem Einsatz von Taschenrechnern oder der Ver-
wendung von Modellierungs- und Textaufgaben. Vielmehr stellt die Kommis-
sion fest, ,,dass mit den Bildungsstandards der richtige bildungspolitische Weg
eingeschlagen wurde.” (Mathematik-Kommission Ubergang Schule-Hoch-
schule, 2017, S. 2). Entsprechend liegen die vermuteten Ursachen an anderer
Stelle, die folgende von der Kommission geforderten Anderungen beheben sol-

len:

e einer Ausdehnung der Stundentafeln im Rahmen der mathematischen
Schulausbildung, da in den vergangenen Jahren eine Reduktion stattge-
funden hat;

e Zusatzangebote fiir Schiilerinnen und Schiiler zur Vorbereitung auf ein
WiIMINT-Studium und eine Einstellung der Hochschulen auf eine hetero-
genere Horerschaft, da die Absolventenzahlen mit allgemeiner Hoch-
schulreife wesentlich zugenommen haben;

e eine wissenschaftlich fundierte Curriculumentwicklung, die sowohl die
Wissenschaftspropadeutik als auch den allgemeinbildenden Charakter
des Fachs Mathematik klarer bedient; und zuletzt

e die Betonung einer guten Aus- und Fortbildung von Lehrkriften als
,wichtigste Akteure”, qualitatsvollen Unterrichts.

(Mathematik-Komission Ubergang Schule-Hochschule, 2017, S. 3)

Aufgrund des Antwortcharakters dieser Stellungnahme findet keine Auseinan-

dersetzung mit Fragen zur Andersartigkeit der Mathematik zwischen Schul- und
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Hochschulmathematik statt. Auffallend ist, dass auch in anderen Veroffentli-
chungen der Kommission, diese Perspektive nur selten aufgegriffen wird
(vgl. 2.2).

Eine Losung der Ubergangsprobleme in Bezug auf die fehlenden Fahigkeiten
und Fertigkeiten konnen sogenannte Mindestanforderungskataloge sein. Der in
dieser Diskussion bekannteste Mindestanforderungskatalog ist der Katalog der
cooperation schule:hochschule (cosh) aus Baden-Wiirttemberg, der seit 2014 in
einer revidierten Version vorliegt (cosh, 2014). Der cosh Katalog ist das Ergebnis
zweier Tagungen in den Jahren 2012 und 2014, deren Teilnehmer*innen sowohl
Professor*innen der Hochschulen und Universitdten als auch Lehrer*innen aus
Baden-Wiirttemberg waren. Insgesamt kann festgehalten werden, dass dieser
Katalog eine , breite Akzeptanz durch alle Hochschulen und Fachverbande” und
dartiiber hinaus erfahrt (vgl. cosh, 2014, S. 1; Mathematik-Kommission Ubergang
Schule-Hochschule, 2017; Abel et al., 2017, S. 2). Der Ausgangspunkt von cosh
bildete, wie in den anderen Fillen, die Ubergangsproblematik von Studienanfan-
ger*innen im Fach Mathematik, wobei laut cosh empirische Analysen nahelegen,
dass sich , diese Problematik verscharft” (cosh, 2014, S. 1) habe. Diese Ubergangs—
probleme werden von cosh folgendermafsen, mit Riickbezug auf fehlende Kom-

petenzen der Studienanfanger*innen, beschrieben:

,Durch die Hochschulreife erhalten SchiilerInnen die formale Be-
rechtigung, alle Facher an Hochschulen studieren zu kénnen. Of-
fensichtlich beherrschen aber nicht alle die in der Schule vermittel-
ten mathematischen Inhalte und Kompetenzen mit der Sicherheit,
die fiir das Studium eines wirtschafts-, informations-, ingenieur-
oder naturwissenschaftlichen Faches (im Folgenden mit WiMINT
bezeichnet) erforderlich ist.”

(cosh, 2014, S. 1)

Entsprechend dieser Feststellung wird im Anschluss an dieses Vorwort ein Ka-
talog mit Mindestanforderungen gegeben, der Kompetenzen auflistet, die Studi-
enanfanger*innen vor Beginn eines WiMINT-Studiums erworben haben sollten.
Diese Kompetenzen stammen aus dem Bereich , Allgemeine Mathematische
Kompetenzen”, wie etwa Probleme l0sen, systematisches Vorgehen, Anstellen
von Plausibilitatsiiberlegungen, mathematisches Kommunizieren oder Argu-
mentieren, sowie aus den Inhaltsfeldern der Elementaren Algebra, der Elemen-

taren Geometrie/Trigonometrie, der Analysis und der Linearen Algebra. Alle
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diese Inhaltsfelder werden im jeweiligen Abschnitt konkretisiert und durch bei-
gefiigte Aufgaben illustriert. Auffallend ist, dass die Universitdten keine Vor-
kenntnisse im Bereich der Stochastik erwarten, auch wenn diese die Behandlung
stochastischer Problemstellungen im Sinne des Allgemeinbildungsauftrags der

Schule, begriifien.

Die unterschiedlichen Ziele der Bildungseinrichtungen Schule und Hochschule
stellt der cosh-Katalog differenziert dar. So sehen die Autor*innen des Katalogs
den ,allgemeinbildenden Charakter des Mathematikunterrichts” (cosh, 2014,
S. 1), mit prozessbezogenen Kompetenzen wie Argumentieren, Problemlésen
oder Modellieren fiir den Schulunterricht im Vordergrund. Wohingegen, vor al-
lem in den mathematikaffinen Studiengdngen des , WiMINT”-Bereichs, Mathe-
matik haufig ,zielgerichtet als Werkzeug und Sprache zur Losung von komple-
xen berufsrelevanten Problemen” eingesetzt wird. Auf diese Weise wird der Fo-
kus dieser Quelle klar, der auf den fehlenden Fahigkeiten und Fertigkeiten der
Studienanfanger*innen liegt. Zudem wird auch auf die Andersartigkeit, zumin-
dest hinsichtlich der Verwendung, von Mathematik in der Schule und Hoch-
schule hingewiesen, die der folgende Abschnitt ausfiihrlicher behandelt.

2.2 Die Andersartigkeit der Mathematik an Schule und Hochschule

Zur Perspektive der ,Andersartigkeit der Mathematik an Schule und Hochschule
soll an dieser Stelle ebenfalls auf drei Quellen eingegangen werden. Zunachst auf
den Artikel ,Der Ubergang von der Schule in die Hochschule: Empirische Er-
kenntnisse zu mathematikbezogenen Studiengangen” von Blomeke (2016), die
die Andersartigkeit von Schul- und Hochschulmathematik insbesondere in ihre
Analyse der Ausgangslage von Studierenden einbezieht. Daran anschliefsend
wird aufgrund ihrer Aktualitat und Passung die Dissertation von Kempen (2019)
mit dem Titel ,Begriinden und Beweisen im Ubergang von der Schule zur Hoch-
schule” betrachtet, der unter anderem die Verwendung verschiedener Beweisar-
ten in Schule und Hochschule klassifiziert sowie eine Auswahl im Sinne eines
Enkulturationsprozesses in einer Lehrveranstaltung mit eigenverantwortetem
Ubungsbetrieb evaluiert hat. Zum Abschluss dieses Abschnitts wird ein Einblick
in den Artikel ,Mathematische Wissensbildung in Schule und Hochschule” von
Hefendehl-Hebeker (2016) gegeben, da dieser Artikel maf3geblich die Diskussion

zur Ubergangsproblematik in der deutschen mathematikdidaktischen For-
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schungsgemeinschaft beeinflusst hat (Hoppenbrock et al., 2013) und die dort ver-
tretenen Auffassungen grole Ahnlichkeiten zu der in dieser Arbeit vertretenen

Auffassung hat.

Im Rahmen der khdm-Tagung zum Thema ,Mathematik im Ubergang
Schule/Hochschule und im ersten Schuljahr” wurden zwei Hauptvortrage gehal-
ten. Der erste Hauptvortrag von Blomeke (2016) stellt einige empirische Erkennt-
nisse zum Ubergang bei mathematikhaltigen Studiengéngen dar. Bldmeke stellt
fest, dass der Ubergang von der Schule zur Hochschule ebenso schwierig ist wie
vorige Uberginge in der Bildungsbiographie, bspw. vom Kindergarten in die
Grundschule oder von der Grundschule auf eine weiterfithrende Schule (Blo-
meke, 2016, S. 3). Die Ubergangsprobleme von der Schule zur Hochschule sieht
Blomeke in den , unterschiedlichen Denkweisen und Lehrstilen an Schule und
Hochschule, die unterschiedliche Organisation der Ausbildungsgange verbun-
den mit unterschiedlichen Erwartungen an die Lernstrategien und das Selbstma-
nagement sowie d[er] neue[n] soziale[n] Situation an der Hochschule.” (Blo-
meke, 2016, S. 3).

Indikatoren fiir besonders grofie Schwierigkeiten im Fach Mathematik sind die
grofse Zahl frither Studienabbriiche. Blomeke (2016, S. 4) verweist in ihrem Arti-
kel auf die zur Zeit der Verfassung des Artikels aktuellen Zahlen zur Studienab-
bruchquote aus dem Bildungsbericht 2012, die bei 55% im Bachelor Fach Mathe-
matik lag, wohingegen die Studienabbriiche im Mittel desselben Jahres nur bei
35% lagen. Insbesondere stellt Blomeke mit erneutem Bezug zum Bildungsbe-
richt 2012 fest,

,dass sich diese Negativentwicklung fiir die mathematikbezoge-
nen Studiengange moglicherweise zu drehen beginnt. Die Studien-
bedingungen wurden unter Betreuungsgesichtspunkten und im
Hinblick auf den Umfang des Angebots neuerdings besser beurteilt
als in den tibrigen Studiengangen — und die didaktische Qualitat
scheint ebenfalls zu steigen”.

(Blomeke, 2016, S. 4)

Eine Ursache dieser Trendwende sieht Blomeke in den starkeren Bemiihungen
von Lehrenden-Seite aus dem Fach heraus diese Schwierigkeiten abzubauen.
Tatsachlich war in den Folgejahren eine solche Wende zu erkennen. Aktuell ist

die Studienabbruchquote aber wieder auf einem dhnlichen Niveau wie 2012. Im
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Mittel liegt die Studienabbruchquote, laut der Autor*innen der Bildungsbericht-
erstattung, mit knapp 30% noch immer auf ,hohem Niveau” (Autorengruppe
Bildungsberichterstattung, 2018, S. 10). Fiir die Hochschulausbildung im Fach
Mathematik ist eine erneute Trendwende zu beobachten. Mittlerweile liegt die
Studienabbruchquote des Jahres 2016 wieder bei 54%, sodass nach der Datenauf-
nahme des Bildungsberichts 2012 die Quote wieder gestiegen ist, und zwar nach
einem vorherigen Abfall im Jahr 2012 auf 47% von 55% im Jahr 2010 {iber eine
von 51% im Jahr 2014 und dann einem erneuten Anstieg auf 54% im Jahr 2016.
Diese letzte Quote entspricht dem letzten Messpunkt im Bildungsbericht 2018
(Autorengruppe Bildungsberichterstattung, 2018, S. 346). Als Hauptgriinde fiir
den Studienabbruch identifiziert Blomeke unter Verweis auf Heublein und an-
dere eine Uberforderung hinsichtlich der erwarteten Leistungen und fehlende
Sinnkonstruktion (Blomeke, 2016, S. 4).

Ein weiterer Aspekt in Blomekes Artikel ist die Diskussion eines Wandels des
gymnasialen Bildungsauftrags, der aus dem grofieren Anteil der Schiiler*innen
am Gymnasium pro Jahrgang resultiert. Daraus folgt laut Blomeke (2016, S. 5)
ebenfalls eine Verringerung der Ubergangsquote fiir ein Studium von zuvor 90%
auf 70%, sodass das Hauptziel gymnasialer Bildung nicht mehr die Wissen-
schaftspropéadeutik ist, sondern die Allgemeinbildung starker in den Mittelpunkt
riickt. Gleichzeitig wurden, als Reaktion auf den PISA-Schock in den Jahren
2001/2002, die Curricula der Lander an Output-orientierten Bildungsstandards
mit einer Betonung von prozessbezogenen Kompetenzen angepasst. Diese Ver-
anderung wird sowohl kritisch als auch positiv in der Gesellschaft, Politik und
Wissenschaft gesehen (vgl. 2.1). Interessant ist Blomekes kritische Reflexion die-
ser Entwicklungen, in denen sie im , Riickgang einer Orientierung an der Inhalts-
systematik und der Routinisierung von Fahigkeiten” (Blomeke, 2016, S. 6) eine
Gefahrdung fiir den Erwerb von Voraussetzungen fiir ein wissenschaftliches Stu-
dium im Bereich Mathematik sieht. Gleichzeitig schatzt Blomeke das Lehr- bzw.
Lerntempo an der Universitat als so grofs ein, dass dieser Verlust an Vorausset-
zungen nur einen kleinen Einfluss auf die Probleme beim Ubergang habe und
die starkere Prozessorientierung ebenfalls besser genutzt werden konne. Ein em-
pirischer Beleg dieses Einflusses steht allerdings nach aktuellem Forschungs-
stand noch aus. Im weiteren Teil des Artikels geht Blomeke auch auf Aspekte der
fehlenden Fahigkeiten und Fertigkeiten im Sinne von Studierendenvorausset-
zungen (Blomeke, 2016, S. 7-9) und Interventionen (Blomeke, 2016, S. 9-11) ein.
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Diese sind aber fiir diesen Teil der vorliegenden Arbeit nicht interessant und wer-

den hier entsprechend nicht behandelt.

Die aktuellste Quelle zur Andersartigkeit von Mathematik in der Schule und
Hochschule im deutschen Sprachraum ist zum Zeitpunkt des Verfassens dieser
Arbeit die Dissertation von Kempen (2019) mit dem Titel , Begriinden und Be-
weisen im Ubergang von der Schule zur Hochschule”. In diesem untersucht er
neben einer theoretischen Begriindung der Enkulturationsfunktion von Bewei-
sen die Weiterentwicklung einer Veranstaltung mit dem Titel , Einfithrung in die
Kultur der Mathematik” im Rahmen eines Design-Based-Research-Ansatzes hin-
sichtlich der Beweiskompetenz und Beweisakzeptanz von Studierenden im
Haupt-, Real- und Gesamtschul-Lehramt. Besonders interessant fiir meine Arbeit
sind zwei Aspekte, die auch unmittelbar zur Einordnung Kempens Arbeit mit
Fokus auf die , Andersartigkeit von Mathematik” beigetragen haben. Zum einen
diskutiert er anhand einer ausfiihrlichen Darstellung einschlagiger mathematik-
didaktischer Forschungsliteratur, welche Arten von Beweisen zentral fiir die
Hochschulmathematik sind und welche Vorformen, bzw. anderen Beweistypen
fiir die Schule relevant sind. Zum anderen ist die Erhebung und Einordnung von
Vorerfahrungen der Studierenden durch Eigenreflexion fiir diese Arbeit von be-

sonderer Relevanz.

Mathematische Beweise sind, wie Kempen (2019, S. 26) unter Verweis auf Heintz
feststellt, das , konstituierende Moment der Wissenschaft und zugleich das Cha-
rakteristikum, welches dieses von anderen Wissenschaften unterscheidet”. All-
gemein kann ebenfalls festgestellt werden, dass Beweise eine Begriindung beno-
tigen und diese in der Mathematik in der Regel durch ein deduktives Argument
erfolgt, das bestimmte Schlussfolgerungsarten benétigt. Die Klassifizierung von
verschiedenen Beweistypen erfolgt dann entsprechend einer Klassifizierung von

Schlussregeln beziehungsweise moglichen Argumentationsbasen.

Kempen (2019, S. 29-30) stellt fest, dass , das Idealbild eines (strengen) mathema-
tischen Beweises” der formale Beweis ist. Hierbei versteht Kempen unter forma-
lem Beweisen, dass diese innerhalb eines axiomatischen formalen Systems mit
Symbolen ohne Riicksicht auf semantische Bedeutung im Sinne Tarskis durch
logische Schlussweisen durchgefiihrt werden. Das Produkt des formalen Bewei-
sens, also die Fixierung der genutzten Symbole, Axiome, und Schlussweisen,
wird dann als Beweis bezeichnet (vgl. Kempen, 2019, S. 31). Zugleich stellt Kem-

pen fest, dass solche formalisierten Beweise in der Mathematik nur selten so
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streng durchgefiihrt werden, wie der von ihm angegebene Anspruch erfor-
dert (vgl. 4.4). Diese pragmatischeren Beweise werden auch semi-formal ge-
nannt (Kempen, 2019, S. 31). Kempen illustriert dies an einem typischen Beispiel,
einem Beweis der Aussage, dass die Summe zweier ungerader Zahlen immer
eine gerade ist (Kempen, 2019, S. 32). Entsprechend kommt er zu folgender Re-

vision seines Ausgangsverstandnisses von formalen Beweisen:

Vor dieser Unterscheidung wird deutlich, dass ,formale’ Beweise,
wie sie etwa in der universitdren Ausbildung auftreten, im engeren
Sinne nicht als formale Beweise gelten konnen. So ware etwa der
folgende Beweis der Behauptung, dass die Summe von zwei unge-
raden Zahlen immer gerade ist, ein semi-formaler Beweis im Sinne
von Reid (2001). Innerhalb dieses Beweises werden u.a. nicht alle
Schlussweisen expliziert (etwa der Schluss aus einer Existenzaus-
sage bei der Einfithrung und Verwendung der Buchstabenvariab-
len n und m oder der finale implizite Schluss auf eine Allaussage),
die Zeichen innerhalb des Beweises tragen noch semantische Be-
deutung und es werden keine Beziige zu Axiomen, Definitionen
und Satzen expliziert. Da solche oder ihnlich formulierte Beweise aller-
dings in der Praxis iiblich sind, werden diese im Allgemeinen auch als
formale Beweise bezeichnet [Herv. G.S.].

(Kempen, 2019, S. 32)

Diese Aussage ist insofern fiir die vorliegende Arbeit besonders relevant, da auch
die in 5.2.2 beschriebene formal-abstrakte Auffassung auf diesem typischen Ver-
standnis formaler Mathematik basiert, was insbesondere an den zur Illustration
verwendeten Quellen von Hilbert (1899) und Kolmogoroff (1933) deutlich wird.

Kempen stellt auch klar, dass dieser formale Beweistyp , offensichtlich [...] erst
ab einer gewissen Ausbildungsstufe im unterrichtlichen Kontext sinnvoll einge-
bunden werden [kann]” (Kempen, 2019, S. 32), sodass die Mathematikdidaktik
Vorstufen solcher stark formalisierten Beweise entwickelt hat. Kempen stellt im
Rahmen seiner Arbeit die Operativen und generischen Beweise besonders inten-
siv als entsprechende Beispiele vor, weil er diese Beweisformen auch in der von
ihm untersuchten Lehrveranstaltung nutzt. Da diese in dieser Arbeit keine gro-
3ere Rolle spielen, sei an dieser Stelle lediglich darauf verwiesen (Kempen, 2019,
S. 32-38).
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Die Forschungshypothese dieser Arbeit postuliert einen Auffassungswechsel
von einer empirisch-gegenstandlichen zu einer formal-abstrakten Auffassung
von Mathematik. Entsprechend interessant ist das Ergebnis der lehrveranstal-
tungsbegleitenden Studien von Kempen (2019, 311ff.), in der die 149 Studieren-
den, von denen 71 Studierende in ihrem ersten Hochschulsemester und 78 in ho-
heren Semestern eingeschrieben waren, im Rahmen der Veranstaltung , Einfiih-
rung in die Kultur der Mathematik” im Wintersemester 2014/15 zu ihren Vorer-
fahrungen mit Beweisen in der Schulzeit, Kompetenzaspekten zum Beweisen
und Einstellungen zum Themenkomplex des Beweisens und zur Mathematik be-
fragt wurden. Die Befragung erfolgte zu drei Messzeitpunkten, dem Beginn und
dem Ende der Lehrveranstaltung sowie auf freiwilliger Basis im Rahmen der ab-

schliefSenden Modulklausur.

Beziiglich der Vorerfahrungen ermittelt Kempen (2019, S. 334), dass Studierende
nur wenig Kontakt in der Schulzeit mit Beweisen hatten. Insgesamt gaben 62%
der Befragten an, nicht mehr als zwei Beweise in der Sekundarstufe I kennenge-
lernt zu haben. Fiir die Sekundarstufe II gilt dieselbe Aussage fiir 32% der Be-
fragten. In Bezug auf das eigenstandige Entwickeln von Beweisen sagen 39% der
Befragten, dass sie keinen Beweis und etwa 74% hochstens zwei Beweise selbst
gefiihrt haben. Kempen (2019) weist allerdings darauf hin, dass nicht sicher ist,
was die Studierenden als Beweis erkannt haben, da die Angaben nur auf ihren
subjektiven Erinnerungen basierten. Neben dem interessanten Ergebnis, dass die
Befragten die von der Mathematikdidaktik geforderten Beweisformen, wie ope-
rationale generische und Beweise am Punktmuster, kaum kennen ist interessant,
dass etwa 52% formale Beweisformen aus der Schule kennen. Bei der Erhebung
der Bekanntheit der letztgenannten Beweisform ist auffallig, dass Studierende
hoheren Semesters wesentlich seltener angaben formale Beweise in der Schule
behandelt zu haben als Studierende im ersten Semester. Kempen kommentiert

dieses Ergebnis in FufSinote 62 seiner Arbeit:

,Bei der Zustimmung bzgl. des formalen Beweises (insgesamt
51,6%) ist der Unterschied in den Subgruppen (Erstsemester: 67,8%
und Hohere Semester: 37,3%) statistisch hoch signifikant (Chi?-
Test, p<0,001). Dieser Unterschied kann dahingehend interpretiert wer-

den, dass sich bei den ,,Hoheren Semestern” ein Verstindnis von formalen
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Beweisen herausgebildet hat, welches sich von den in der Schule kennen-
gelernten formalen Beweisen unterscheidet.”
(Kempen, 2019, S. 334, Herv. G.S.)

Kempens Kommentar passt somit zur Einschdtzung, dass eine neue Auffassung
von Mathematik, auch am Beispiel des Beweisens, im Rahmen der Hochschule
ausgebildet wird. Das Ergebnis seiner Studie zur Vorerfahrung von Studieren-

den lautet entsprechend:

,Insgesamt werden somit grofle Diskrepanzen zwischen der Ma-
thematik der Schule und der Hochschule deutlich: Spielten Beweise
in der Schule eine eher untergeordnete Rolle, werden sie in der
Hochschulmathematik zu einem zentralen mathematischen Werk-
zeug; auch verandern sich die Aktivitdten, die die Beweise konsti-

tuieren.

Es muss festgehalten werden, dass die Studienanfangerinnen und
-anfanger in ihrem schulischen Mathematikunterricht anscheinend
keine Moglichkeiten hatten, ein Verstandnis von ,Beweisen’ aufzu-
bauen, das dem an einer Universitdt entspricht.”

(Kempen, 2019, S. 336-337)

Dieser Einschatzung entsprechen auch die Ergebnisse zur Frage, wie gut die Be-
fragten argumentieren. Diese Fragestellung wurde mithilfe einer qualitativen In-
haltsanalyse ausgewertet am Beispiel der Frage, ob die Summe zweier gerader
Zahlen immer gerade ist. Kempen (2019, S. 338-339) kommt dabei zu dem Ergeb-
nis, dass insgesamt nur 19,5% aller Bearbeitungen als vollstandige Argumentati-
onen gewertet werden konnen. Besonders auffallig ist zudem, dass nur 19,7% der
Erstsemester Studierenden ,iiberhaupt korrekte Aspekte” (Kempen, 2019,
S. 339), das sind fragmentarische Argumentationen, vollstaindige Argumentati-
onen und Argumentationen mit Liicke, nennen, wohingegen die Bearbeitungen
der Studierenden hoheren Semesters immerhin zu 67,9% unter diese vereinigte

Kategorie fallen.

Zuletzt soll an dieser Stelle noch auf Kempens Ergebnisse bzgl. der Einstellungen
zu Beweisen und zur Mathematik eingegangen werden. Grundsétzlich geben die
Studierenden an, dass in der Grundschule keine Beweise durchgefiihrt werden
sollen, wohingegen im Gymnasium, insbesondere der Sekundarstufe II Beweise

Teil des Unterrichts werden sollten. Im Unterricht der Hauptschule sind sich die
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Studierenden uneins, ob Beweise Teil des Unterrichts sein sollten oder eher
nicht (vgl. Kempen, 2019, S. 366). Kempen (2019, S. 375) kann trotzdem mithilfe
seiner Erhebung in Bezug auf die von ihm untersuchten Studierenden eine hohe
Motivation zum Erlernen von Beweisaktivitaten feststellen. Dies betrifft alle Ebe-
nen der Beweisaktivitaten sowohl das Finden, Aufschreiben, Lesen, Verstehen,
Nachvollziehen des Grundes fiir das Beweisen wie auch das Kennenlernen ver-
schiedener Beweisarten. Beziiglich der Einstellung zur Mathematik zeigt sich ein
relativ ausgeglichenes Bild beziiglich der intendierten Skalen ,Mathematik als
System”, ,Mathematik als Toolbox”, ,Mathematik als Prozess” und , praktische
Relevanz von Mathematik” (Kempen, 2019, S. 380-381). Etwas hoher ist der As-
pekt ,Mathematik als Toolbox” bei den Studierenden im ersten Semester ausge-
pragt. In Bezug auf die Ausgangsbefragung stellt Kempen (2019, S. 405-406) fest,
dass die Studierenden insgesamt affiner gegeniiber dem Beweisbegriff sind und
den Prozesscharakter der Mathematik betonen. Alles in allem kann Kem-
pen (2019) somit seine Intervention zu Beginn des Semesters als Erfolg werten,
auch wenn Unterschiede zwischen den Einstellungen von Studierenden im ers-
ten und hoheren Semester auftreten, auch nach Belegung des Seminars, was ver-
schiedene Griinde wie Lebensalter, langere Auseinandersetzung mit Universi-
tatsmathematik, ein Auffassungswechsel oder eine Kombination dieser Griinde

haben kann.

Als letzte Quelle soll nun der Hauptvortrag von Hefendehl-Hebeker (2016), in
dem sie die Unterschiede der Wissensbildung zwischen Schule und Hochschule
unter besonderer Bertiicksichtigung der historischen Genese von Mathematik als
Wissenschaft darstellt, betrachtet werden. Dieser Artikel ist besonders einfluss-
reich fiir die Betrachtung der Ubergangsproblematik, insbesondere fiir viele an-
dere Artikel aus dem bereits erwdahnten khdm-Report (Hoppenbrock et al., 2013).
Der Hauptvortrag wurde im Anschluss im Rahmen eines Sammelwerkes von
Hefendehl-Hebeker (2016) ausgearbeitet, auf welchen sich die folgende Darstel-
lung bezieht. Bereits in den ersten beiden Siatzen der Zusammenfassung ihres
Artikels stellt die Autorin fest:

~Mathematik als Wissenschaft hat eine jahrtausende wéahrende

Entwicklungsgeschichte. Die Umgangsweisen mit Mathematik an
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Schule und Hochschule entsprechen verschiedenen Stadien in die-
sem Entwicklungsprozess und unterscheiden sich in Bezug auf In-

halte, theoretischen Anspruch und Darstellungsmittel.”
(Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 15)

Entsprechend dieser Stadien erleben Studierende Mathematik an der Hochschule
anders als in der Schule, was allerdings auch an methodischen Aspekten der
Lehre liegt (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 15). Die genannten Unterscheidungs-
merkmale wie Inhalt und Abstraktionsniveau, Begriffsbildungshierarchien, Dar-
stellungsmittel sowie der Zusammenhang zwischen Zeichen und Bedeutung be-

zieht Hefendehl-Hebeker auf epistemologische oder historische Grundlagen.

Hinsichtlich des Merkmals Inhalt und Abstraktionsniveau bestimmt Hefendehl-
Hebeker in Anlehnung an Freudenthal die ,phdanomenologischen Urspriinge”
der Begriffe und Inhalte der Schulmathematik in der ,uns umgebenden Reali-
tat”?, die natiirlich lokal geordnet werden konnen, deren , ontologische Bindung
an die Realitat” (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 16) allerdings bestehen bleibt. Dies
ist aus Hefendehl-Hebekers Sicht auch auf der Basis mathematikdidaktischer
Uberlegungen sinnvoll. Insgesamt bedeutet dies aber auch, dass ,die Schulma-
thematik kaum {iber das begriffliche Niveau und den Wissensstand des 19. Jahr-
hunderts hinaus” (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 16) geht. Im Vergleich dazu ist
~Mathematik als wissenschaftliche Disziplin heute zu einem Geflecht hoch spe-
zialisierter abstrakter Teilgebiete geworden” (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 16).
Diese Einschatzung steht in einem engen Zusammenhang mit der fiir diese Ar-
beit grundlegenden Forschungshypothese (vgl. Einleitung), die zwar nicht die
ontologische Bindung im starken Sinne wie Hefendehl-Hebeker vertritt, wohl
aber zwei verschiedene Auffassungen, eine empirisch-gegenstindliche (vgl. 5.2.1)
in der Schule und klassischen Mathematik sowie eine formal-abstrakte (vgl. 5.2.2)

in der Universitit und modernen Mathematik, vermutet.

Mit verschiedenen Begriffsbildungshierarchien beschreibt Hefendehl-Hebeker

den Prozess mathematische Begriffe oder Prozesse auf hoherer Ebene zu Klassen

20 Mit dieser ,,uns umgebenden Realitat” ist von Hefendehl-Hebeker vermutlich vor allem ein
Bezug von Mathematik auf die physikalisch-empirische Welt gemeint. Entsprechende Belege da-
fiir sind das von ihr genutzte Zitat von Dorfler, das mathematische Schulkonzepte auf material-
physikalische Aktivitdten, wie zdhlen, messen, zeichnen und konstruieren, zuriickfithrt sowie
ihre Erlauterung zur Erfassung von Strukturen in der Umwelt durch Geometrie und von Zufalls-
erscheinungen in alltagsweltlichen Situationen der Stochastik (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 16.).
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zusammenzufassen um dann wiederum Eigenschaften eben solcher Klassen zu
betrachten (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 17). In der Schule verbleibt man dage-
gen, bis auf Einzelfédlle wie bei Termumformungen oder der Vektorrechnung,
ohne diese Technik der Superzeichenbildung. Insbesondere weist Hefendehl-He-
beker darauf hin, dass diese Denkweise nicht nur die Konstruktion solcher Su-
perzeichen beinhaltet, sondern auch ,einen flexiblen Wechsel zwischen der Ge-
samtsicht des Objektes und der Auflésung in seine einzelnen Zustiande bzw. Be-
standteile” (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 17) notwendig macht.

In Bezug auf die Darstellungsmittel fokussiert die Autorin (Hefendehl-Hebe-
ker, 2016, S. 18) auf die , grofse Informationsdichte auf kleinen Raum®, die insbe-
sondere in der hoch konventionalisierten Fachsprache und Symbolik liegt. Dies
macht die mathematische Kommunikation allerdings auch so universal, dass es
bei etablierten Konventionen kaum zu Meinungsverschiedenheiten und groben
Deutungsdifferenzen innerhalb des formalen Kalkiils kommt. Gleichzeitig wird
in der Schule, auch zum besseren Verstandnis und Lernen mathematischer In-
halte, nur beschrankt von dieser Symbolik und Fachsprache Gebrauch ge-
macht (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 18). Zudem sind einige dieser Aspekte ex-
pliziter Lerngegenstand in der Schule, wie der Wechsel zwischen verschiedenen
Zahlschreibweisen, die Angabe von Funktionstermen oder die Angabe von

Wahrscheinlichkeiten mithilfe der Mengensymbolik?.

Anders als mit der grundsatzlichen Schwierigkeit inhaltsdichter Darstellungs-
weisen liegt in der Mathematik auch noch die Herausforderung vor, dass
,[m]athematische Bedeutungen [...] nicht identisch mit ihren materialisierten
Ausdrucksformen” (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 18) sind. In der Mathematikdi-
daktik und -philosophie wurde diese Problematik und Chance fiir Mathematik
mehrfach diskutiert. Hefendehl-Hebeker rekurriert in ihrer Darstellung beson-
ders auf Charles S. Pierce Konzept diagrammatischen Denkens, das sowohl die
Konstruktion von, die Kommunikation mit als auch die Interpretation und Ver-
anderungen solcher Diagramme als Ausdrucksformen der Mathematik behan-
delt (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 18). Die Unterschiede zwischen Schule und

21 Diese ,, Symbolik als Lerngegenstand” ist besonders auffillig in den Mengenschreibweisen der
Stochastik, die in der Schule (und auch in mancher Hochschulliteratur) oft unmotiviert erfolgt
und auch nicht konsequent beibehalten wird — bspw. ohne eine symbolische Unterscheidung
zwischen Ergebnis und Ereignis (Lambacher Schweizer, 2014, S. 150-151).
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Hochschule ergeben sich dabei aus d@hnlichen Griinden wie bei den Aspekten

,Begriffsbildungshierarchien” und , Darstellungsmitteln”.

Zusatzlich zu diesen Aspekten, die fiir diese Arbeit in Bezug auf die Feststellung
verschiedener Auffassungen in den Institutionen Schule und Hochschule rele-
vant sind, geht Hefendehl-Hebeker auch auf verschiedene Kulturen ein, die ins-
besondere auf das Verhiltnis von Experten und Novizen riickfithrbar sind und
meiner Ansicht nach nicht mathematikspezifisch fiir den Ubergang von der
Schule zur Hochschule, sondern eben grundsitzlich fiir Ubergéinge eines Novi-
zen in eine professionelle Kultur, gelten. Dazu gehoren Perspektivunterschiede
zwischen Experten und Novizen (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 23-25), der Um-
gang mit Fachsprache (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 19-23) sowie implizite Re-
geln der mathematischen [oder allgemein: wissenschaftlichen, G.S] Praxis (He-
fendehl-Hebeker, 2016, S. 25-26).

In ihrem letzten Abschnitt diskutiert Hefendehl-Hebeker Moglichkeiten und
Grenzen der Schulmathematik. Aus diesem Abschnitt sollen hier zwei wesentli-
che Aspekte herausgegriffen werden. Zum einen stellt Hefendehl-Hebeker fest,
dass

»[e]in prinzipieller Unterschied zwischen Schulmathematik und
Hochschulmathematik [im] Ideal der theoretischen Geschlossen-
heit [besteht]. In der Strengewelle der 1970-er Jahre hat man im Ma-
thematikunterricht des Gymnasiums diesbeziiglich einen hohen
Anspruch aufgerichtet. Schon in der Mittelstufe wurden Inhalte
axiomatisch aufgebaut, die reellen Zahlen wurden exakt konstru-
iert, in der Kreismessung erarbeitete man nicht nur infinitesimale
Methoden zur Bestimmung von Lange und Umfang, man proble-
matisierte auch die Frage, wie diese Begriffe hier exakt zu fassen
seien. Diese Anspriiche sind inzwischen wieder stark zurtickge-
nommen, weil man zu der Uberzeugung gelangt ist, dass sie didak-
tisch falsch tariert, d.h. der Entwicklungsstufe der Adressaten nicht
angepasst waren.”

(Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 27)

Entsprechend wurde also in den 70er Jahren bereits ein Testlauf hinsichtlich der
Anpassung des Schulunterrichts zur Uberbriickung der Ubergangsproblematik

zu Gunsten der Hochschulauffassung vorgenommen (Hamann, 2018).
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Zum anderen sieht Hefendehl-Hebeker (2016, S. 28) eine Moglichkeit zur Uber-
windung der Ubergangsproblematik in ,einer wissenschaftstheoretischen Refle-
xion” in den Sekundarstufen um so das ,Bewusstsein fiir spezifisch mathemati-
sche Erkenntnisweisen und ihre Artikulationsformen zu scharfen”. Grenzen
sieht sie allerdings, mit Verweis auf Vohns, darin, dass ein gewisses Mafs an
,operativen Fahigkeiten fiir gehaltvolle Reflexionen” (Hefendehl-Hebeker, 2016,
S. 28) notig sei. Dies ist einer der Griinde, warum ich mich dazu entschieden habe
die in Untersuchung 5 (vgl. 10.3.1) beschriebene Intervention erst in einem fort-
geschrittenen Semester, frithestens ab dem 2. Semester, anzubieten. So konnten
die Studierenden bereits die Differenzen zwischen Schul- und Hochschulmathe-
matik erfahren, sodass die Reflexion nicht auf einem zunéachst zu erlernenden,

oder — noch schlechter — vorgegebenen, Inhalt basieren muss.
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Die wihrend der Erstellung dieser Arbeit aktuellste Quelle, die sich mit Uber-
gangen in das Mathematikstudium beschaftigt, ist der Mafinahmenkatlog , Ma-
thematik: 19 Mafinahmen fiir einen konstruktiven Ubergang Schule-Hoch-
schule”, der Deutschen Mathematiker-Vereinigung (DMV), der Gesellschaft fiir
Didaktik der Mathematik (GDM) und dem Verband zur Forderung des MINT-
Unterrichts (MNU) (DMV, GDM, & MNU, 2019). In diesem stellen die Autoren
fest, dass im Wintersemester 2017/2018 rund 2,8 Millionen Studierende an Uni-
versitaten und Hochschulen eingeschrieben waren, wovon 47% ein sogenanntes
WiMINT-Fach studieren, das somit , priifungsrelevante Anteile in Mathematik”
beinhaltet (DMV, GDM, & MNU, 2019, S. 1). Die Autoren stellen weiterhin fest,
dass ein konstruktiver Ubergang von der Schule zur Hochschule im Fach Mathe-
matik nur durch ,, gemeinsame Anstrengungen von Politik in Bund und Landern,
von Schule, Hochschule und Wissenschaft” (DMV, GDM, & MNU, 2019, S. 1)
moglich ist. Entsprechend schlagen die Verbande insgesamt neunzehn Mafinah-
men vor, die zu einem solchen konstruktiven Ubergang fiihren kénnen. Von die-
sen Mafsnahmen konnen vier Mafsnahmen (2,4,6,14) im weitesten Sinne zur An-
dersartigkeit von Schul- und Hochschulmathematik gezahlt werden. Sechs Maf3-
nahmen beziehen sich dagegen klar auf den Aspekt der fehlenden Basisfahigkei-
ten und Fertigkeiten (3,5,8,9,10,13). Entsprechend der vorangehenden Betrach-
tungen ist klar, dass beide Aspekte eine grofie Rolle fiir den Ubergang spielen.
Mafinahmen fiir einen konstruktiven Ubergang mit Beriicksichtigung der An-
dersartigkeit von Mathematik in der Schule und Hochschule scheinen allerdings
laut dem MafSnahmenkatalog nicht direkt erforderlich. Entsprechend ist eine
Mafinahme des Katalogs (12) zur ,Gestaltung des Ubergangs Schule — Hoch-
schule” die Forderung nach einer Intensivierung ,, mathematikspezifische[r] und
allgemeine[r] Forschung zum Ubergang von Schule zu Hochschule” (DMYV,
GDM, & MNU, 2019, S. 2). Solche Forschung ware insbesondere fiir das identifi-
zierte Forschungsdesiderat — einer Erfassung und eines Vergleichs des aktuellen
Forschungsstandes, auch auf internationaler Ebene, beziiglich des Ubergangs
von der Schule zur Hochschule - sehr zu begriifien. Insbesondere um besonders
erfolgreiche Best Practice Beispiele zu identifizieren um diese an verschiedenen

Standorten weiterzuentwickeln.
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Ein weiterer Aspekt, der in diesem Mafsnahmenkatalog nicht auftaucht, ist der
Hinweis darauf, dass dhnliche Ubergangsprobleme, gerade im Fach Mathematik,
bereits seit mindestens 100 Jahren vorliegen und auch diverse Lehrplananderun-
gen nichts an diesem Phanomen gedndert haben (vgl. 1). Das bedeutet nicht, dass
Universitaten und Schulen ihre Curricula nicht entsprechend ausreichender Ba-
sisfdhigkeiten und Fertigkeiten der Studierenden einander anpassen sollen. Dies
ist in jedem Fall notig, beispielsweise beim, sowohl an Schulen, Universitaten, als
auch der mathematikdidaktischen Community, viel diskutiertem Thema ,Nut-
zung digitaler Werkzeuge beim Lehren und Lernen von Mathematik”?. Nichts-
destotrotz benoétigt ein solches vielschichtiges Phanomen eine eingehende Unter-

suchung und gegebenenfalls andere Perspektive auf dieses Phanomen.

In dieser Arbeit werden, entgegen der meisten der hier vorgestellten Arbeiten,
die mathematikspezifischen Herausforderungen an den Ubergang nicht (nur) als
defizitire Abstimmung zwischen Schule und Hochschule gesehen. Vielmehr
werden die Chancen betrachtet, die solch ein Ubergang zur Reflexion der eigenen
Vorstellungen des Faches Mathematik ermoglicht und somit gewinnbringend fiir
die Fach- und insbesondere gymnasiale Lehrer*innenausbildung wirken kann.
Dabei soll es nicht darum gehen den Ubergang zu glitten, was meiner Ansicht
nach und in Bezug auf Erfahrungen aus vorangehenden Reformen nicht moglich

ist.

2 Dieser Aspekt des Ubergangs ist nicht zu verachten, zumal das Hilfsmittel des graphikfihigen
Taschenrechners momentan den Oberstufenunterricht — zumindest in NRW dominiert — und so-
mit gewisse Ubungen zu kalkiilorientierten Verfahren vor allem in der Algebra und der Analysis,
die von den Universititen und Fachhochschulen eingefordert werden, nicht mehr an Schulen
durchgefiihrt werden, sondern durch kalkiilhaftes Bedienen des Taschenrechners ersetzt wur-
den.
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~Begriffliche Strukturen und Systeme implizieren nie eine unbeschrinkte Generali-
tit ... Jedes individuelle kognitive System ist seinem Wesen nach beschrinkt auf
die Situationen, in denen es erarbeitet wurde.”

(Seiler, 1973, S. 266, zit. nach Bauersfeld, 1983, S. 1)

,Man kann hinzufiigen: Eine didaktische Theorie wird ohne Aussagen iiber die
fundamentale Natur des Lernens nicht zureichend erklirungsfihig sein.”
(Bauersfeld, 1985, S. 12)

Der zweite Teil dieser Arbeit widmet sich der Darstellung eines angemessenen
Theorierahmens zur Untersuchung der identifizierten Forschungsdesiderate in
Form der Forschungshypothese und den daraus abgeleiteten Forschungsfragen.

Die generellen Fragen, die der theoretische Rahmen beantworten soll, sind:

e wie werden Auffassungen gebildet,
e wie verdndern sie sich und
e welche Rolle spielen sie fiir (Inter-)Aktionen derjenigen, die eine be-

stimmte Auffassung besitzen?

Zudem sollte der theoretische Rahmen auch Hinweise darauf geben, ob und wie
Auffassungen von Individuen durch Forschende rekonstruiert und klassifiziert

werden konnen.

Die zur Beantwortung dieser Fragen in diesem Kapitel vorgestellten Theorien,
das Konzept der ,subjektiven Erfahrungsbereiche” (Bauersfeld, 1983), das struk-
turalistische Theorienkonzept fiir rationale Rekonstruktionen (Balzer, Mouli-
nes, & Sneed, 1987; Stegmiiller, 1987; Sneed, 1971), der ,theory theory” An-
satz (Gopnik & Meltzoff, 1997) und Aspekte aus der Auffassungs-/Belief-For-
schung (Schoenfeld, 1985; Grigutsch, Raatz, & Torner, 1998; Rolka, 2006) sowie
ihre gemeinsame Anwendung in der Mathematikdidaktik sind nicht neu, son-
dern vielfach auf verschiedene Themenbereiche — von elementarer Arithmetik,
iiber Geometrie bis zur Analysis (vgl. Struve, 1990; Witzke, 2009; Burscheid &
Struve, 2010; Schlicht, 2016) — angewandt und erprobt worden.
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Ein neues theoretisches Ergebnis dieser Arbeit liegt allerdings in der Grundle-
gung der Begriffe ,Auffassung” und , Auffassungswechsel” auf der Basis des
Konzepts der subjektiven Erfahrungsbereiche, womit ein Beitrag zur Forschung
im Bereich Auffassungen oder Beliefs geleistet werden kann. Auf dieser Begriffs-
klarung aufbauend wird die Dichotomie des Begriffspaars , empirisch-gegen-
standliche Auffassung” und ,formal-abstrakte Auffassung” dargestellt, indem
einerseits die epistemologische Frage nach dem Gegenstandsbereich mathemati-
schen Wissens und andererseits weitere spezifische Elemente subjektiver Erfah-
rungsbereiche (Wertungen, prozedurales Wissen, usw.) identifiziert und fiir die
Charakterisierung beider Auffassungen genutzt werden. Gerade hinsichtlich
mathematischen Wissens und dessen Entwicklung folge ich der Deutung des
,theory theory” Ansatzes. Durch diese Deutung und der darin vermuteten Ahn-
lichkeit des Wissenserwerbs von Lernenden mit dem Wissenserwerb in Form
von Theorien als Teil wissenschaftlicher Forschung ist der Einsatz der rationalen
Rekonstruktion im Sinne des strukturalistischen Theorienkonzepts gerechtfer-
tigt. Neben den Fragen der Wissensentwicklung und der Aktivierung von sub-
jektiven Erfahrungsbereichen im Individuum spielen gerade zur Beantwortung
der flinften Forschungsfrage, ob man Studierende im Rahmen eines Forschungs-
seminars zur Reflektion ihres eigenen Ubergangs und ihrer Auffassung durch
den Umgang mit historischen Quellen anregen kann, interaktionistische Aspekte
eine grof3e Rolle. Bauersfeld konzipiert die subjektiven Erfahrungsbereiche und
darauf aufbauend auch die Idee der ,,(gemeinsamen) Erfahrungsbereiche” durch
(ahnliche) Erfahrungen in der Umwelt? der (interagierenden) Subjekte als
,Grundlage einer Interaktionstheorie des Mathematiklernens und -leh-
rens” (Bauersfeld, 1983, S. 1). Zur Beantwortung der Frage, wie solche Interak-
tionen trotz der Subjektivitdt der Erfahrung einzelner Individuen zwischen den-
selben zustande kommen konnen, benotigt man eine allgemeinere Theorie (oder
auch , Hintergrundtheorie” (Bikner-Ahsbahs, 2003, S. 208)) zur Beschreibung der
Erfahrungs- und Handlungsmdoglichkeit eines Individuums in und mit seiner
Umwelt. Einige Grundideen des Enaktivismus, die im ersten Kapitel vorgestellt
werden und damit den Hintergrund fiir die Darstellung des Konzepts subjekti-

ver Erfahrungsbereiche im darauffolgenden Kapitel bilden, konnen Losungen

2 Der Umweltbegriff (z.B. Mertens, 1998), ist grundsatzlich auf ein bestimmtes Individuum be-
zogen. Dennoch kann, aufgrund ,hinreichend dhnlicher” Sinnes-, Kultur- und Selbsterfahrung
(Bauersfeld, 1983, S. 33), von einer geniigenden Ubereinstimmung der SEB in Interaktionsprozes-
sen ausgegangen werden (vgl. 4.3.1).
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fiir diese Frage bieten. Entsprechend der zuvor angestellten Uberlegungen wird
im Kapitel zum Konzept der subjektiven Erfahrungsbereiche in Bezug auf das
spezifische Element ,Wissen” ein Uberblick {iber das strukturalistische Theori-
enkonzept und dessen Anwendung mithilfe des ,,theory theory” Ansatzes gege-
ben. Den Abschluss dieses Teils bildet dann ein Kapitel, in dem die zuvor vorge-
stellten Theorien zur Klarung der Begriffe ,, Auffassungen” und , Beliefs” genutzt

und in der (aktuellen) Belief-Forschung verortet werden.






3 Enaktivismus: Modell von (Inter-)Aktionen

. Key Sayings:
,all doing is knowing and all knowing is doing.’

‘Everything said is said by someone.”’
(Maturana & Varela, 2008, S. 27)

Dass der Mensch lernt ist ein Faktum! Diese Aussage ist so einfach wie proble-
matisch. Einfach ist sie, da sie die Grundvoraussetzung jedes Forschens und auch
Lehrens ist (vgl. 3.4), sofern man davon ausgeht, dass auch Forscher*innen und
Lehrende bei oder zumindest vor ihrer Tatigkeit lernen oder gelernt haben miis-
sen (vgl. 4.4.3). Problematisch ist diese Aussage, da nicht klar ist, ob jeder
,Mensch” lernt und was an dieser Stelle mit ,,Faktum” gemeint ist?. Beziiglich
des Lernens scheint sich zumindest herausgestellt zu haben, dass ,,Lernen” nicht
nur von Menschen betrieben werden kann. Was ,,Lernen” ist und wie , Lernen”
funktioniert, ist die Fragestellung aller Wissenschaften, die sich mit Erkenntnis-
gewinnung beschéftigen. Auch diese Fragen sind wie die Ubrigen nicht endgiil-

tig geklart, wobei eine vollstandige Klarung kaum maoglich erscheint.

Welchen Zweck konnen diese Fragen oder ihre blofie Benennung in einer mathe-
matikdidaktischen Arbeit, die sich aus ihrem Fachverstandnis heraus als Beitrag
zur Wissenschaft vom , Lehren und Lernen von Mathematik” (Bruder et al., 2015,
S. IV) versteht, bei bereits abzusehender Unzulédnglichkeit moglicher Antworten
erfiillen? Eben weil Lernen die Grundvoraussetzung fiir Forschung — und insbe-
sondere ein Forschungsgegenstand fiir mathematikdidaktische Forschung — ist,
stellt sich die Frage wie Lernen, in dieser Forschungsarbeit verstanden wird.
Auch wenn im Folgenden keine Definition von , Lernen” gegeben wird, ist es
trotzdem im Sinne der Leser*innen niitzlich, die in dieser Arbeit vertretene Auf-
fassung von Lernen sowie die Bedingung der Moglichkeit von Lernen vorzustel-
len. Diese, meine (momentane) Auffassung hat sich natiirlich ebenfalls durch
Lernen bzw. Erfahrungen gebildet, wobei letztere meiner Ansicht nach den in
diesem Kapitel vorgestellten Entwicklungsprinzipien folgen. Unter anderem hat
sich diese Auffassung durch die Auseinandersetzung mit diverser Literatur, die

hier nicht vollstandig dargestellt wird, ausgebildet. Einen zentralen Einfluss hat

24 Beide Fragen konnen nicht in dieser Arbeit und vermutlich auch nicht in einer anderen leicht
beantwortet werden. Im Rahmen des Enaktivismus fiihren sie allerdings durch den Diskurs, um
Wissen und auch Kognition von der im Folgenden dargestellten Perspektive zu betrachten.
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Bauersfelds Konzept der ,subjektiven Erfahrungsbereiche” (vgl. 4), das ein mog-
liches Modell fiir Lernprozesse auf der Basis totaler Erfahrung durch ein konstru-
ierendes und interagierendes Subjekt innerhalb subjektiver Erfahrungsbereiche
liefert. Ein anderer Einfluss, der sich speziell der Entwicklung von propositiona-
lem Wissen widmet, ist der ,theory theory“-Ansatz (vgl. 4.4.3), aus dessen Per-
spektive Lernen als Entwicklung von Theorien und Wissen als die Verfiigbarkeit
von Theorien durch Wissende verstanden wird. Je nachdem , was” gelernt wird,
bieten diese Theorien also eine Moglichkeit Lernen aus verschiedenen Perspek-
tiven und damit auf verschiedene Weisen zu betrachten, welche je nach zu be-
obachtendem Phanomen mehr oder weniger zweckmaflig sind, was auch die Un-

tersuchungen im dritten Teil dieser Arbeit (vgl. Untersuchungen) zeigen werden.

Der Uberblick {iber die soeben genannten und in dieser Arbeit dargestellten the-
oretischen Grundlagen zeigt, dass diese zwar ein Modell zur Beschreibung von
Lernprozessen bieten, allerdings nicht die ,Bedingungen der Moglichkeiten des
Lernens” behandeln. So verweist Bauersfeld auf die Grundfahigkeit der , spon-
tanen Sinnkonstruktion” (vgl. 4.2.3) und Gopnik und Meltzoff (1997, S. 128) spre-
chen von , initial theorylike structures”, die bereits angeboren sind und aus de-
nen sich mit der Zeit Theorien (weiter-)entwickeln. Der Enaktivismus, im Sinne

von Maturana und Varela (2008)%, kann als Hintergrundtheorie (,,grand theory”,

% Der Enaktivismus und verschiedene Elemente dieses Konzeptes haben auf diverse Weisen Ein-
fluss auf mathematikdidaktische Forschung ausgeiibt. So identifiziert Reid (2014, S. 140) vier ver-
schiedene Zeitpunkte/-intervalle in denen enaktivistische Theorien auf mathematikdidaktische
Forschung einwirkten:

,, The first references come from radical constructivists who sought to incorporate
the concept of consensual domains in order to address criticisms that radical con-
structivism did not address learning in social situations. Tom Kieren’s work then
introduced the full range of enactivist concepts, and he was the first to use the
word ‘enactivist’ to describe his research. At about the same time, the concept of
embodied cognition began to be used by a number of other researchers with in-
terests in bodily metaphors and gestures in mathematics. Finally, the concept of
autopoiesis, as reframed by Niklas Luhmann, has been used by Heinz Steinbring
to describe interactions in mathematics classrooms.”

(Reid, 2014, S. 140)

Entsprechend dieser verschiedenen Einfliisse und Verdanderungen in der Theorienkonzeption,
insbesondere im spateren Werk von Varela, bspw. (Varela, Thompson, & Rosch, 1991), gibt es

nicht die eine Form des Enaktivismus und zusétzlich verschiedene Lesarten (vgl. Reid & Mgom-
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Reid, 2014, S. 137) wirken und bietet als Theorie autopoietischer Systeme und
daraus folgend einer neurobiologischen Theorie der Kognition (Reid, 2014,
S. 138) Perspektiven zur Identifizierung von ,, Bedingungen der Moglichkeit des

Lernens” verschiedener Entitaten.

Entsprechend dieser Voriiberlegungen wird ein Uberblick {iber die Grundbe-
griffe des Enaktivismus gegeben (3.1), deren Darstellung neben Maturana und
Varela (2008)* vor allem auf Reid (2014) sowie Reid und Mgombelo (2015) zu-
riickgreift. Im Anschluss an diese Darstellung werden die Konzepte auf zwei
Fallbeispiele (3.2) angewendet, wobei deutlich wird, welche Perspektiven der En-
aktivismus eroffnet. Im dritten Unterkapitel (3.3) werden auf der Basis der Ter-
minologie des ersten Unterkapitels aus einer enaktivistischen Perspektive ,Be-
dingungen der Moglichkeit von Lernen” identifiziert und erortert. Diese bilden
die Grundlage zur Analyse und Beschreibung der ,,Bedingungen der Moglich-
keiten” fiir die Konzepte der subjektiven Erfahrungsbereiche von Bauers-
feld (1983, 1985) sowie der ,theory theory“-Ansatz von Gopnik und Meltzoff
(1997). Im vierten Unterkapitel (3.4) sind einige Notizen dartiber zu finden, wel-

che Auswirkungen die enaktivistische Perspektive auf die bisherige mathema-

belo, 2015). In dieser Arbeit wird eine Perspektive vergleichbar zu Reid (2014, S. 138) eingenom-
men und somit der Schwerpunkt auf enaktivistische Theorien im Sinne von Maturana und Va-
rela (2008) und ihrer Arbeit ,The tree of knowledge: The Biological Roots of Human Under-
standing” gelegt.

2 Die Erstveroffentlichung des Werkes ,, Tree of knowledge” stammt aus dem Jahr 1987. Die Lek-
tiire, auch der spateren Ausgaben, ist gerade wegen des spater hinzugefiigten Nachwortes von
Varela sehr lesenswert. Erstens aufgrund einer ausfiihrlicheren Darstellung der hier nur skizzier-
ten Konzepte, zweitens wegen der konsequent enaktivistischen Ideen folgender zwingend zirku-
laren, eher spiraligen Anlage des Buches (Maturana & Varela, 2008, S. 239) und nicht zuletzt we-
gen der didaktischen Ideen, die hinter der Konzeption standen:

,,We wanted to write an advanced introduction, a text that would require no pre-
vious knowledge on the part of the reader but that would convey some funda-
mental and novel ideas even to the professional. The only way to accomplish
these apparently opposing goals was to pretend that we were writing an elemen-
tary textbook, while knowing that the book presented a parallel or alternative
viewpoint that could only be fully appreciated if the subject used in undergrad-
uate courses throughout North America.”

(Maturana & Varela, 2008, S. 251)
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tikdidaktische Forschung hatte und welche Aspekte des enaktivistischen For-
schens besonders auszeichnungswert erscheinen und zugleich Einsichten in die

in dieser Arbeit vertretenen Auffassung geben konnen.

3.1 Grundbegriffe des Enaktivismus

Maturana und Varela formulieren als Richtlinien oder Haltepunkte zwei Apho-
rismen, die einerseits die Grundlage ihres Werkes bilden — sowohl im Sinne der
Ausgangsposition als auch der spateren Zielposition?, die aufzeigen sollen, wie
man wissen kann etwas zu wissen. Beide Aphorismen sind im Eingangszitat die-

ses Kapitels zu finden und lauten:

,All doing is knowing and all knowing is doing”
(Maturana & Varela, 2008, S. 27)

,Everything said is said by someone”
(Maturana & Varela, 2008, S. 27)

Im ersten Aphorismus ist klar die Zirkularitat oder Aquivalenz zwischen dem,
was Maturana und Varela unter ,doing” und was sie unter , knowing” verstehen,
zu erkennen. Hierbei fassen sie ,,doing” sehr weit und verstehen darunter neben
dem konkreten physischen Handeln auch Wahrnehmungs- und Verarbeitungs-
prozesse, also alle Dimensionen menschlicher Aktivitat im (alltdglichen) Le-
ben (Maturana & Varela, 2008, S. 26). Ausgehend von dieser Beschreibung, die

im Verlauf naher spezifiziert wird, erfolgt eine Definition von wissen?® (knowing):

,Knowing is effective action, that is, operating effectively in the do-
main of existence of living beings.”
(Maturana & Varela, 2008, S. 29)

27 Diese ,,zirkuldre Route” des Buches vergleichen Maturana und Varela (2008, S. 239) in ihrem
10. Kapitel mit der Zeichnung , Drawing Hands” von M.C. Escher, einer Lithografie aus dem Jahr
1945 auf der zwei Hande abgebildet sind, die sich gegenseitig zu zeichnen scheinen.

2 Sowohl im englischen Original , knowing” als auch hier in der deutschen Ubersetzung ,wis-
sen” ist bewusst die Verbform gemeint, also nicht im Sinne von ,, Wissen” (knowledge). Dies wird
klar an der Definition von ,, wissen”, das als effektive Handlung verstanden wird. Entsprechend
scheint der Titel , Tree of Knowledge” in die Irre zu fiihren, da nicht ,, Knowledge”, bspw. im
Sinne von propositionalem Wissen, gemeint ist, sondern der Prozess des ,,etwas wissen”. Im Un-
tertitel des Werkes wird dieser Aspekt allerdings deutlich, da hier von ,human understanding”
gesprochen wird, was im Sinne der Autoren vermutlich mit dem menschlichen , knowing”
gleichzusetzen ist.
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Abbildung 1: ,,Conceptual map of salient ideas” — Aus ,, The Tree of Knowledge: The
Biological Roots of Human Understanding" (Maturana & Varela, 2008,
S. 238), © 1987 by Humberto R. Maturana and Francisco ]. Varela.
Reprinted by arrangement with The Permissions Company, LLC on
behalf of Shambhala Publications Inc., www.shambhala.com

Der zweite Aphorismus wird deutlicher unter Beriicksichtigung des ersten
Aphorismus. Geht man davon aus, dass Gesagtes ein Beitrag zum Wissen ist,
oder vielmehr, wenn etwas gesagt wird, dass dieses Sprechen als effektive Hand-
lung verstanden wird, so ist klar, dass dieses Gesagte abhédngig von demjenigen
ist, der es gesagt hat und entsprechend auch auf seiner Perspektive basiert bzw.
seinem Erfahrungsbereich entstammt. Diese Verkniipfung von Sprecher, Erfah-
rungsbereich und entsprechender Perspektive fassen Maturana und Varela unter
dem Begriff des , Observers” also Beobachter*in zusammen. Die Entwicklung

von Wissen kann dann in der Sprechweise von Maturana und Varela auch in
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dem Sinne verstanden werden, dass ,,every act of knowing brings forth a world" (Ma-
turana &Varela, 2008, S. 26). Auch dies gliedert sich nahtlos an die Beschreibung
von ,,wissen” als effektive Handlung in dem Erfahrungsbereich des Lebewesens

an.

Ausgehend von dieser ersten Beschreibung von ,wissen” geben sie einen Uber-
blick iiber die aus ihrer Perspektive notwendigen Elemente einer wissenschaftli-

chen Erklarung® von Kognition:
,Explaining Cognition

I.  Phenomenon [knowing, G.S.] to be explained: the effective
action of a living being in its environment

II.  Explanatory hypotheses: autonomous organization of living
beings; phylogenetic and ontogenic drift with conversation
of adaptation (structural coupling)

III.  Obtaining other phenomena: behavioral coordination in in-
teractions recurring between living beings and recursive be-
havioral coordination upon behavioral coordination

IV.  Further observations: social phenomena, linguistic domains,
language, and self-consciousness”

(Maturana & Varela, 2008, S. 29)

Fiir diese Arbeit sind davon die Konzepte zur autopoiesis, effective action, operatio-
nal closure und structural coupling zur Erlauterung der Bedingungen der Moglich-
keiten von Lernen besonders interessant. Zusétzliche Beitrdge, insbesondere in
Bezug auf Interaktionsprozesse, bieten die Konzepte behavioral coordination sowie
Aspekte des languaging, der social phenomena und self-consciousness. Diese sollen
im Folgenden im Rahmen von Maturanas und Varelas Enaktivismus geklart wer-

den.

» Eine wissenschaftliche Erklarung bendtigt laut Maturana und Varela vier Elemente:

»a. Describing the phenomenon (or phenoma) to be explained in a way acceptable to a
body of observers

b. Proposing a conceptual sytem capable of generating the phenomenon to be explained
in a way acceptable to a body of observers (explanatory hypothesis)

c. Obtaining from (b) other phenomena not explicitly considered in that proposition, as
also describing its conditions for observation by body of observers

d. Observing these other phenomena obtained from (b).”

(Maturana & Varela, 2008, S. 28)
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3.1.1 Vorlberlegungen: Entitdten, ihre Struktur und Organisation
Als Beobachter*in, auch als Beobachter*in im Alltag, treffen wir eine Unterschei-
dung, sobald wir auf eine Entitdt hinweisen. Maturana und Varela formulieren

dies in einem ihrer Key Sayings folgendermafien:

,The act of indicating any being, object, thing, or unity involves
making an act of distinction which distinguishes what has been in-
dicated as separate from its background.”

(Maturana & Varela, 2008, S. 40)

Zudem weisen sie darauf hin, dass mit dem expliziten oder impliziten Referen-
zieren auf eine Entitdt (bei Maturana und Varela auch Unity*’) das Spezifizieren
eines Kriteriums zur Unterscheidung (specifying a criterion of distinction) einher-
geht, welches anzeigt woriiber gesprochen wird und spezifiziert welche Eigen-
schaften die bezeichnete Entitat hat® (Maturana & Varela, 2008, S. 40).

Solche Entitaten werden im Enaktivismus, insbesondere zur Erklarung kogniti-
ver Prozesse, als strukturbestimmte Systeme (structural determined systems) auf-
gefasst (Reid & Mgombelo, 2015, S. 173). Hierbei differenzieren Maturana und
Varela den Strukturbegriff durch ihre Unterscheidung von Organisation (orga-
nization) und Struktur (structure) aus. Mit Organisation einer Entitat meinen sie
Zusammenhange, die zwischen den Komponenten eines Systems bestehen miis-
sen, damit sie zu einer bestimmten Objektklasse gehoren, wogegen die Struktur
gerade die Komponenten und ihre Zusammenhinge meint, die eine bestimmte
Entitdt und ihre Organisation verwirklicht® (Maturana & Varela, 2008, S. 47).

% Maturana und Varela nutzen den Begriff , unity”, wobei sie an gleicher Stelle synonym , entity”
und ,,object” nutzen. Wichtiger als die Bezeichnung ist, dass eine solche Entitdt durch die Indi-
zierung einer Beobachter*in eine Beobachtungseinheit ist. Der Begriff , Einheit” ist in der deut-
schen Sprache mehrdeutig, daher wird im Folgenden immer der Begriff Entitdt genutzt.

31 Auch hier ist (vgl. Funote 28) die Wiedergabe der Kernidee in deutscher Ubersetzung — wie in
fiir diese Arbeiten typischen Entpersonalisierung — schwer herauszustellen. Maturana und Va-
rela sprechen Konsequent von sich als Beobachter.

% Mit dem Begriff der Verwirklichung (make real) meinen Maturana und Varela, dass Konstituen-
ten einer Entitat diese zu einem Teil der Welt machen, sodass letztere auch beobachtet werden
kann. Die Identifikation solcher Komponenten erfordert natiirlch erneut eine Beobachter*in,
wodurch sie auch beobachter*inabhédngig sind. Die Organisation ist dagegen eher als Begriffs-
schema zur Klassifikation identifizierter Entititen zu verstehen. Im betreffenden Key Saying
wenden Maturana und Varela die Begriffe am anschaulichen Beispiel einer Toilettenspiilung
an (vgl. Maturana & Varela, 2008, S. 47).
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3.1.2 Autopoietische Systeme

Die vorigen Begriffsbestimmungen legen die Frage nahe, was ein Lebewesen zu
einer lebenden Entitat macht, sprich welche Organisation solche Entitdten auf-
weisen mussen, um von einer Beobachter*in als Lebewesen indiziert werden zu
konnen, und daran anschlieffend moglicherweise dessen Kognition zu beobach-
ten. Diese Auszeichnung liegt laut Maturana und Varela in ihrer autopoietischen
Organisation. Systeme deren Organisation autopoietisch sind zeichnen sich
dadurch aus, dass sie ihre konstitutiven Elemente selbst erzeugen, dhnlich wie
eine Zelle Stoffwechsel (,,cell metabolism”, Maturana & Varela, 2008, S. 44) be-
treibt und so ihre Bestandteile selbst erzeugt, beziehungsweise am Beispiel eini-
ger Zellen sich diese durch Zellteilung selbst reproduzieren. Luhmann hat den
Begriff der autopoietischen Systeme auf psychologische und soziale Systeme er-
weitert, indem er die Reproduktion von Gedanken im Individuum und die Kom-
munikation in sozialen Systemen als autopoietische Prozesse der jeweiligen Sys-
teme auffasst (vgl. Steinbring, 2015, S. 283; Reid, 2014, S. 144,145). Diese Sicht-
weise hatte laut Reid (2014, S. 145) bisher allerdings nur einen beschrankten Ein-
fluss auf die mathematikdidaktische Forschung. Insbesondere Maturana sieht

diese Erweiterung kritisch, da fiir ihn

,[e]in System in einem Bereich der Kommunikation [dies ist eine
Referenz auf Luhmanns Konzeption sozialer Systeme, G.S.] und ein
System in einem Bereich der Verwirklichung von menschlichen
Wesen [...] zwei vollig verschiedene Systeme [sind]. Das erste be-
inhaltet die Erhaltung der Kommunikationen, das zweite die Erhal-
tung der menschlichen Verwirklichungen. Im ersten Fall impliziert
die Erhaltung des Systems die Unterordnung der Menschen unter
die Handlungen, Rollen und Institutionen, die das System konsti-
tuieren. Im zweiten Fall dagegen beinhaltet die Erhaltung des Sys-
tems die Unterordnung der im Verlauf seiner Verwirklichung ent-
stehenden Handlungen, Rollen und Institutionen unter die Ver-
wirklichung der Menschen, die das System konstituieren.”

(Kriill, Luhmann, & Maturana, 1987)

Hiermit legt Maturana einen Schwerpunkt darauf, dass soziale Systeme und die
in ihnen ablaufenden Kommunikations- und Interaktionsprozesse nicht losgelost
von menschlichem Handeln und anderem menschlichen Verhalten, insbeson-

dere aber nicht vom Menschen, der handelt, verstanden werden sollen. Diese
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Einschatzung wird in den Abschnitten 3.1.6, 3.1.7 und zusatzlich in 3.1.8 illus-

triert.

3.1.3 Strukturelle Kopplung

Neben der Autopoiesis, die speziell lebenden Entititen zugewiesen wird, nutzen
Maturana und Varela den Begriff der Ontogenese, mit dem sie die Geschichte der
strukturellen Veranderungen (structural change) einer Entitét (unity) ohne Ande-
rung oder Verlust dessen Organisation bezeichnen (Maturana & Varela, 2008,
S. 74). Strukturelle Veranderungen kénnen sowohl durch interne Dynamiken der
Entitdt als auch durch Ausloser (trigger) aus ihrer Umwelt induziert werden (Ma-
turana & Varela, 2008, S. 74). Diese Veranderungsprozesse veranschaulichen Ma-
turana und Varela in einem Diagramm (s. Abbildung 2), wobei die Verdnde-
rungsprozesse aufgrund interner Dynamiken durch einen kreisférmigen Pfeil
ausgewiesen werden und die Veranderungsprozesse durch Ausloser aus ihrer
Umwelt (dargestellt durch gewellte Linie) durch einen speziellen Doppelpfeil

(=). Betrachtet man nicht nur die Ontogenese einer Entitat, sondern die Ontoge-

nesen zweier benachbarter Entititen in ihrem Medium der Interaktion (vgl.
3.1.6), so kann dies diagrammatisch ebenfalls wie in Abbildung 2 dargestellt wer-
den. Auffallend ist, dass in der Darstellung der gleiche spezielle Doppelpfeil (=)
zwischen den benachbarten Entitaten verwendet wurde wie zwischen einer En-
titat und dessen Umwelt. Diese Darstellung weist darauf hin, dass lediglich die
Beobachter*in (Observer) die zwei Entitaten als solche identifiziert und durch
seine Unterscheidung trennt. Die Entitdten — Maturana und Varela (2008, S. 75)
weisen an dieser Stelle erneut explizit auf Zellen als solche Entitaten hin® — kon-
nen nicht zwingend unterscheiden, ob es sich bei den Auslosern, die ihre struk-
turelle Veranderung induzieren, um andere autopoietische Systeme oder ihre
Umwelt im weiteren Sinne handelt (Maturana & Varela, 2008, S. 75). Treten sol-

che Interaktionen (=) als wechselseitige Ausloser der strukturellen Veranderung

langer- bzw. mittelfristig auf, sprechen Maturana und Varela von einer struktu-
rellen Kopplung (structural coupling, Maturana & Varela, 2008, S. 75). Diese fiihrt
zu Kongruenzen in dem Sinne, dass sich die Entitdten wechselseitig beeinflussen
und so ihre Strukturen gegenseitig anpassen, integrieren oder eine Entitat aufge-

16st wird. Nach einer Integration zweier Entitdten als Resultat einer strukturellen

3 Diese Beschrankung auf Zellen als autopoietische Systeme wird allerdings innerhalb dieses
vierten Kapitels mithilfe der im Folgenden beschriebenen strukturellen Kopplung auf metazellu-
lare Systeme, also mehrzellige Organismen, erweitert.
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Kopplung - hier fithren Maturana und Varela Mitochondrien an, die in eine Zelle
integriert und auf diese Weise Teil einer neuen Einheit wurden — spricht man im
Anschluss von einer Entitédt. Interessant zur Beschreibung des Verhaltens von
Entitaten, sozialen Phanomenen und Kommunikation ist aber die strukturelle
Kopplung ohne Integration, das heifst bei Beibehaltung der Grenzen einzelner
Entitaten. Maturana und Varela fiithren hierfiir das Beispiel von metazelluldren
Organismen an, in denen mehrere Zellen strukturell gekoppelt sind, ohne dass
sie integriert sind, bspw. beim Organ der Haut, welche aus verschiedenen Haut-

zellen besteht.

Abbildung 2: Ontogenese zweier benachbarter Entitaten — Aus , The Tree of
Knowledge: The Biological Roots of Human Understanding" (Maturana
& Varela, 2008, S. 74), © 1987 by Humberto R. Maturana and Francisco J.
Varela. Reprinted by arrangement with The Permissions Company, LLC
on behalf of Shambhala Publications Inc., www.shambhala.com

3.1.4 Operationale Abgeschlossenheit

Mit der operationalen Abgeschlossenheit (operational closure) der Organisation
bezeichnen Maturana und Varela, dass die Identitdt der Entitat durch die Dyna-
miken, u.a. der strukturellen Kopplung, innerhalb eines Netzwerks bestimmt ist.
Das Netzwerk ist dadurch bestimmt, dass die Prozesse nicht auferhalb dieses
Netzwerks von statten gehen (vgl. Maturana & Varela, 2008, S. 89). Um von
strukturellen Veranderungen einer Entitdt zu sprechen, muss diese operationale
Abgeschlossenheit vorhanden sein, da sonst eine Beobachter*in die Entitdt nicht
von ihrem Hintergrund unterscheiden kann (vgl. 3.1.1.). Mit anderen Worten be-
deutet operationale Abgeschlossenheit, dass trotz struktureller Veranderungen
die Organisation der Entitédt erhalten bleibt und somit auch die Identitdt der En-

titdt in einem gewissen, von der Beobachter*in bestimmtem Sinne, stabil ist.
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Diese operationalen Abgeschlossenheit gilt auch fiir sensori-motorische Koordi-
nationen (sensorimotor coordination), die Maturana sowohl fiir autopoietische Sys-
teme erster Ordnung (einzellige Organismen) (Maturana & Varela, 2008, S. 147—
150), als auch autopoietische Systeme zweiter Ordnung (mehrzellige Organis-
men) (Maturana & Varela, 2008, S. 150ff.) beschreiben. Dabei sind sensori-moto-
rische Koordinationen, etwa das Verhalten ,,Bewegung in der Umwelt”, ein Re-
sultat aus dem Zusammenspiel, also der Koordination, von Sensorik und Moto-
rik. Diese Koordination am Beispiel der ,,Bewegung in der Umwelt” ist das Zu-
sammenspiel zwischen sensorischen Oberfldchen und motorischen (bewegungs-
durchfiihrenden) Bereichen der Entitat. Bei Einzellern lauft diese Koordination
auf Ebene von Zellbestandteilen oder zellimmanenten Botenstoffen ab. Zur II-
lustration wahlen Maturana und Varela das Beispiel von Protozoen mit Ci-
lien (Einzellern mit fadendhnlichem Antrieb) bei denen die sensori-motorische
und die motorische Oberflache zusammenfallen. Bei mehrzelligen/metazellula-
ren Organismen konnen auch strukturell gekoppelte, aber unterscheidbare sen-
sorische und motorische Zentren vorliegen. Deren strukturelle Kopplung kann
unter anderem durch das Nervensystem und damit durch Nervenzellen gesche-
hen, die so auch nicht direkt benachbarte Zentren verbinden. Auch das Nerven-
system ist dabei insofern operational abgeschlossen, als dass die internen Pro-
zesse des Nervensystems nicht aus diesem System heraustreten konnen (Matu-
rana & Varela, 2008, S. 163-166). Dies bedeutet allerdings nicht, dass das Nerven-

system nicht mit anderen Strukturen koppeln kann.

3.1.5 Strukturelle Determination

Strukturelle Veranderungen von Entitaten werden zwar von ihrer Umwelt, oder
anderen Identitdten ausgelost (getriggert), aber nicht ausschliefSlich von diesen
determiniert. Mafigeblich werden solche Veranderungen durch die Struktur der
sich verandernden Entitdt determiniert (determined by the structure of the disturbed
system, Maturana & Varela, 2008, S. 96). Dies kann man sich an einem einfachen
Beispiel klar machen. Fithrt man mit einem Golfschlager den , gleichen”3 Schlag
einmal auf einen Golfball, einen Medizinball und einer Maus (letzteres nur als
Gedankenexperiment!) aus, so sind die strukturellen Anderungen der drei letzt-
genannten Entitaten unterschiedlich und von ihrer eigenen Struktur mafigeblich

determiniert. Hierbei stellen Maturana und Varela klar, dass sich die strukturelle

3 Mit der ,,Gleichheit der Schlage” ist gemeint, dass man denselben Schldger und einen gleichen
Schwung in allen drei nachfolgenden Abschldgen verwendet.
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Determiniertheit einer Veranderung nicht nur auf naturwissenschaftlich betrach-
tete Komponenten auswirkt, sondern bspw. auch in sozialen Systemen. Zur Il-
lustration nutzen sie das Beispiel, dass der Manager einer Firma ausgewechselt
wird, wenn dieser nicht die erwartete Leistungsfdahigkeit zeigt, mit der Hoff-
nung, dass die Leistungsfahigkeit durch die Umstrukturierung der Firma erhoht
wird (Maturana & Varela, 2008, S. 97).

Hinsichtlich der Spezifizierung der Strukturdnderung von Entitdten unterschei-
den Maturana und Varela (2008, S. 97) vier Bereiche (oder Klassen):

a. Bereich der Veranderung eines Zustands (domain of changes of state): Dieser
umfasst alle strukturellen Veranderungen, die die Organisation der Enti-
tat erhalten.

b. Bereich der zerstorenden Verdanderungen (domain of destructive change):
Dieser umfasst alle strukturellen Veranderungen, die die Organisation der
Entitdt nicht erhalten, sodass auch die Identitdt der Entitat aufgeldst wird.

c. Bereich der Ausloser/Trigger (domain of perturbations): Dieser umfasst alle
Interaktionen, die strukturelle Veranderungen ausldsen.

d. Bereich der zerstorenden Interaktionen (domain of destructive interactions):
Dieser umfasst alle Interaktionen, die zu einer zerstorenden Veranderung

fihren.

Diese Spezifizierung wird bei der Beschreibung zur Aktivierung von subjektiven
Erfahrungsbereichen (vgl. 4.2.2) und damit einhergehenden Auffassungen sowie

zur Beschreibung von Auffassungswechseln (vgl. 5.3) hilfreich sein.

3.1.6 Koordination von Verhalten und eine enaktivistische Konzeption von Wissen
Unter der Koordination von Verhalten, oder auch Verhalten als solchem, verste-
hen Maturana und Varela (2008, S. 136) die strukturelle Veranderungen eines Le-

bewesens in Bezug auf ihre Position oder ihre Einstellung®, die ein Beobachter

% Maturana & Varela verwenden an dieser Stelle im zugehorigen Key-Saying ,Behavior” den
Begriff ,attitude”:

,Behavior: By behavior [Herv. im Original] we mean the changes of a living being’s position or
attitude, which an observer describes as movements or actions in relation to a certain environ-
ment” (Maturana & Varela, 2008, S. 136). Intuitiv ist die Sinnhaftigkeit der Verwendung dieses
Begriffs klar, allerdings bleibt er bei Maturana und Varela unbestimmt. Eine tragfdhige Ersetzung
konnte durch den Begriff , interne Dynamiken” erreicht werden, der zunédchst umfangreicher als
der Einstellungsbegriff erscheint, aber wesentlich auf strukturelle Verdnderung innerhalb der En-
titat verweist, wobei die strukturelle Anderung der Position der Entitit auf die Relation zur Um-
welt der Entitdt verweist.
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als Bewegungen oder Handlung in Bezug zu einer bestimmten Umwelt auffasst.
Bei dieser Definition von Verhalten fallt auf, dass Maturana und Varela erneut
die Perspektive einer Beobachter*in auf das Phanomen , Verhalten” explizieren.
Mit diesen bewusst eingenommenen Sichtweisen, die entsprechend auch auf die
von Maturana und Varela vorgenommenen (begrifflichen) Unterscheidungen
wirken, liberbriicken sie die Einseitigkeit der epistemologischen Positionen des
Reprasentationalismus. Dieser geht kursorisch dargestellt davon aus, dass auf
der einen Seite die Kognition eines Subjekts auf Reprasentationen von der Au-
lenwelt basiert. Der Solipsismus auf der anderen Seite geht davon aus, dass ein
Subjekt keinen Zugriff auf eine Aufienwelt hat (Maturana & Varela, 2008, S. 132—
136). Die Perspektive der Beobachter*in kann eher als reprasentationalistische
Sichtweise auf das Verhalten beschrieben werden, wohingegen die Perspektive
der wahrnehmenden Entitat eher als solipsistisch eingeordnet werden kann, da
deren Selbstwahrnehmung von der eigenen Kognition und damit von ihren in-
ternen Dynamiken und Zustianden abhangt. Wichtig ist hierbei erneut festzu-
halten, dass eine solche Kategorisierung von einer weiteren Beobachter*in — oder
in der Reflexion der ersten Beobachter*in — erfolgen muss, die ebensolche Per-
spektiven verwendet, bzw. auf den dhnliche Perspektiven von weiteren Beobach-

ter*innen angewendet werden konnen.

Passend zu dieser Konzeption von Verhalten bestimmen Maturana und Varela
Wissen als kognitiven Akt, wenn eine Beobachter*in effektives Verhalten einer
Entitat hinsichtlich eines durch seine Frage(n) (explizit oder implizit) bestimmten
Kontext beobachtet (Maturana & Varela, 2008, S. 173-176). Insbesondere hangt
damit die Zuweisung von Wissen einer Entitat mit der Beobachter*in zusammen,
die ihre Beobachtung entsprechend klassifiziert und durch das Verhalten der En-
titat sowohl im Sinne von Sprachhandlungen als auch non-verbalen Handlungen
bestatigt sieht. Somit steht Wissen in einem relationalen Kontext zwischen der
Frage einer Beobachter*in und dem Verhalten einer Entitdt, welches die Beobach-
ter*in als effektiv hinsichtlich der Frage bewertet oder eben nicht. Diese Wissens-

bestimmung ist recht weit, was bereits durch das einleitende Key Saying ,,All

% Diese verschiedenen Perspektiven machen Maturana und Varela mithilfe einer Metapher deut-
lich, in der ein U-Boot Kapitan, der sein ganzes Leben in dem U-Boot verbracht hat, in seinem U-
Boot von einem auflenstehenden Beobachter beobachtet wird. Ersterer lenkt sein U-Boot durch
Riffe und taucht zur Oberflache auf. Als der Beobachter den Kapitan per Funk begliickwiinscht,
dass er die Riffe gut umfahren habe und aufgetaucht sei, antwortet der Kapitan, er hétte lediglich
die Instrumente bedient, wie er es gelernt hat, und was zum Teufel Riffe oder die Oberflache sei
(Maturana & Varela, 2008, S. 136).
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doing is knowing and all knowing is doing” (vgl. 3) zu erwarten war. In den
folgenden Abschnitten wird der Wissensbegriff fiir die Analyse von mathemati-
schen Texten und mathematischem Wissen von Individuen nidher spezifi-
ziert (vgl. 4.4).

In Abschnitt 3.1.4 wurde das Nervensystem als operational geschlossenes System
zur strukturellen Kopplung zwischen sensorischen und motorischen Bereichen
eingefiihrt. Gerade in Bezug auf komplexere meta-zelluldre Lebewesen wie Men-
schen kann ein solches Nervensystem stark diversifiziert sein. Dies hat zur Folge,
dass neben der Etablierung von sensori-motorischen Kopplungen auch interne
Zustande des Nervensystems eine Rolle spielen und die Kognition so erweitern.
Maturana und Varela sprechen dabei von neuen Phanomenen, die durch die In-
teraktionen des Nervensystems in Form neuer Dimensionen von strukturellen
Kopplungen neue Phanomene erzeugen (Maturana & Varela, 2008, S. 176). Sol-
che neuen Dimensionen konnen u.a. soziale Phanomene oder Sprache sein (vgl.
3.1.7,3.1.8).

3.1.7 Soziale Phdnomene und Kommunikation

Soziale Phanomene konnen als strukturelle Kopplungen dritter Ordnung (Third-
Order Couplings, Maturana & Varela, 2008, S. 181) autopoietischer Systeme zwei-
ter Ordnung (vgl. 3.1.6) identifiziert werden. Entsprechend formulieren

Maturana und Varela recht allgemein, dass

»individual ontogenies of all the participating organisms occur fun-
damentally as part of the networks of co-ontogenies that they bring
about in constituting third-order unities.”

(Maturana & Varela, 2008, S. 195)

Das bedeutet, dass die individuellen Entwicklungen der in sozialen Systemen
beteiligten Organismen als Teil des Netzwerkes verstanden werden und durch
entsprechende strukturelle Kopplungen (soziale Kopplungen) dieses Netzwerk
entwickeln. Auch hier muss bedacht werden, dass die Beobachter*in die soziale
Einheit als Einheit erkennt und dementsprechend eine Unterscheidung trifft. Bei-
spiele fiir solche Systeme konnen dabei Rangfolgen von Tieren, Arbeits-Interims,

oder Teile einer Schulklasse oder Arbeitsgruppe sein, wobei diese Systeme dann
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durch soziale Kopplungen, also dem Verhalten der Entitaten miteinander beo-

bachtet werden konnen?”.

Entsprechend unterscheiden Maturana und Varela in ihrem Key Saying zur
,Communication” kommunikatives Verhalten (communicative behavior, Matu-
rana & Varela, 2008, S. 195) als soziale (reziprok strukturelle) Kopplungen in
Form von koordiniertem Verhalten der Entitaten einer sozialen Einheit von Kom-
munikation (communication, Maturana & Varela, 2008, S. 195) als koordinierendes
Verhalten der Entitaten, das eine Beobachter*in als Resultat kommunikativen

Verhaltens identifizieren kann.

Neben der Kommunikation als von einer Beobachter*in festzustellendes kurz-
bis mittelfristig koordinierendes Verhalten lasst sich auch langerfristig koordi-
nierendes Verhalten feststellen, was Maturana und Varela mit kulturellem Ver-
halten (cultural behavior, Maturana & Varela, 2008, S. 201) bezeichnen. Hierbei ist
das besondere am kulturellem Verhalten, dass es iiber Generationen hinweg
stabile Verhaltensmuster konserviert, die von einer Entitat durch kommunikati-
ves Verhalten innerhalb einer sozialen Umwelt aufgebaut wird und dann in der
Folge durch weitere soziale Kopplung in der Ontogenese der betrachteten sozia-
len Einheit weitergegeben wird (Maturana & Varela, 2008, S. 201). Durch die
Summe solcher kulturellen Verhaltensweise und ihrer Veranderung einer sozia-
len Gruppe wird ihre Organisation und historische Entwicklung aufgezeigt —
auch jenseits der historischen Entwicklung einzelner Individuen. Insbesondere
zeichnet sich kulturelles Verhalten dadurch aus, dass es gelernt wird und zwar
in dem Sinne, dass (jiingere) Individuen (Novizen in dem kulturellen Verhalten)
(altere) Individuen (Initiatoren oder Experten kulturellen Verhaltens) imitieren
und so kulturelle Verhaltensweisen adaptieren und im Rahmen ihrer eigenen

Ontogenese teilweise verandern.

¥ Aufgrund Maturanas und Varelas Konzeption von autopoietischen Einheiten stellt sich die
Frage, inwiefern sich soziale Strukturen als strukturelle Kopplungen dritter Art von meta-zellu-
laren Organismen, autopoietischen Systemen zweiter Art, die sich aus der strukturellen Kopp-
lung autopoietischer Systeme erster Art ergeben, unterscheiden. Im Sinne der bisher dargestell-
ten Sichtweise ist es einleuchtend, dass dies von der Unterscheidung der Beobachter*in abhéangt.
Zusatzlich geben Maturana und Varela aber als Kriterium zur Unterscheidung den Grad der Au-
tonomie der Komponenten an, der von der geringen Autonomie autopoietischer Komponenten
eines Organismus bis zur grofSen Autonomie autopoietischer Komponenten in menschlichen Ge-
sellschaften reicht (Maturana & Varela, 2008, S. 198-199). Unter Autonomie verstehen Maturana
und Varela dabei, dass das System (bewusst oder unbewusst) eigene Gesetze hinsichtlich seiner
operationalen Fahigkeiten bestimmt (Maturana & Varela, 2008, S. 47—48).
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3.1.8 ,Spracheln” (languaging)

Eine Beobachter*in kann davon sprechen, dass erworbene kommunikative Ver-
haltensweisen von der Ontogenese der Entitdt und ihrer sozialen Interaktionen
abhangen. Solche gelernten Kommunikationsformen verorten Maturana und Va-
rela im linguistischen Bereich (linguistic domain, Maturana & Varela, 2008, S. 207),
die die Basis fiir Sprache bildet aber nicht mit dieser identisch ist (Maturana &
Varela, 2008, S. 209; Key Saying: Linguistic Domain). In diesem Sinne beschreiben
Maturana und Varela auch den Zusammenhang zwischen der Beschreibung ei-
ner Beobachterin und dem beschriebenen Verhalten von dem Beobachteten.
Und zwar gibt die Beobachter*in eine Beschreibung von Verhalten unter Zuhil-
fenahme semantischer Ausdriicke (description in semantic terms, Maturana & Va-
rela, 2008, S. 209) immer dann an, wenn sie Interaktionen zwischen zwei oder
mehr Entitaten so beschreibt, als ob die von ihr zugewiesenen Bedeutungen den
Verlauf der Interaktionen determinieren. Hierbei ist zu beachten, dass linguisti-
sche Bereiche nicht allein in sozialen Interaktionen zwischen Menschen verortet
sind, sondern auch bei Interaktionen anderer Lebewesen oder Interaktionen zwi-

schen verschiedenen Arten von Lebewesen.

Sprache ist ein spezifischer Teil des linguistischen Bereichs. Maturana und Varela
definieren diesen dadurch, dass Sprache, oder das Operieren in Sprache (langu-
aging, Maturana & Varela, 2008, S. 211), in sozialen Interaktionen auftritt, wobei
sich dieses Operieren im linguistischen Bereich in der Koordination von Sprach-
handlungen beziiglich Operationen im linguistischen Bereich auf diese selbst be-

zieht®, oder mit den Worten von Maturana und Varela:

,In other words, we ‘language’ only when through a reflexive ac-
tion we made a linguistic distinction of a linguistic distinction.
Therefore to operate in language is to operate in a domain of con-
gruent, coontogenic structural coupling.”

(Maturana & Varela, 2008, S. 210)

% Diese Fahigkeit weisen Maturana und Varela exklusiv Menschen zu und unterscheiden damit
Sprache in diesem engeren Sinne — der Selbstreferenzialitat linguistischer Operationen auf lingu-
istische Operationen — von iiblichen Sprechweisen, wie der ,Sprache von Bienen”, die zwar Kom-
munikation erlaubt aber eben nicht die beschriebene Selbstrezerenzialitidt menschlicher Sprache
aufweist (Maturana & Varela, 2008, S. 211-212). Eine gewisse Aufweichung dieser Exklusivitat
findet sich in ihrer Darstellung von Experimenten wieder in denen Affen Zeichensprache erler-
nen, die bis zu einem gewissen Grade ebenfalls selbstreferenzielle Ziige annehmen kann (Matu-
rana & Varela, 2008, S. 212-215).
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In dieser Erklarung von Sprache findet man Luhmanns Ankniipfungspunkte fiir
seine Konzeption der Kommunikation als selbstreferentielles soziales System,
das zur Erhaltung der Kommunikation neue Kommunikation erzeugt, was Ma-
turana nur autopoietischen, in seinem Sinne lebenden, Wesen zugestehen
wiirde (vgl. 3.1.2).

Nattirlich ist Maturana und Varela klar, dass eine Vielzahl der Besonderheiten
menschlicher Sprache, bspw. Ironie, Metaphern und Witz, nicht umfassend in
ihrem Werk dargestellt werden (konnen) — das gilt auch fiir diese Arbeit. Aller-
dings geht es fiir Maturana und Varela eher darum Grundkonzeptionen der Nut-
zung und des Zwecks von Sprache aufzuzeigen und diese als kognitive effektive
Handlung auszuweisen. Insbesondere ist der linguistische Bereich, indem sich
eine Entitat bewegt, ein Teil seiner Umwelt, indem es wechselseitig mit anderen
Entitdten interagiert und dabei diesen Bereich erzeugt. In der wesentlich pathe-
tischeren Sprechweise Maturanas und Varelas driickt sich dies folgendermafien

aus:

,All this is what it is to be human. We make descriptions of the
descriptions that we make (as this sentence is doing). Indeed, we
are observers and exist in a semantic domain created by our oper-
ating in language where ontogenic adaptation is conserved.”
(Maturana & Varela, 2008, S. 211)

3.1.9 Identitdt und Selbst-Bewusstsein

Maturana und Varela erlautern das Phanomen des Geistes, der Identitat und des
Selbst-Bewusstseins auf der Basis der Darstellungen verschiedener Experimente.
Diese zeigen u.a. das Selbst-Bewusstsein von Gorillas, die sich selbst in einem
Spiegel erkennen, oder Versuche mit Personen, die einen Gehirndefekt haben,
bspw. durch Trennung des Corpus callosum, der fiir die Koordination der Akti-
vitdten in beiden Hirnhalften des Menschen sorgt, die dann zweifach Merkmale
einer Identitat zeigen, je nachdem welche Hirnhalfte aktiviert wurde (Maturana
& Varela, 2008, S. 223-230). Hierbei bezeichnen Maturana und Varela mit Be-
wusstsein, welches auf die Identitat einer Person verweist, den alltaglichen Fluss
von Reflexionen und der Einordnung eigener (geistiger) Handlungen. Funda-
mental fiir die Organisation und Kohéarenz dieses Flusses ist einerseits die Spra-
che, welche mafigeblich das Phanomen der Erfahrung des eigenen Geistes er-

moglicht, und andererseits die Ermoglichung von Erfahrungen, die nicht zwin-
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gend direkt von einer Beobachter*in beobachtet werden kénnen, und aus neuro-
logischen Aktivitaten entstehen, die kohdrent zu ontogenetischen Vorerfahrun-
gen sind und entsprechend vom Individuum gedeutet und kommuniziert wer-
den kénnen. Dementsprechend formulieren Maturana und Varela beziiglich der

Erfahrung des , Ichs” innerhalb eines linguistischen Bereichs:

., This tells us that in the network of linguistic interactions in which
we move, we maintain an ongoing descriptive recursion which we call
the “1.” [sic!] It enables us to conserve our linguistic operational coherence

and our adaptation in the domain of language. [Herv. im Original]”
(Maturana & Varela, 2008, S. 231)

Maturana und Varela bewerten diese Erkenntnis als nicht besonders tiberra-
schend, insofern eine solche Konstruktion des ,Ichs” analog zu bereits beschrie-
benen Mechanismen zur Erhaltung eines autopoietischen Systems im Sinne einer
operationalen Abgeschlossenheit (vgl. 3.1.4), ihrer darauf basierenden struktu-
rellen Determination (vgl. 3.1.5) und entsprechendem Verhalten wie auch Inter-
aktion mit anderen Entitaten (vgl. 3.1.6) ist. Das hier beschriebene ,Ich” hangt
klar vom linguistischen Bereich des Individuums und damit von seiner sozialen
Kopplung mit anderen Entitdten ab. Insbesondere von der Reflexion und dem
Selbst-Bewusstseins eines eigenen Standpunkts innerhalb einer solchen sozialen
Kopplung (Maturana & Varela, 2008, S. 234).

3.2 Enaktivistische Perspektiven auf Interaktionsprozesse

Nach der vorangehenden Darstellung der theoretischen Grundlagen und Kon-
zepte des Enaktivismus soll hier nun eine Anwendung der Begrifflichkeiten dar-
gestellt werden. Zum einen an dem Beispiel , Tom und sein Hund”, das zur II-
lustration des Konzepts der strukturellen Kopplung von Reid und Mgom-
belo (2015, S. 175) genutzt wurde, und darauf folgend an einem fiir die mathe-
matikdidaktische Forschung relevanteren Beispiel von Deborah in einem Inter-
view zum Stellenwertverstandnis, das von Ginsburg (1977) vorgestellt und auch
von Bauersfeld (1983) zur Diskussion seines Konzepts der subjektiven Erfah-

rungsbereiche genutzt wurde®.

¥ Eine Anwendung des Konzeptes der subjektiven Erfahrungsbereiche, das in dieser Arbeit die
Perspektive auf Auffassungen von Mathematik grundlegt, wird auch hier — allerdings intensiver
und konsequenter als in Bauersfeld (1983) — am Beispiel von Deborah erldutert (vgl. 4.5).
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3.2.1 Tom und sein Hund

Im Folgenden wird das Beispiel von , Tom und seinem Hund” aus Reid und
Mgombelo (2015, S. 175) wiedergegeben und im Anschluss mithilfe der enakti-

vistischen Theorie analysiert. Dabei werden auch die Gemeinsamkeiten zu Reid

und Mgombelos Diskussion des Beispiels aufgezeigt.

3.2.1.1 Das Textstiick , Tom und sein Hund“
Tabelle 2: Reid und Mgombelo (2015, S. 175), tibersetzt von G.S..
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Tom fiihrt seinen Hund aus. Tom ist ein Teil der Umwelt seines Hundes,
und sein Hund ist ein Teil der Umwelt von Tom. Sie kommen zu einer
StraRenecke und Tom zieht an der Hundeleine und macht ein Gerausch,
das fiir eine Beobachter*in wie ,Sitz!“ klingt. Es ist nicht das erste

Mal, dass das passiert. Tom und sein Hund haben eine gemeinsame Ge-
schichte bzgl. des Gassi-Gehens, des auf eine StralRenecke Treffens,

von Toms Ziehen an der Hundeleine und seiner Erzeugung dieses Ge-
rauschs. Nichts was Tom macht fithrt unausweichlich®® zum Sitzen seines
Hundes, aber mit der Zeit hat sich die Struktur seines Hundes so
entwickelt, dass er sich, unter solchen Umstanden, setzt. Ihre Struk-
turen sind gekoppelt und ihre Handlungen sind koordiniert worden. Also
sitzt Toms Hund. Dann macht Tom ein anderes Gerausch, ,,0K, boy“, und
sie gehen weiter.

Mit der Zeit beginnt Toms Hund sich vor StraBenecken zu setzen ohne,
dass Tom etwas sagt oder tut. Toms Hund ist an seine Umwelt gekoppelt,
nicht nur an Tom, und als Teil der Geschichte des Hundes dieser struktu-
rellen Kopplung mit der Umwelt, entwickelt sich seine Struktur so,

dass sie an Strallenecken sitzen bleibt, wenn er mit Tom unterwegs

ist, ohne darauf zu warten, dass Tom ihm ein Signal [i. Original ,trig-
ger”] gibt. Wie jeder, der einen Hund hat, weiB, ist das Aufbauen einer
solchen Koordinierung von Handlungen nicht trivial, aber sie passiert.
Um genau zu sein ist es angemessener festzustellen, dass das Aufbauen
solcher Muster trivial ist, aber die Muster aufzubauen, die der Hun-
debesitzer mdchte, ist nicht trivial, da zugleich auch der Hund ver-

sucht andere Koordinierungen von Handlungen zu etablieren.

An diesem Tag, als Tom mit seinem Hund einen Spaziergang macht, setzt
sich sein Hund lange bevor sie die StraRenecke erreichen. Tom schaut
seinen Hund an. Sein Hund schaut Tom an. Sein Hund schaut lber die
StralRe. Tom denkt sein Hund méchte die StraRRe tiberqueren, und inter-
pretiert das Sitzen seines Hundes als ein Zeichen fiir die Absicht

seines Hundes. Sie (iberqueren die Strale. Toms Struktur hat sich nun
so gedndert, dass sie beim nachsten Mal, wenn sein Hund unerwartet
lange bevor sie die Strallenecke erreicht haben sitzen bleibt, Tom in

40 Hier nutzen Reid und Mgombelo das Wort makes in einem Zusammenhang der nur schwer ins
Deutsche zu iibersetzen ist, dhnlich wie bei der Phrase ,that makes sense” haufig iibersetzt mit
,,das macht Sinn” oder ,,das ergibt Sinn”. Der gesamte Satz bei Reid und Mgombelo (2015, S. 175),
lautet: ,,Nothing Tom does makes his dog sit, but over time his dog’s structure has become one

that, in this circumstances, sits.”
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34 beide Richtungen schaut (seine Struktur wurde bereits friher determi-

35 niert dies zu tun bevor er eine Stralle Gberquert) und die

36 StraRe Uberquert. Jemand kdnnte sagen, dass Toms Hund ihn trainierte, die
37 StraBe zu lGberqueren, aber aus einer enaktivistischen Perspektive ist

38 all dies in der Co-Evolution zweier strukturell determinierter Systeme

39 inihrer Geschichte struktureller Kopplung aufgetreten.

3.2.1.2 Eine Analyse aus enaktivistischer Perspektive

Beim Lesen dieses Textauszugs wird gerade in den Zeilen* 37-39 deutlich, dass
Reid und Mgombelo dieses Beispiel zur Verdeutlichung der von ihnen zuvor ex-
plizierten Begriffe , perceptually guided action” (Reid & Mgombelo, 2015, S. 174),
,structure determinism” (Reid & Mgombelo, 2015, S. 172-173), ,,operationial clo-
sure” (Reid & Mgombelo, 2015, S. 173-174) und dem Begritf des , structural coup-
ling” (Reid & Mgombelo, 2015, S. 174-175) angefiihrt haben. In dieser Analyse
steht die Anwendung der Begriffe aus dem Abschnitt (3.1) im Vordergrund und
erfolgt entsprechend austfiihrlicher als in Reids und Mgombelos Artikel.

Bereits im ersten Satz , Tom fiihrt seinen Hund aus.” (Z. 1) konnen verschiedene
enaktivistische Konzepte angewendet werden. Die Autor*in des Textauszugs
nimmt als Beobachter*in*? (Observer) eine Unterscheidung zwischen den Entita-
ten (Unities) ,,Tom” und dessen ,,Hund” vor. Zudem stellt sie einen Zusammen-
hang zwischen beiden Entitaten durch die Phrase , fiihrt aus” her. Diesen Zusam-
menhang kann man als strukturelle Kopplung (structural coupling) beschreiben,
die beim Ausfiihren eines Hundes mit Leine auch physisch durch das Festhalten
Toms der Leine und den angeleinten Hund aufgebaut ist. Auch beim Fiihren
ohne Leine z.B. durch das , Bei Fuf$” Gehen besteht eine Verbindung zwischen
dem Hundehalter und dessen Hund. Diese strukturelle Kopplung dufsert sich in
der Koordination des Verhaltens (coordinated behavior) von Tom und seinem
Hund, wobei sich ihre Strukturen wechselseitig anpassen, wie beschrieben beim
Austiihren, aber ebenso, wenn ein nicht angeleinter Hund ausreifSt und der Aus-

fiihrende versucht den Hund einzufangen.

4 Innerhalb dieses Abschnitts (3.2.1.2) beziehen sich alle Zeilennummer auf die im Textaus-
zug (3.2.1.1) angegebenen Zeilen.

4 Selbst wenn dieses Beispiel nur konstruiert ist kann an dieser Stelle von einer Beobachter*in
gesprochen werden, weil dieser den Ablauf und die beteiligten Entitaten vor ihrem inneren Auge
sieht. Wédre das Beispiel nicht konstruiert, ist klarerweise vom Beobachten zu sprechen, selbst
wenn der reflektierende Beobachter Tom selbst ware und entsprechend als Autor die Situation
scheinbar ,, von auflen” betrachtet.
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Im folgenden Satz beschreibt die Autor*in, dass aus der Perspektive des Hundes,
Tom zu dessen Umwelt gehort und vice versa (Z. 1-2). Hier wird erneut deutlich,
dass die Unterscheidungen in dieser kurzen Episode von der Autor*in, der Be-
obachter*in, vorgenommen werden, die Tom und den Hund in einer zum Teil
gemeinsamen Umwelt verortet. Wie in Abschnitt 3.1.3 und in diesem Satz von
Reid und Mgombelo dargestellt wurde, ist sowohl diese Unterscheidung zwi-
schen Tom und der Umwelt fiir den Hund als auch die Unterscheidung zwischen
dem Hund und der Umwelt fiir Tom aus Toms Sicht und der Sicht des Hundes
nicht zwingend. Die Beobachter*in beschreibt im nachfolgenden Satz, dass Tom
und sein Hund an einer Straflenecke ankommen, die Teil ihrer gemeinsamen
Umwelt ist. Daraufhin beschreibt die Autor*in/Beobachter*in, dass Tom zu die-
sem Zeitpunkt an der Hundeleine zieht und ein zusatzliches Gerausch macht.
Eine Beobachter*in konnte Toms Verhalten (behavior) als sensori-motorische Ko-
ordination zwischen Tom und seiner Umwelt, dem Auftreten einer Strafienecke,
beschreiben und zwar in dem Sinne, dass Tom diese StrafSenecke wahrnimmt
und entsprechend mit seinem Hund an dieser anhalten muss/mochte, was moto-
rische Aktivitat bei Tom ausldst, u.a. das Ziehen an der Leine und das Erzeugen
eines Gerauschs. An dieser Stelle ist wichtig zu bemerken, dass Reid und Mgom-
belo diesen Zusammenhang nicht explizieren, also nicht das Verhalten im Sinne
von Maturana und Varela aus Beobachter*innensicht deuten, sondern eher eine
Beschreibung vornehmen. Diese Beschreibung ohne Feststellung des Verhaltens,
sondern nur hinsichtlich der strukturellen Anderungen (structural changes) wird
insofern dadurch beschrankt, dass im darauffolgenden Relativsatz das Gerdausch
so beschrieben wird, als wiirde es ,[...] fiir eine Beobachter*in wie ,,Sitz!” klin-
gen.” (Z. 4). Hier ist klar, dass eine potentielle Leser*in und die Autor*in tiber
eine dhnliche Sprache verfiigen und das Kommando als solches innerhalb ihrer
strukturellen Kopplung dritter Ordnung — ihrer Sprachgemeinschaft — entspre-
chend ihres linguistischen Bereichs* verstehen.

Mit dem Verweis auf die gemeinsame Geschichte des ,,Gassi-Gehens” von Tom
und seinem Hunde sowie den damit verbundenen Auslosern (Triggern), wie dem
Erreichen einer Strafienecke und entsprechenden Kommandos, und ihrer Ab-
folge wird die Ontogenese der strukturellen Veranderung beider Interaktions-

partner beschrieben (vgl. Z. 5-8). Hierbei stellt die Beobachter*in klar, dass keine

# Hier auch innerhalb des linguistischen Bereichs des Hundes, auch wenn dieser keine Sprach-
gemeinschaft mit Tom im Sinne von Maturana und Varela bildet.
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Aktivitat von Tom ,,unausweichlich*” (Z. 8) das Sitzen seines Hundes herbei-
fithrt, was klar wird, wenn man den Hund als autopoietisches System zweiter
Ordnung begreift, welches lediglich durch eine Koordination dritten Grades mit
Tom gekoppelt und durch seine Struktur determiniert ist. Entsprechend be-
schreibt der Beobachter die Ontogenese des Hundes als Struktur-Veranderung,
die zu der Anpassung des Hundes fiihrt, dass dieser sich in solchen Situationen
setzt (vgl. Z. 8-10). Diese Veranderung ergibt sich aus der wechselseitigen struk-
turellen Kopplung von Tom und seinem Hund und deren Koordination ihrer
Handlungen (Z. 10-11), wodurch Toms Hund sitzt (Z.11-12). In dieser letzten
Feststellung durch die Beobachter*in nutzt diese eine Beschreibung des Verhal-
tens durch semantische Ausdriicke, denn sie beschreibt diese Interaktionen zwi-
schen Tom und seinem Hund so, ,,als ob die von ihr zugewiesenen Bedeutungen
den Verlauf der Interaktionen determinieren” (vgl. 3.1.8). Im folgenden Satz wird
eine erneute strukturelle Kopplung zwischen Tom und dem Hund dargestellt,
die mit dem Ausloser von Toms Kommando , Ok, boy” wirksam wird. (Z. 12—
13). An dieser Stelle deuten Reid und Mgombelo das Verhalten des Hundes noch
nicht als Training oder Lernen. In den Zeilen 36-39 weisen sie diese Prozesse al-

lerdings klar aus.

In den Zeilen 14-20 beschreibt die Beobachter*in, dass Toms Hund mit der Zeit
von alleine an Strafsenecken sitzen bleibt, ohne dass Tom die bereits beschriebe-
nen Ausloser anwenden muss. Dies liegt laut der semantischen Beschreibung der
Beobachter*in daran, dass der Hund nicht nur mit Tom eine strukturelle Kopp-
lung eingeht, sondern auch mit der tibrigen Umwelt, sodass seine Struktur so
umgewandelt wurde, dass er sich, wenn sie an einer Strafienecke ankommen,
setzt. Somit wird das Auftreten einer StrafSenecke zu einem Kommando seiner
strukturellen Anderung vom Laufen zum Sitzen. Man kénnte auch davon spre-
chen, dass der Hund gelernt hat sich hinzusetzen, wenn eine Strafsenecke erreicht
wird. Diese spezielle Koordination des Verhaltens des Sitzenbleibens an einer
Strafdenecke ist laut der Autoren nicht trivial in dem Sinne, dass auch andere Ko-
ordinierungen auftreten und gelernt werden konnen (vgl. Z. 20-21), dies liegt

unter anderem daran, dass auch der Hund versucht andere Koordinierungen

# Als Beispiel fiir diese ,Nicht-Unausweichlichkeit” konnen trotzige Kinder (oder Erwachsene)
oder auch Hunde, die sich von der Leine losreifien, und so entsprechend den Kommandos aus-
weichen, angefiihrt werden.
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von Handlungen in seiner strukturellen Verkniipfung mit der Umwelt festzule-
gen® (Z. 24-25). Dass Koordinierungen auftreten halten Reid und Mgombelo al-
lerdings nicht fiir aufsergewohnlich, schliefilich versuchen autopoietische Entita-
ten ihre Autonomie und damit Abgrenzung von der Umwelt aufrechtzuerhalten,
was dann zu strukturellen Veranderung durch Kopplung mit der Umwelt oder
durch Interaktionen zweier solcher Entitdten zur Koordinierung deren Verhalten
fithrt (Z. 22-24).

Im letzten Abschnitt des Textes beschreiben Reid und Mgombelo die grundsatz-
liche Symmetrie dieser Koordinierung des Verhaltens. Der Hund setzt sich (aus
Beobachter*in Perspektive) bereits lange vor dem Auftreten der Straffenecke und
ohne ein Kommando von Tom (vgl. Z. 26-27). Die dargestellte Interaktion, dass
Tom seinen Hund anschaut, sein Hund ihn zuriick anschaut und danach tiber
die Strafle blickt, zeigt die strukturelle Kopplung beider Entitdten an. Tom als
(reflektierender) Beobachter gibt eine semantische Beschreibung* in Form einer
Interpretation des Verhaltens an, indem er das Verhalten seines Hundes als Zei-
chen innerhalb des linguistischen Bereichs von sich und seinem Hund deutet, als
Absicht des Letzteren die Strafie {iberqueren zu wollen (vgl. Z. 29-31). Nach
Toms Deutung wechseln sie gemeinsam die Strafse, wobei sich dabei Toms Struk-
tur so geandert hat, dass sie zukiinftig genauso handelt, wenn sein Hund an der
Strafle sitzen bleibt (Z. 31-36). Diese strukturelle Veranderung ist ein Teil der On-
togenese von Tom, dhnlich wie der Lernprozess so zu handeln, dass man zu-
néchst in beide Richtungen schaut bevor man die Strafle tiberquert (vgl. Z. 33—
36).

Im letzten Satz des Textauszuges zeigen Reid und Mgombelo zwei mogliche Be-
obachter*innenperspektiven auf die letztbeschriebene Episode. Zum einen

konnte jemand sagen, ,,dass Toms Hund ihn trainiert hat, die Strafie zu tiberque-

4 In diesem Fall wiirde man von einem unerzogenen Hund sprechen, dies ist insofern falsch, dass
er nicht nicht-erzogen ist, sondern falsch erzogen wurde in dem Sinne, dass eine Koordinierung
von Verhalten stattgefunden hat, die von der Besitzer*in nicht erwiinscht ist.

4 Die Erzédhlperspektive ist diejenige des auktorialen Erzahlers, zumindest wird dies an den se-
mantischen Ausdriicken , Tom denkt sein Hund mochte die StrafSe {iberqueren” (Z. 29) sowie
,seine Struktur wurde bereits frither determiniert dies zu tun bevor er eine Strafse iiberquert” (Z.
34-35) deutlich. Entsprechend ist davon auszugehen, dass Tom zumindest implizit durch seine
Interpretation eine Beschreibung durch semantische Ausdriicke angibt. Insofern kann man hier
von Tom als reflektierenden Beobachter sprechen auch wenn man iiblicherweise keinen direkten
Zugang als Beobachter*in auf Denkprozesse anderer Entitdten hat.



74 3 Enaktivismus: Modell von (Inter-)Aktionen

ren”, was allerdings in dieser Analyse erneut als Koordination von Verhalten bei-
der Entitaten deutbar ist, die von einer Beobachter*in durch semantische Aus-
driicke beschrieben wird (Z. 36-37). Entsprechend wird die letzte Episode auch
von Reid und Mgombelo analysiert, die die Interaktion zwischen dem Hund und
Tom ,,aus enaktivistischer Perspektive” als ,,Co-Evolution zweier strukturell de-
terminierter Systeme in ihrer Geschichte struktureller Kopplung” (Z. 37-39) be-
schreiben. Hiermit nehmen sie zuletzt eine Analyse einer Episode vor, wie sie

hier (vgl. 3.2.1.2) fiir den gesamten Textauszug durchgefiihrt wurde.

3.2.2 Deborah

Im Folgenden wird das Beispiel von ,,Deborah” aus (Bauersfeld, 1983, S. 3) wie-
dergegeben und im Anschluss mithilfe des enaktivistischen Begriffsgeriist ana-
lysiert. Der Vergleich dieser Analyse mit Bauersfelds Deutung des Beispiels auf
Basis seiner Theorie subjektiver Erfahrungsbereiche wird erst nach Erlduterung

des Konzepts der subjektiven Erfahrungsbereiche vorgenommen (vgl. 4.5).

3.2.2.1 Das Textstlick ,,Deborah“
Tabelle 3: Ginsburg (1977, S. 150, zit. nach Bauersfeld, 1983, S. 3)

1 Die neuneinhalbjdhrige Deborah fiihrt auf dem Papier eine schriftliche
2 Addition aus (nebenstehend). Sie beschreibt recht genau, wie die Rech-
3 nung ausgefiihrt wird: Die 3 und die 5 zusammenzdhlen und dann die 1
4 und die 1.” Der Interviewer fragt ergdnzend:
5 l: Wofur stehen die zwei Einsen? 13
6 D:Zwei. +15
7 1. Aber da sind keine ,zwei‘, da ist 28. 28
8 D: Dasind zwei Einsen hier und man zahlt sie zusammen.
9 |: Aber fiir was stehen die Einsen?

10 D: Wie meinen Sie das? Fir 13 und 15.

11 [ Eins steht fur 13?

12 D: Ich verstehe nicht, was Sie meinen.”

3.2.2.2 Eine Analyse aus enaktivistischer Perspektive

Auch hier greifen im ersten Satz , Die neuneinhalbjahrige Deborah fiihrt auf dem
Papier eine schriftliche Addition aus [...].” (Z. 1) verschiedene enaktivistische
Konzepte ineinander. Der Autor des Textauszugs nimmt als Beobachter® (Obser-

ver) eine Unterscheidung zwischen einer Entitat (Unity) , Deborah” und ihrer

# Hier handelt es sich um Bauersfeld als Autor, der die Ausgangssituation darstellt, die er ver-
mutlich aus der Forschungsarbeit von Ginsburg referiert. Dennoch kann auch hier insoweit von
einem Beobachter gesprochen werden insofern dieser den Ablauf und die beteiligten Entitéten
vor seinem inneren Auge sieht.
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Umwelt, deren Element ein ,Papier” ist, vor. Zudem stellt er einen Zusammen-
hang zwischen der Entitit und ihrer Umwelt durch die Phrase , fiihrt auf dem
[...]aus” her. Diesen Zusammenhang kann man als strukturelle Kopplung (struc-
tural coupling) beschreiben, die beim Ausfiihren einer schriftlichen Addition auf
dem Papier physisch durch Deborahs Schreiben mit einem Stift auf diesem Pa-
pier aufgebaut ist. Dadurch, dass der Beobachter Deborahs Verhalten als effektiv
im Sinne des Losens einer Rechenaufgabe, also einer Frage, beobachtet (vgl. Z. 1-
2), kann man hier davon sprechen, dass Deborah tiber Wissen beziiglich schrift-
licher Addition verfiigt bzw. ihr Handeln vom Beobachter als solches aufgefasst
wird (vgl. 3.1.6).

Im folgenden Satz beschreibt der Beobachter, dass Deborah ihre strukturelle An-
derung gekoppelt mit der strukturellen Anderung des Papiers mit einer weiteren
Entitdt (dem Interviewer) kommuniziert, in dem sie die Ausfiithrung der Rech-
nung beschreibt (Z. 2-3). Dies geschieht innerhalb ihres linguistischen Bereichs
(linguistic domain) in Form von kommunikativem Verhalten. Letzteres wird ins-
besondere durch den dritten Satz (Z. 3—4) deutlich, in welchem sie ihr eigenes
Handeln, also selbst-bewusst (vgl. 3.1.9), kommuniziert, vermutlich mit Verwei-
sen auf die Schriftzeichen auf dem Papier?, aber auch selbst-referent — im Sinne
des Languaging — auf bereits genutzte Worter bezieht. Ein Beispiel fiir das Lan-
guaging ist die Explikation ihres Wissens iiber Addition einstelliger Zahlen mit
den Phrasen ,die 3 und die 5 zusammenzadhlen und dann die 1 und die 1” (Z. 3—
4).

Der Interviewer tritt ausgelost durch Deborahs Erklarung mit ihr in Interaktion
und setzt durch seine Nachfrage (Z. 4) im linguistischen Bereich, der damit zum
Bereich der Storung (domain of perturbation) wird, einen weiteren Ausloser fiir das
Beibehalten der Interaktion mit Deborah. Dieser Ausloser besteht in der Frage,
wofiir beide Einsen stehen wiirden (Z. 5). Auch hier koppelt der Interviewer ver-
mutlich mit dem Papier, auf dem die Rechnung von Deborah niedergeschrieben

wurde. Als Beobachter dieser Situation kann davon ausgegangen werden, dass

4 Der Verweis auf das Papier ist nicht durch den Textauszug gegeben. Dieser scheint aber sprach-
lich angedeutet durch die Phrase , die 3 und die 5 zusammenzéahlen” (Z. 3), denn das Ergebnis
dieses Zusammenzahlens findet sich auf dem Papier als Einerstelle von 28 (Z. 7). Insofern kann
auf Basis der Datengrundlage nur von einem impliziten — und damit aus Beobachtersicht nur
vermuteten — Verweis gesprochen werden.
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der Interviewer hier eine Reaktion von Deborah aufgrund des vom Interviewer

vermuteten Wissens® von Deborah erwartet®°.

Deborah reagiert mit der Antwort ,Zwei.” (Z. 6), die von einer Beobachter*in
insofern nachvollziehbar ist, dass in dem von ihr genutzten schriftlichen Additi-
onsalgorithmus beide Einsen als Zehnerstellen der Summanden eine Zwei in der
Zehnerstelle der Summe ergeben. Diese Deutung entspricht ihrem bisherigen
Verhalten basierend auf der strukturellen Kopplung mit der Rechnung auf dem
Papier und ihres kommunikativen Verhaltens in Form ihrer Erlduterung des Re-
chenweges. Deborahs Antwort ist somit durch die vorangehende Ontogenese ih-

res Verhaltens strukturell determiniert.

Der Interviewer stellt — ausgelost durch Deborahs Antwort — fest, dass da keine
,zwei”, sondern eine 28 sei (Z. 7). Im Sinne der Idee des ,Sprachelns” (vgl. 3.1.8)
nutzt der Interviewer hier eine Beschreibung durch semantische Ausdriicke,
namlich, dass die geschriebene Ziffernfolge ,,28” nicht als ,,zwei” und , acht” zu
lesen sein sollte, sondern eher als ,,zwanzig” und ,,acht” (vgl. Fufinote 49). Somit
bleibt er im linguistischen Bereich der Storung, der die Interaktion mit Deborah
aufrechterhalt, wobei wechselseitig auch ihre Antwort als Ausloser eine Storung

der Interaktion zwischen ihr und dem Interviewer verstanden werden kann.

Im Sinne von Maturanas und Varelas Konzeption von Sprache als Koordination
von Sprachhandlungen beziiglich Operationen im linguistischen Bereich auf
diese selbst (vgl. 3.1.8) ist Deborahs Erwiderung , Da sind zwei Einsen hier und
man zahlt sie zusammen” (Z. 8) ein Verweis darauf, dass die betrachteten Ob-
jekte durch die Operation des , Zusammenzahlens”, im Rahmen des linguisti-

schen Bereichs der schriftlichen Addition durch stellenweises Addieren, zwei

4 Bauersfeld geht bei seiner Analyse (Bauersfeld, 1983, S. 8) davon aus, dass der Interviewer auf
den Stellenwert der ,,1” in den Zahlen dreizehn und fiinfzehn hinaus mdochte. So formuliert er:
,Die nachgeschobene Auferung ,da ist achtundzwanzig’ unterstiitzt diese Deutung. (Kénnte
man das Tonband abhoren, wiirde man auf eine mogliche Betonung der Silben ,-zwanzig’ achten,
die ganz im Sinne der erwarteten Stellenwertbegriindung lage.)” (Bauersfeld, 1983, S. 8). Natiir-
lich ist diese Einschétzung trotz hoher Plausibilitit ebenso spekulativ.

% An dieser Stelle wird Maturanas und Varelas Definition deutlich, dass Wissen dann vorliegt,
wenn eine Beobachter*in effektives Verhalten einer Entitdt hinsichtlich eines durch seine Frage(n)
(explizit oder implizit) bestimmten Kontextes beobachtet (3.1.6). Wie in Fufsnote 49 deutlich ge-
macht wurde bleibt hier der Kontext, den der Interviewer im Sinn hat, implizit bzw. kann nur in
einer Zeigegeste oder einer sprachlichen Markierung auf die Zehnerstelle beider Zahlen vermutet
werden. Dies fiihrt schlussendlich auch zum Abbrechen der spezifischen Kommunikation (Z. 12).
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Einsen darstellen. Somit passt ihre Erklarung zur Deutung ihres Verhaltens bzw.

ihrer Sprachhandlungen zwei Abschnitte zuvor.

Daraufhin geht der Interviewer auf Deborahs Antwort ein, indem er nachfragt:
,Aber fiir was stehen die Einsen?” (Z. 9). Offenbar reicht dem Interviewer die
Erklarung nicht, dass die ,,Einsen” aus Deborahs Perspektive — ggf. nur im Rah-
men des schriftlichen Algorithmus — losgeldst von den Zahlen betrachtet wur-
den, und somit Operand, also Bestandteil der Addition, sind. Auch wenn die
Frage vom Interviewer relativ offen gestellt wird, ist aus dem Kontext, dies meint
hier die bereits zuvor gestellte Frage (Z. 5), die darauffolgende Feststellung (Z. 7)
und auch die folgende Frage (Z.11), der Sprachhandlung des Interviewers zu er-
kennen, dass er die Nachfrage mit einer spezifischen Absicht stellt. Und zwar
eine Antwort von Deborah zu erhalten, die sich auf den Stellenwert beziehen
soll (vgl. auch Fufinote 49). Somit versucht er mit verschiedenen Triggern eine
entsprechende strukturelle Anderung von Deborah zu bewirken, damit sie den

Begriff des Stellenwerts, oder zumindest , Zehner”, verwendet.

Deborah antwortet im Rahmen ihres linguistischen Bereichs bzgl. der schriftli-
chen Addition ,,[...] Fiir 13 und 15.” (Z. 10), was natiirlich insofern sinnvoll ist,
da die Einsen in der Zehnerspalte auf beide Summanden rekurrieren. Interessan-
ter fiir die Diskursanalyse dieses kurzen Dialogs ist Deborahs Nachfrage zu Be-
ginn ihrer Sprachhandlung , Wie meinen Sie das? [...]” (Z. 10). Mit dieser Nach-
frage wird besonders der Aspekt der Sprache deutlich, dass sich eine sprechende
Entitdt in einem linguistischen Bereich bewegt, der Teil dessen Umwelt ist, in der
diese mit anderen Entitdten interagiert, und dabei diesen Bereich gemeinsam er-
zeugt (vgl. 3.1.8). Deborah hat erkannt, zumindest lasst ihre Aussage darauf
schlief3en, dass es Differenzen zwischen ihr und dem Interviewer hinsichtlich der
verwendeten Symbole oder ihrer Nutzung innerhalb des im Diskurs verwende-
ten linguistischen Bereichs, bzw. verschiedener linguistischer Bereiche, gibt. Ent-
sprechend kann auch ihre Aussage als Trigger im Bereich der Stérung des Be-
reichs, also des Diskurses, interpretiert werden. Sie expliziert die von ihr wahr-
genommene Dissonanz im Rahmen der strukturellen Kopplung und mochte da-
mit den Interviewer zu einer entsprechenden Strukturanderung veranlassen, im

Folgenden die Grundlagen ihres Diskurses auf einer, von einer Beobachter*in als
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solche identifizierte, Meta-Diskurs-Ebene zu verhandeln®. In diesem Fall, ob
man iiber den Stellenwert der betrachteten Zahlen oder iiber die Operation und

Operanden der schriftlichen Addition spricht.

Der Interviewer erfahrt keine Strukturanderung — ob dies nun von ihm intendiert
ist oder nicht. In jedem Fall nimmt er Deborahs Impuls (im Sinne des Triggers im
Bereich der Stérung) nicht auf und klart den Kontext nicht, indem er beispiels-
weise darauf hinweist, dass er eine Aussage iiber Stellenwerte oder Zehner er-
wartet. Stattdessen bezieht er sich mit seiner Frage , Eins steht fiir 137 (Z. 11) nur
auf Deborahs zweiten Teil ihrer Aussage. Er bleibt somit in dem von ihm durch-

gangig genutzten linguistischen Bereich.

Diese Frage des Interviewers hilft Deborah natiirlich nicht in der Losung des von
ihr identifizierten Kommunikationsproblems, womit sie die strukturelle Kopp-
lung des Interviewers und sich selbst in Bezug auf die Inhaltskomponente 16st
und nur noch auf die Moglichkeit des Meta-Diskurses, also des Diskurses beider
struktureller Ausgangssituationen, verweist (Z. 12). Insbesondere wird die Inter-
pretation hinsichtlich der gewiinschten Strukturdnderung des Interviewers in

Bezug auf Zeile 10 verstarkt.

3.3 ,Bedingungen der Moglichkeit von Lernen”

Aus enaktivistischer Perspektive gilt , All doing is knowing, and all knowing is
doing” (vgl. 3.1), dies liegt unter anderem am Verstandnis von Wissen als effek-
tives Handeln (vgl. 3.1). Entsprechend kann unter Lernen verstanden werden,

dass neues Wissen, also neue effektive Handlungen, erzeugt und/oder verstetigt

51 Nach Sfard (2001) ist ein solches Verhandeln des Diskurses, oder wie hier ein konkretes Ver-
handeln der Meta-Diskurs-Regeln im Sinne des zugrundeliegenden Kontextes, bzw. linguisti-
schen Bereichs hédufig implizit. In ihren Worten:

,Because of the predominantly covert nature of inter-personal messages, the
meta-level intentions conveyed through discourse often remain invisible even to
those whom they affect (some interlocutors are more reflective and some other
much less so, and thus people may be aware of their own meta-discursive inten-
tions to varying degree; still, the concern about the meta-level is always present
and we are always witnessing this coexistence of two agendas: the one related to
content, and the other to the way the discourse evolves).”

(Sfard, 2001, S. 39)

Umso bemerkenswerter ist es, dass Deborah den Interviewer dazu auffordert, diesen Kontext mit
ihr zu verhandeln bzw. zu klaren.
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werden. Solche Veranderungen des Wissens bilden sich aus enaktivistischer Per-
spektive als strukturelle Anderungen ab. Dazu muss die Entitdt natiirlich eine
Struktur haben, die zur strukturellen Veranderung fahig ist. Zur Induzierung
solcher Anderungen muss die Entitit zudem zur strukturellen Kopplung mit ih-

rer Umwelt fahig sein.

Fiir mathematisches Lernen, insbesondere gemeinsames Lernen, ist es notwen-
dig, dass zusatzlich strukturelle Kopplungen zu anderen Entitaten, insbesondere
anderen Menschen wie Vater und Mutter, Mitschiiler*innen und Lehrer*innen,
aufgebaut werden konnen. Zudem liegt das, was hauptsiachlich unter Wissen
verstanden wird, insbesondere wenn man bspw. von der ,, Wissensgesellschaft”
spricht, und somit auch mathematisches deklaratives Wissen, in Form von
sprachlichem oder versprachlichten Wissen vor. Dementsprechend muss als Be-
dingung mathematischen Lernens eine passende Sprachfahigkeit, iiber mathe-
matische Sachverhalte zu sprechen oder in anderer Form zu kommunizieren,
vorhanden sein. Also sollte die Entitdt fahig zum , spracheln” in linguistischen
Bereichen sein. Dieses ,spracheln” kann natiirlich auf verschiedenen Niveaus

kontextangemessen erfolgen.

Basierend auf diesen Bedingungen der Moglichkeiten des Lernens aus enaktivis-
tischer Perspektive wiirde man das Phanomen , Lernen” verschiedenen Entitaten
mit einer hinreichend komplexen Struktur sowie struktureller Anderungsmaog-
lichkeiten zugestehen. Besonders ist aber, dass die enaktivistische Perspektive
interne strukturelle Prozesse, vergleichbar mit kognitiven und meta-kognitiven
Prozessen, und strukturelle Kopplungen, wie Anpassung, Imitation, Interaktion
und Sozialisation, gemeinsam betrachtet und als konstituierend fiir Wissen wie
auch Wissensentwicklung ansieht (Reid, 2014; Reid & Mgombelo, 2015; Stein-
bring, 2015). Durch die Verkniipfung wird ,eine Welt hervorgebracht” (bringing
forth a world, Maturana & Varela, 2008, S. 26).

3.4 Notiz: Forschen im Sinne des Enaktivismus

Zum Abschluss dieses Kapitels tiber den Enaktivismus als Hintergrundtheorie
dieser Forschungsarbeit und der hier vertretenen Grundauffassung von Lernen
sollen noch einige Hinweise gegeben werden, inwiefern eine solche Perspektive
mathematikdidaktische Forschung beeinflusst. Dabei greift dieser Abschnitt ins-
besondere auf Arbeiten zuriick, die einerseits den Einfluss der enaktivistischen

Perspektive auf die Entwicklung mathematikdidaktischer Forschung genommen
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hat (Reid, 2014) und andererseits den Einfluss der enaktivistischen Perspektive
auf die genutzte Methodologie (Lozano, 2015) in den Blick nimmt oder aber auf
den Forschenden (Brown, 2015) austibt. Diese Arbeiten und die enaktivistische
Perspektive als solche zeichnen sich durch die eng verkniipfte Betrachtungsweise
interner und interaktionaler Prozesse/Strukturdanderungen aber auch durch die

Wertschatzung verschiedener Beobachtungs- und Forschungsperspektiven aus.

Reid weist darauf hin, dass die enaktivistische Perspektive immer dann Einfluss
auf mathematikdidaktische Forschung genommen hat, wenn interne Prozesse,
bspw. Beliefs, mentale Modelle oder Concept Images, mit interaktionalen oder
sozialen Phanomenen, bspw. Diskursanalysen, Interaktionsschemata, kooperati-
ven Lehr-/Lernsettings, verbunden werden sollten. Reid (2014) identifiziert so
vier Phasen bzw. Schulen in der mathematikdidaktischen Forschungslandschaft,
die enaktivistische Begriffe genutzt oder in die mathematikdidaktische For-
schung eingefiihrt haben. Als erstes nennt Reid Paul Cobb, der einerseits der
Doktorand von einem Kooperationspartner von Glasersfeld — Les Steffe — war
und u.a. mit Bauersfeld intensiv kooperiert hat. Cobb hat den Begriff des , con-
sensual domain” von Maturana genutzt um ,world views” oder , beliefs” zu be-
schreiben, die von verschiedenen Individuen geteilt werden (Reid, 2014, S. 140).
Laut Reid hat diese, und vor allem Glasersfelds, Beschreibung der Moglichkeit
zur Kommunikation zwischen Individuen als andauernde Interaktion durch
wechselseitige Orientierung und Adaption zur Sichtweise gefiihrt, Maturanas
Arbeiten als Teil oder Typ des radikalen Konstruktivismus einzuschatzen. Diese
Einschatzung sollte durch die Erlduterungen in den vorangehenden Abschnitten
zerstreut worden sein. An zweiter Stelle nennt Reid seinen Doktorvater Tom Kie-
ren, der verschiedene enaktivistische Konzepte erstmals explizit in die mathema-
tikdidaktische Forschung einbrachte, an dritter Stelle die ,Bristol school” um
Laurinda Brown. Als viertes nennt Reid die Forschungsrichtung ,,embodied ma-
thematics”, die in der Mathematikdidaktik von Rafael Nunez und Laurie
Edwards etabliert wurde und eng verwandt mit dem Enaktivismus ist, aber eher
auf spdtere Arbeiten von Varela fufit. Varelas ,Embodied mind” unterscheidet
sich dahingehend von Maturanas Arbeiten (Reid, 2014), dass sich jede kognitive
Aktivitat auch in einer duflerlich sichtbaren korperlichen Veranderung zeigt, was
die von Maturana und Varela vertretenen Auffassung einer internen Struktur,
die auch getrennt von einer externen strukturellen Kopplung mit der Entitat oder

Umwelt wirken kann, stark eingrenzt.
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Neben dieser exemplarischen Auswahl von Einfliissen enaktivistischer Perspek-
tiven auf mathematikdidaktische Forschung lasst sich auch das ZDM Themen-
heft (Heftnummer 47, Issue 2) ,Enactivist methodology in mathematics educa-
tion research” aus dem Jahre 2015 nennen, in dem verschiedene Autoren neben
Grundbegriffen (Preciado-Babb, Metz, & Marcotte, 2015, Reid & Mgom-
belo, 2015), empirischen Untersuchungen (Abrahamson & Trninic, 2015; Khan,
Francis, & Davis, 2015; Lozano, 2015; Maheux & Proulx, 2015), im Sinne des En-
aktivismus auch Grundiiberlegungen zu daraus folgender Methodolo-
gie (Brown, 2015; Coles, 2015; Maheux & Proulx, 2015; Metz & Simmt, 2015), so-
wie deren Auswirkungen auf mathematikdidaktisches Forschen im Allgemei-
nen (Simmt & Kieren, 2015) darstellen.

Simmt und Kieren (2015) identifizieren hierbei drei Forschungsrichtungen ma-
thematikdidaktischer Forschung aus enaktivistischer Perspektive, die Schwer-

punkte abbilden, aber nicht unvereinbar sind.

Die erste Richtung zeichnet sich durch die besondere Beachtung der Beobach-
ter*in/ ,,Observers” aus, die auf verschiedenen Ebenen betrachtet werden, indem
man die Lernenden, Lehrende aber auch Forschende als Beobachter*innen auf-
fasst, deren Wissen daran deutlich wird, auf welche Weise sie in der Welt han-
deln (u.a. indem sie ihre Beobachtungen kommunizieren). Alle von Simmt und
Kieren betrachteten Artikel aus dem entsprechenden ZDM Heft tragen dieser
Perspektive Rechnung. Auch fiir die hier vorgestellte Forschungsarbeit spielt
diese Perspektive eine grofie Rolle, da alle betrachteten Akteure, ob diese nun die
Autoren der betrachteten historischen Quellen (vgl. 6,7), der aktuellen Schul- und
Lehrbiicher (vgl. 8,9) oder die Studierenden bzw. der Lehrend-Forschende (vgl.
10) des Forschungsseminars sind, als Beobachter*innen bestimmter inhaltlicher
mathematischer Bereiche oder anderer Aktivititen, bspw. im Seminar im Um-

gang mit Texten oder der eigenen Reflexion, aufgefasst werden.

Die zweite von Simmt und Kieren (2015) identifizierte Forschungsrichtung legt
einen Fokus darauf, dass ,,wissen” (vgl. Fufinote 28) als ,,sinnlich geleitete Hand-

lung, die eine signifikante Welt>> hervorbringt”, aufgefasst wird. Simmt und Kie-

52 Simmt und Kieren (2015) nutzen hier die Begrifflichkeit , perceptually guided action that brings
forth a world of significance”. Entsprechend ist signifikant immer in Bezug auf die an einer
(Inter-)Aktion Beteiligten, die eine Welt voranbringen, die fiir sie signifikant ist, zu verstehen.
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ren erldutern diese Perspektive mit Riickgriff auf ihre eigenen Arbeiten in Aus-
einandersetzung mit Maturanas und Varelas , Tree of Knowledge” (2008), indem

sie ihr Verstandnis folgendermafien erldutern:

»[...], we have come to understand mathematics knowing as bringing
forth a world of SIGNificance with others in a sphere of behavioral possi-
bilities that an observer sees as involving mathematics [Herv. im Origi-
nal] (Kieren, Simmt, & Mgombelo, 1997)”

(Simmt & Kieren, 2015, S. 310)

In der hier vorgestellten Forschung wird diese Sichtweise abgebildet durch die
Rekonstruktion von Wissenselementen aber auch durch die tibergeordnete Auf-
fassung von Mathematik, die vor allem in sprachlicher Auseinandersetzung mit
mathematischen Wissenselementen im Sinne der spater naher zu definierenden
(Eigen-)Theorien (vgl. 4.4) oder der Reflexion und des Vergleichs eigener Auffas-
sung von Mathematik im allgemeineren Sinn (vgl. 5) auftreten. Wichtig an
Simmts und Kierens Darstellung dieses Kernelements, an der auch Mgombelo
beteiligt war, ist der Bezug auf eine Beobachter*in dieses Verhaltens. Hierbei kon-
nen Beobachter*innen von aufden, aber auch Beobachter*innen, die sich selbst be-
obachten, zum Beispiel im Sinne des Reflektierens, gemeint sein. In den Darstel-
lungen zur Methodik und den Ergebnissen dieser Forschungsarbeit wird daher
ein grofles Augenmerk daraufgelegt, die entsprechenden Beobachter*innenper-
spektiven, aber auch der Kontext in dem die Beobachtung stattfand, soweit dies

rekonstruierbar ist, darzulegen.

Die dritte Forschungsrichtung, die Simmt und Kieren ausweisen, bezeichnen sie
mit ,Ethics” (Simmt & Kieren, 2015, S. 313-316). Hiermit meinen Simmt und

Kieren

,[...] the implications of the moment by moment and day to day
interactions we have as autopoietic and structurally coupled beings
to others and otherness. These are the ethics that ‘must reside in the
action itself’ (Wittgenstein quoted in Foerster, 2003, S. 293).”
(Simmt & Kieren, 2015, S. 314)

Auch in dem Sinne, dass sie bspw. Objekte auszeichnen oder sprachliche Zeichen entwickeln und
nutzen.
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Diese Richtung kann mit der Idee der Ontogenese einer Identitdt in Bezug auf
die Geschichte ihrer strukturellen Kopplungen aufgefasst werden. Fiir For-
schung unter Nutzung/Beriicksichtigung einer enaktivistischen Perspektive ist
diese besonders relevant. Aber auch generell fiir Forschung im Allgemeinen, ins-
besondere empirische Forschung, da sie die Rolle einer Beobachter*in reflektiert.
Und zwar betrifft dies einerseits den Status der Aussagen, die der Forschende als
Beobachter*in macht, und andererseits seine Position in der Forschungssitua-
tion (Simmt & Kieren, 2015, S. 314). Kieren und Simmt stellen dabei fest, dass,
sofern die Aussagen der Wissenschaftler*in das Wissen der Wissenschaftler*in
betreffen und nicht das der Teilnehmenden, keine direkten Empfehlungen fiir
das Lehren und Lernen und auch fiir die Arbeit im Klassenraum gegeben werden
konnen ** (Simmt & Kieren, 2015, S. 314). Fragen der Unterrichtspraxis sollen und
konnen nur nachfolgend untersucht werden. Mogliche Forschungsfragen benen-
nen beide Autoren mit ,[...], what can our research say to us about teaching?
How can we use our understanding to inform practice? What practice and whose
practice?” (Simmt & Kieren, 2015, S. 314). Mit einem Verweis auf die anderen
Artikel der thematischen Ausgabe des ZDM diskutieren sie verschiedene Positi-
onen, die Forscher*innen als Beobachter*innen einnehmen konnen, mit besonde-
ren Unterschieden hinsichtlich der Moglichkeiten struktureller Kopplungen zwi-
schen Beobachter*innenn, die aus dem hinteren Teil des Klassenzimmers oder
nach einer Videoaufnahme im Rahmen der spateren Analyse beobachten, und
teilnehmenden Beobachter*innen, die mit den Teilnehmenden in der For-
schungssituation interagieren. In allen Forschungsumgebungen gilt aber fiir alle
Beteiligten, ,,when we act, our acting changes the sphere of the possible for our-
selves and for the other” (Simmt & Kieren, 2015, S. 315).

Im Rahmen dieser Forschungsarbeit kommen verschiedene Positionen der Be-
obachter*in zum Tragen. Die Rekonstruktionen historischer Quellen und aktuel-
ler Schul- und Lehrbiicher dhneln eher einem passiven Beobachter (vgl. 6,7, 8, 9),
wohingegen die Rekonstruktion der Auffassungen von Studierenden auf der Ba-
sis des Forschungsseminars durch eine teilnehmende Beobachtungsperspek-
tive (vgl. 10) analysiert werden konnte, aber auch nur auf diese Weise in dieser

Form erreicht werden konnte.

5 Simmt und Kieren verweisen in ihrem Statement zur nicht trivialen Ubertragbarkeit explizit
auf Dissertationen, in denen wohl haufig eine solche Aussage getroffen wird (Simmt & Kie-
ren, 2015, S. 314).
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Laurinda Brown erganzt in ihrem Artikel , Research as an enactivist mathematics
education researcher” die oben beschriebenen Perspektiven durch eine explizit
autobiographische Ausfithrung, wie sie als mathematikdidaktische Forscherin
mit enaktivistischen Konzepten und einer enaktivistischen Methodologie> um-
geht. Insbesondere stellt sie fest, dass ihr Wirken als enaktivistische Forscherin
mit der Zeit zu sinnlich-geleiteten Mustern von Handlungen [perceptually
guided actions] gefiihrt hat (Brown, 2015, S. 185). Sie selbst sieht ihren Weg als
paradigmatisches Beispiel versierter in der enaktivistischen Forschungsmetho-

dologie zu werden. Entsprechend formuliert Brown:

,Doing my first enactivist project, the decisions around the design
led to interactions with the world triggering changes in my research
practices over time, until those practices stabilised and I became
aware that even though what I was researching changed, the prin-
ciples behind the design of the projects was the same.”

(Brown, 2015, S. 185)

Diese Prinzipien ordnet Brown hinsichtlich vier Themen, die sie als Prozesse o-
der “ings” identifiziert. Damit verweist sie auf den prozeduralen Charakter ihrer
Themen, indem sie die Endung zur Konjugation von Verben in der present pro-
gressive Form nutzt. Dies ist analog zu Sprechweise iiber sog. ,-ismen”. Die be-

trachteten Prozesse sind ,learning”, ,observing”, ,interviewing” und , find-
ing(s)”.

Unter dem Begriff ,learning” versteht Brown mehr- oder vielseitiger zu
Schauen® in einem rekursiven Prozess mit Bezug auf Handlungen in der Welt,
durch die eine Riickkopplung generiert wird, die zu einer Adaption des Verhal-
tens fiihrt, sodass dieses effektiv wird. Letzteres meint, dass keine Stérungen

durch dieses Verhalten induziert werden, womit die Handlung , gut genug” ist,

5 Es ist davon auszugehen, dass Laurinda Brown sich eher als enaktivistische Forscherin in der
Mathematikdidaktik bezeichnen wiirde. Dies wird an ihrer Formulierung deutlich ab wann sie
sich selbst als , Enaktivistin bezeichnet. , I began to call myself an enactivist as a label for my
recognition that knowing is doing/doing is knowing.” (Brown, 2015, S. 186). Wie in den vorange-
henden Abschnitten deutlich wurde vertrete auch ich diese Auffassung der engen Verbindung,
oder besser strukturellen Kopplung, von Wissen und Handlungen.

% Der Begriff des Schauens [i. Orig. ,,seeing”] bei Brown ist sicherlich — auch aus ihrer Perspektive
— um weitere sinnliche Erfahrungen erweiterbar.
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in der Welt zu bestehen (Brown, 2015, S. 192). Mit dieser Beschreibung identifi-
ziert Brown ahnliche Bedingungen der Moglichkeiten des Lernens wie in Ab-
schnitt 3.3 dargestellt.

Mit ,,observing” meint Brown insbesondere den Prozess etwas Neues zu sehen.
Hierbei geht sie von der Frage aus, wie es iiberhaupt moglich ist etwas Neues zu
sehen, und verweist auf die strukturelle Kopplung zwischen geistiger und sinn-
licher Aktivitit, indem sie ein Zitat von Braham (1986) anfiihrt ,,one can only see
what one observes, and one observes only things which are already in the
mind” (Braham, 1986, zit. nach Brown, 2015, S. 192). Diese Kopplung illustriert
Brown, indem sie darauf verweist, dass man durch wiederholtes Betrachten,
durch eine wiederholte Analyse einer Videosequenz oder durch den Austausch
tiber Beobachtungen mit weiteren Kolleg*innen, also anderen Beobachter*innen,
,mehr sehen kann”, um so eine Erweiterung der eigenen Perspektive zu for-
dern (Brown, 2015, S. 192).

Brown gibt an, dass fiir sie Interviews ein essenzieller Bestandteil ihrer mathe-
matikdidaktischen Forschung sind. Ihren Ausfithrungen stellt sie die Frage vo-
ran, wie Befragungen in einer strukturierten oder halb-strukturierten Form zur
enaktivistischen Dualitdt des , knowing/doing” passen. Brown antwortet darauf,
dass auf der Basis einer enaktivistischen Perspektive auf Strukturen [der Entita-
ten bzw. ihres Wissens] diese durch die Direktheit der Erfahrungen [durch erle-
ben des Interviews] illuminiert werden konnen. Diese Direktheit der Erfahrung
erlautert Brown anhand ihrer Beobachtung, dass die Beschreibung was Mathe-
matik fiir die Interviewpartner*innen ist nur durch Beschreibung der Aktionen,
die von den Interviewpartner*innen erfahren wurden, hervorgebracht werden
konnen, sofern jene von den Interviewpartnerinnen erldutert werden konnten
(Brown, 2015, S. 193). Insbesondere entstehen bei den Interviewten wahrend der
Beschreibung neue Verbindungen und Ideen, die sie zuvor nicht wahrgenom-
men aber vermutlich ,, gewusst” (vgl. 3.1.6) haben. Solche Einsichten werden laut

Brown haufig besonders energisch ausgedriickt (Brown, 2015, S. 193).

Als letztes Thema identifiziert Brown den Begriff der ,find-ing(s)” und grenzt
ihn von der iiblichen Bedeutung ,findings” im Sinne von allgemeinen For-
schungsergebnissen dadurch ab, dass sie mit ersterem Begriff Prozesse identifi-
ziert, die das beobachtete (Unterrichts-)Handeln bestimmen. Schon allein der Be-

£a

griffsname ,find-ing(s)” kann gedeutet werden als ,finde-,—ing(s)”” — also
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,finde-Prozesse”. Brown gibt als Beispiel fiir solche Arten von Prozessen die Ver-
wendung von Meta-Kommentaren in Bezug auf das Unterrichtsgeschehen wah-
rend des Unterrichtsgeschehens an, die sie bei einer ihrer Studien beobachtet
hat (Brown, 2015, S. 193). Insbesondere ist Brown nicht an den spezifischen Meta-
Kommentaren als solchen, sondern daran interessiert, dass und wie sie verwen-

det werden. Entsprechend formuliert sie:

,The find-ing(s) of enactivist research shed light onto the journeys
that are travelled in the professional learning that takes place when
developing ones teaching.”

(Brown, 2015, S. 194)

Fiihrt man diese thematischen Verortungen verschiedener wissenschaftlicher Ta-
tigkeiten zusammen wird deutlich, dass Brown wie auch Reid und Mgom-
belo (2015) Parallelen zwischen (schul-)typischen Lernprozessen und wissen-
schaftlichen Prozessen aufzeigen (Abschnitt 4.4.3). Womit nicht nur Lernpro-
zesse, sondern auch die beobachtenden und analysierenden Forschungspro-
zesse, Teil der Darstellung und Reflexion enaktivistischer Forschung sein soll-
ten (Brown, 2015, S. 195; Reid & Mgombelo, 2015, S. 181). Auch Steinbring kommt
zu einer dhnlichen Analyse, welche strukturellen Kopplungen relevant fiir ma-
thematikdidaktische Forschung und damit auch fiir die Reflexion von Mathema-
tikdidaktiker*innenn sind. Diese stellt er auch diagrammatisch dar (Steinbring,
2015, S. 290). Dabei identifiziert er drei Welten, die im Diagramm durch entspre-
chende Umrandungen dargestellt werden: die Welt mathematischer Zeichen und
Symbole (1) fiir die Lernenden; die Welt der Lernenden, die mit der Mathematik
umgehen (2) fiir die Lehrer*in; und die Welt der Lehrer*in-Lerner*in Interaktion
tiber mathematisches Wissen (3) fiir die Wissenschaftler*in (Steinbring, 2015, S.
290).

Aus den vorangehenden Notizen bleibt zusammenfassend als Basis dieser For-
schungsarbeit festzuhalten, dass sich die enaktivistische Perspektive bereits in
der Entwicklung der mathematikdidaktischen Forschungslandschaft vielfach be-
wahrt hat. Insbesondere in Bezug auf die Aspekte der besonderen Stellung der
Beobachter*in [Observers] und der sinnlich-geleiteten Handlung sowohl von
Lernenden als auch von Forschenden. Hierbei konnen verschiedene Beobach-
ter*innen gerade in der Betrachtung von Lehr-Lernprozessen auf verschiedenen

Ebenen — oder Welten wie Steinbring formuliert — vorkommen und von Beobach-
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ter*innen — auch reflexiv — beobachtet werden. Zusatzlich zu Steinbrings Vor-
schlag drei Welten zu betrachten, ist es sinnvoll diese um die vierte Welt der
,find —ing(s)”, der Interaktion der Forscher*innen mit Lehr-Lernprozessen, refle-
xiv flir die Wissenschaftler*in oder die Gruppe seiner Wissenschaftscommunity

zZu erweitern.
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»Die fiir jeden SEB spezifischen Elemente — Sinnzuschreibungen, Sprache, Hand-
lungsmoglichkeiten, verfiigbare Routinen, Bedeutungen fiir das Ich usw. — erlau-
ben es, Lernen (nicht nur im schulischen Kontext) als Erwerb neuer SEB zu be-
schreiben. Damit riicken auch Transfer-Probleme in ein anderes Licht, und gingige
Begriffe wie Veranschaulichung im Mathematikunterricht oder Abstrahieren und
Konkretisieren lassen sich anders interpretieren, ndmlich als Beziehungs- und Ver-
kniipfungsprobleme zwischen verschiedenen SEB’en.”

(Bauersfeld, 1983, S. VIII)

Neben der Rekonstruktion von spezifischen Auffassungen soll auch der Wechsel
von Auffassungen in dieser Arbeit untersucht werden. Entsprechend scheint das
im Eingangszitat dargestellte Konzept ,subjektiver Erfahrungsbereiche” (SEB)
zur Beschreibung von Auffassungen passend zu sein, da auch bei Auffassungs-
wechseln Transfer-Probleme vermutet werden kénnen, ebenso wie Fragen der
Veranschaulichung und Abstraktion, sofern es um spezielle Auffassungen geht,
wie hier die empirisch-gegenstandliche und formal-abstrakte Auffassung. Nach
Bauersfeld handelt es sich bei den SEB‘en um ein ,Modell zum Verstehen von
Lernprozessen” (Bauersfeld, 1983, S. VIII). Hierbei nimmt Bauersfeld vornehm-
lich jiingere Schiiler*innen zu Beginn ihrer Schulkarriere in den Blick, wie die zur
[Mlustration von Bauersfeld verwendeten und auf Herbert Ginsburg zuriickge-
henden Fallgeschichten von George, Alexandria und Deborah (Bauersfeld, 1983,
S. 3-10) belegen. Nichtsdestotrotz scheint das Modell auch auf Lernprozesse von

Jugendlichen und Erwachsenen tibertragbar® zu sein.

In der mathematikdidaktischen Literatur wird Bauersfelds Modell haufig antizi-
piert (vom Hofe, 1995; Witzke, 2009; Schlicht, 2016) und diskutiert. Vornehmlich
wurde dabei eine Ausscharfung des Modells vorgenommen. Zum einen hinsicht-
lich kognitiver Komponenten der SEB, bspw. der Wissensdimension und damit
auch der Bereichsspezifitat von Wissen (Burscheid & Struve, 2010). Zum anderen
in Bezug auf spezifisch soziale Elemente (Krummbheuer, 1984; vom Hofe, 1995).

Dies ist insofern verwunderlich, da Bauersfeld (1983, 2000) insbesondere die

% Insbesondere Untersuchung 5 (vgl. 10) zeigt, dass eine solche erweiterte Anwendung auf
(junge) Erwachsene tragfahig ist.
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Breite der Erfahrung betont und die daraus folgenden Auswirkungen einer sozi-
alkonstruktivistischen Theorie des Lehrens und Lernens auf die mathematikdi-
daktische Forschung unter Beibehaltung dieser Grundintentionen und -ver-

standnisse aktualisiert hat.

Auch mathematikdidaktische Arbeiten mit psychologischem Fokus, bspw. hin-
sichtlich Beliefs (Pehkonen, 1995), beziehen sich auf Bauersfelds Konzeption von

SEB‘en, betrachten aber auch dort vornehmlich einzelne Elemente.

Bauersfelds urspriingliches Konzept, wie er es in seinen Arbeiten be-
schreibt (1983, 1985), geht dagegen von der Totalitat der Erfahrung aus. Ein Prob-
lem eines solch ganzheitlichen Konzepts fiir die immer starker geforderte und
geforderte empirische®” Mathematikdidaktik (Prediger, 2015, S. 653) bleibt dann
eine geeignete Forschungsmethodik zu finden, die diesem Konzept gerecht wird.
Diese Frage wird im Rahmen der Untersuchungen (vgl. Untersuchungen) mit
spezifischem Fokus auf den Untersuchungsgegenstand und in diesem Kapitel in
Abschnitt 4.3.2. diskutiert, sodass im Folgenden der Fokus auf der Darstellung
des Modells der SEB liegen kann.

Auf Basis seiner Literaturrecherche baut Bauersfeld sein Konzept der SEB folgen-
dermafien auf, wobei er sich von rein kognitionspsychologischen Konzeptio-

nen (bspw. den Mikrowelten von Lawler, 1981) folgendermafien abgrenzt:

,Im Blick auf die zu verdeutlichenden Unterschiede spreche ich
nicht von ,Mikrowelten’, sondern kehre zu der alteren und m.E.
treffenderen Bezeichnung ,subjektiver Erfahrungsbereiche’ [Herv. im
Original] zuriick. Die Bezeichnung enthalt den Hinweis auf das
,Subjekt’ als Trager. Sie thematisiert, daf8 [sic!] es um ,Erfahrung’
geht und nicht nur um Wissen, denn auch der mathematische Ha-
bitus (vgl. Bauersfeld, 1982) z.B. ist eingeschlossen ebenso wie die
nicht-kognitiven Dimensionen der Motorik, ,procedural know-
ledge’ (vgl. Anderson, 1980), Emotionen, Wertungen, ,Ich-Identi-
tat’ (Krappmann, 1971) usw.

5 Hier im Sinne empirischer Forschung und nicht im Sinne empirisch-gegenstandlicher Auffas-
sung gemeint.
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Und schlieflich ist der ,Bereich’ weniger universal als eine Welt.
Gerade die Begrenztheit und Besonderheit trennen die Subjektiven
Erfahrungsbereiche (im weiteren SEB) voneinander.”

(Bauersfeld, 1983, S. 28)

Folgt man dieser Deskription von SEB‘en ergeben sich folgende Eigenschaften
der SEB:

e SEB sind am/im Subjekt verortet

e SEB sind voneinander getrennt

e SEB sind bestimmt durch totale Erfahrung bzgl. einer Situation®

e SEB sind nicht universal, bzw. umgekehrt: SEB sind bereichsspezifisch

oder situationsabhangig

— Kriterien zur ldentifikation eines SEB‘es:
ein bestimmter SEB kann nur +  Komplettheit

interpretierend rekonstruiert
werden, und zwar nur
subjektiv und unvollstandig

I

Bereichsspezifitat

ubjektive rfahrunvg\sﬁereiche

Subjekte sind Trager der Erfahrung

spezifische Elemente sind

Wissen Math. Habitus  ,procedural knowledge® Emotionen Wertungen Ich-Identitaten USw.

Abbildung 3: Spezifische Elemente und Kriterien zur Bestimmung subjektiver
Erfahrungsbereiche.

In den folgenden Unterkapiteln 4.1-4.4 werden diese Eigenschaften (vgl. Abbil-
dung 3) mit besonderen Bezug auf Bauersfelds Arbeiten (1983, 1985) erlautert.
Dabei steht eine moglichst klare und konsequente Verwendung der von Bauers-
teld vorgeschlagenen Begriffe und Konzepte im Vordergrund. Zusatzlich wer-
den (Un-)Abhéngigkeiten von SEB’en innerhalb der ,society of mind” und des-

5% Dies wird klar durch die fiir Erganzung offengelassenen genannten spezifischen Elemente wie
,Wissen, [...], math. Habitus, [...], ,Ich-Identitat” (Krappmann, 1971) usw. [Herv. G.S5.]” (Bauers-
feld, 1983, S. 28; auch 4.1)
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sen Auswirkungen auf Interaktionen, wie den dadurch erzeugten Erfahrungsbe-
reichen, dargestellt. Hierbei steht u.a. Bauersfelds Einschatzung der Komplemen-
taritat zwischen dem SEB-Modell und Rahmenmodell im Wechselspiel individu-
eller Lernprozesse und interaktionistischer Kommunikationsprozessen auf dem
Priifstand (Bauersfeld, 1983, S. 40). Zum Abschluss wird das Konzept und die
zugehorigen Begriffe zur Illustration an Ginsburgs bereits aus dem vorangehen-

den Kapitel bekannten Fallbeispiel ,,Deborah” (vgl. 3.2.2) angewendet.

4.1 Spezifische Elemente subjektiver Erfahrungsbereiche

Die subjektive (totale) Erfahrung ist prinzipiell in getrennte (vgl. 4.2.1) subjektive
Erfahrungsbereiche gegliedert (Bauersfeld, 1983, S. VIIL; Bauersfeld, 1985, S. 11).
Die Triger subjektiver Erfahrung, und damit auch der subjektiven Erfahrungsbe-
reiche, sind Individuen (Bauersfeld, 1983, S. 2, 28). Mit der Totalitit eines SEB’es
meint Bauersfeld, dass dieser , stets die Gesamtheit des als subjektiv wichtig Er-
fahrenen und Verarbeiteten” (Bauersfeld, 1983, S. 2, 12; Bauersfeld, 1985, S. 11)
umfasst. Zu dieser Gesamtheit gehoren verschiedene spezifische Elemente subjekti-
ver Erfahrungsbereiche, welche laut Bauersfeld bspw. Wissen, Gefiihle, Korpererfah-
rung, Motorik, ,,procedural knowledge”, Sinnzuschreibungen, Sprache, Handlungsmaog-
lichkeiten, verfiigbare Routinen, Bedeutungen fiir das Ich, Wertungen, Logik, Kontext,
I[ch-Identitit usw. sind (Bauersfeld, 1983, S. 2.; Bauersfeld, 1985, S. 17). Auffallend
ist bei dieser Auflistung, dass Bauersfeld an verschiedenen Stellen seiner Arbei-
ten diese Liste der spezifischen Elemente offenhalt, das heifst explizit jede Auflis-
tung mit ,usw.” (nicht) beendet (Bauersfeld, 1983, S. 2; Bauersfeld, 1985, S. 17).
Die Elemente der SEB werden spezifische Elemente genannt, da sie bereichsspezifisch
sind und entsprechend zu einem spezifischen SEB gehoren (Bauersfeld, 1983, S.
2, 6, 10, 28). Dabei betont Bauersfeld explizit, dass es sich bei den spezifischen
Elementen nicht ausschliefSlich um Wissen, also kognitive Elemente, handelt
(Bauersfeld, 1983, S. 38). Selbst wenn eine Beobachter*in mit iibergeordneten sub-
jektiven Erfahrungsbereich (vgl. 4.2.3) Ahnlichkeiten in Aufgabenstellungen oder
,Kontexten” wahrnimmt, konnen diese fiir Individuen mit einem nicht dhnlich
iibergeordneten SEB voneinander isoliert sein und verschiedene Bedeutung ha-
ben (Bauersfeld, 1983, S. 6), da die jeweils zum Verstandnis der Situation heran-
gezogenen (vgl. 4) SEB fiir das Individuum grundverschiedene spezifische Ele-
mente enthalten (Bauersfeld, 1983, S. 6, 8). Analog zu Lawlers ,, Prozeduren” in
Mikrowelten (Lawler, 1981, S. 4-8) nutzt auch Bauersfeld die Begriffe Perspektiven

und Funktionen um spezifische Elemente von SEB’en, insbesondere in Bezug auf
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Wissenselemente, ndher zu beschreiben (Bauersfeld, 1983, S. 17, 34). Hierbei sind
Perspektiven® eines SEB’es explizite Indikationen von Entitaten oder konstruier-
ten Begriffen. Funktionen eines SEB’es legen fest, was mit den durch Perspekti-
ven explizit beschriebenen Entitdten oder konstruierten Begriffen gemacht wer-
den kann (Bauersfeld, 1983, S. 17, 30). Die Bereichsspezifitat der Prozeduren ex-
pliziert Bauersfeld an einem Beispiel in dem Miriam®, die Tochter Lawlers — der

Fall seiner ,Intimate Studie” — bei der schriftlichen Addition ,,auf 9 kiirzt” (Bau-
ersfeld, 1983, S. 20, 30):

13181
+ 13141

19191

Hier treten nicht nur Zahlworter als Miriams Perspektiven ihrer ,Papiersum-
men-Welt” auf, die Bauersfeld als SEB aufzufassen scheint, sondern auch Zerle-
gungsverfahren als Funktionen, die an spezifische SEB gebunden sind. Entspre-
chend sind auch ,, Konstruktionsprinzipien” (ebd.), bspw. zur Bildung von Zahl-
wortern, in SEB’en verortet. Allerdings sind letztere im Gegensatz zu den vorge-
nannten gegebenenfalls vorbewusst. Die Vorbewusstheit solcher Konstruktions-
prinzipien versteht Bauersfeld so, dass sie zwar das Handeln regeln, man sich
aber ,nicht zu ihnen verhalten” (Bauersfeld, 1983, S. 30, 40) kann und entspre-
chend , der Handelnde [diese] nicht selbst beschreiben kann” (Bauersfeld, 1983,
S. 30; Bauersfeld, 1985, S. 13-14). In neuen SEB’en (vgl. 4.2.3) konnen diese Kon-
struktionsprinzipien dann aber als Perspektiven oder Funktionen auftreten. Die
Begriffe Perspektive und Funktion nutzt Bauersfeld zudem um die Uberlegun-
gen zur Bereichsspezifitat durch ein Zitat von Lawler zur inneren Logik von Mik-
rowelten (Bauersfeld, 1983, S. 20, 35) zu unterstreichen, die dhnlich auch fiir SEB
gliltig sind (Bauersfeld, 1983, S. 40, 44, 50).

% In FufSnote 17 wertet Bauersfeld (1983, S. 56) Lawlers Wahl des Begriffs Perspektive als , gltick-
lich”, da die Konnotation die Denotation des Begriffs unterstiitzt. Entsprechend bemerkt Bauers-
feld , Die Perspektive besteht aus Reprasentationen der Elemente eines bestimmten SEB’s (Den-
notation) und bezeichnet zugleich eine bestimmte Sichtorientierung oder eine Sichtweise, wie
Realitdt dem Subjekt erscheint (Konnotation)” (Bauersfeld, 1983, S. 56).

% Viele Falldaten hat Lawler auf seiner Webseite http://nlcsa.net/ zur freien Einsicht zur Verfii-
gung gestellt. Sodass man Miriam und ihre Art zu rechnen auf verschiedenen Video- und Text-
vignetten verfolgen kann.


http://nlcsa.net/
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,'Right’ or “‘wrong’ is a judgement applicable to a calculation only
in the terms of the microworld wherein it is going forward.”
(Lawler, 1981, S. 15)

Wobei Bauersfeld die Phrase “in the terms of the microworld where in it is going
forward” iibersetzt mit, ,das nur mit den Mitteln derjenigen Mikrowelt vollzo-
gen werden kann, in der die Prozedur stattfindet” (Bauersfeld, 1983, S. 20).

Mithilfe der angegebenen bereichsspezifischen Elemente erzeugen die Trager
von SEB’en ,ihre subjektive Wirklichkeit (Herv. G.S.)” (Bauersfeld, 1983, S. 36), da-
mit bezeichnet Bauersfeld die ,subjektive Interpretation der gegebenen objekti-
ven Wirklichkeit ¢! durch ihren jeweils aktivierten SEB” (Bauersfeld, 1983,
S. 36, 39, Bauersfeld, 1985, S. 14). Diese subjektive Wirklichkeit wirkt unmittelbar
handlungsleitend (Bauersfeld, 1983, S. 36, 52). Entsprechend verortet Bauersfeld
den fiir den Lernenden immer subjektiven Kontext (Bauersfeld, 1983, S. 36, 40, 53;
1985, S. 13) nicht in ,, irgendwelchen Lernarrangements” (Bauersfeld, 1983, S. 36),
sondern im aktuell aktivierten SEB der Lernenden. Aufgrund der Totalitat der
SEB sind die Identititserfahrungen des Tragers ,,aus den zugehorigen Situationen
innig und untrennbar in den Kontext eingewoben” (Bauersfeld, 1983, S. 42). Dies
betrifft auch die Ich-Identitat des Tragers, die aufgrund der Totalitat der SEB
ebenfalls ein spezifisches Element von diesem SEB und entsprechend Teil des
Kontexts ist (Bauersfeld, 1983, S. 42). Dabei dufert sich die Ich-Identitat durch
Praferenz verschiedener Prozeduren, die von der haufigen Aktivierung von
SEB’en, die diese Prozeduren enthalten, bedingt ist (Bauersfeld, 1983, S.42, 43).
Bauersfeld nutzt zur Einordnung der in SEB’en wirksam werdenden Ich-Identi-
tat die ,psychosozialen Krisen” von Erikson (1992, S. 36, 37) im Sinne seiner psy-
choanalytischen Theorie psychosozialer Entwicklung. Die Analyse eines Fallbei-
spiels von Lawler zeigt in Miriams Ausbruch nach einer fehlerhaft durchgefiihr-

ten Rechnung, obwohl in einem vorhergehenden — vermutlich auch aus Miriams

61 Dass es so eine , objektive Wirklichkeit” fiir Bauersfeld gibt, mit der Individuen umgehen kon-
nen und mit der sie aktiv (inter-)agieren, scheint aufgrund dieses Zitates und anderer Textstellen,
bspw. wenn Bauersfeld (1983, S. 37) von Theorien-bezogener Beobachtung spricht, eine plausible
Deutung zu sein. Ob diese ,,objektive Wirklichkeit” allerdings in ihrer Objektivitat wahrgenom-
men werden kann, scheint fraglich (vgl. 3.4)
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Perspektive — dhnlichen Kontext bereits ein zur korrekten Losungsfindung pas-
sender SEB aktiviert wurde, die psychosoziale Krise zwischen , Werksinn® vs.
Minderwertigkeit” (Erikson, 1992, S. 36-37; Bauersfeld, 1983, S. 42). Genau solche
Identitatserfahrungen innerhalb der aktivierten SEB aus psychosozialen Krisen
bedingen das (In-)Kompetenz-Erleben der Trager. Entsprechend Eriksons Ver-
weises auf epigenetische Entwicklungsprozesse® sowohl in organischer, psycho-
sexueller wie auch psychosozialer Hinsicht ist das Umgehen mit diesen Krisen

ein permanenter Einflussfaktor der Identitat von Individuen.

4.2 Subjektive Erfahrungsbereiche in der ,society of mind”

Die Speicherung der subjektiven Erfahrungsbereiche beim Tréager erfolgt nicht-hie-
rarchisch, sondern kumulativ (Bauersfeld, 1983, S. 2, 48). Dabei besitzen SEB einen
Prozeficharakter, und entsprechend eine , je eigene Wandlungsgeschichte ihrer Zu-
stande vom Entstehen bis zum mdéglichen Verfall (Vergessenwerden [sic!])” (Bau-
ersfeld, 1983, S. 2; Bauersfeld, 1985, S. 11). Die SEB bilden ein ,,selbstreferentielles
System” (Luhmann, 1982, nach Bauersfeld, 1983, S. 2) im Sinne einer , society of
mind” (Minsky, 1980, nach Bauersfeld, 1983, S. 2) in der iibergeordnete®* SEB auf
Basis vorangehender SEB emergieren (vgl. 4.2.3, 4.3.1). Sowohl bei der Aktivie-
rung (vgl. 4.2.2) als auch bei der Konstruktion (vgl. 4.2.3) von SEB’en ist ,der
bevorzugte Weg, dem ein Individuum folgt, welcher es auch sei, [der] den Auf-
wand des Verstehens wert ist.” (Lawler, 1981, S. 29, zit. nach Bauersfeld, 1983, S.
27)

62 Bauersfeld (1983, S. 42) gibt genau die hier gewéhlten Bezeichnungen an. In der Ausgabe von
Erikson (1992, S. 36) findet sich die Bezeichnung Regsamkeit. Hier erscheint mir die Ubersetzung
von Kliiwer nicht geeignet, die englische Bezeichnung lautet namlich ,,industry”.

6 Im Rahmen dieser Arbeit ist es nicht moglich (und auch nicht sinnvoll) einen vollumfanglichen
Uberblick {iber Eriksons Theorie zu geben. Allerdings spielt die (In-)Kompetenz-Erfahrung ge-
rade beim Ubergang von der Schule zur Hochschule eine wichtige Rolle, was sich in Untersu-
chung 5 (vgl. 10) zeigt.

6+ An dieser Stelle verwende ich wie Schlicht (2016, S. 62) den Begriff der {ibergeordneten SEB.
Eine andere Moglichkeit ware von , Nachfahren” von SEB’en im zeitlichen Sinne zu sprechen,
wie auch Bauersfeld (1983, S. 32) von ,, Vorfahren” eines SEB’es spricht. Der Begriff der iiberge-
ordneten SEB‘e scheint mir aber aus zwei Griinden passender zu sein. Zum einen spricht Bauers-
feld selbst von der Entwicklung , iibergeordnete[r] und allgemeinere[r] Konzepte” (Bauers-
feld, 1985, S. 13), die dann in einem entsprechend weiteren SEB abgespeichert werden. Zum an-
deren hilft dieser Begriff die von Bauersfeld (1983, S. 32) beschriebene ,, Verkniipfung” als Rela-
tion zwischen SEB’en in der ,society of mind” theoretisch im Modell zu verorten, was die In-
tegration spezifischer Elemente der , Vorfahren” und ggf. zugehoriger Vergleiche in spezifische
Elemente des iibergeordneten SEB’es meint.
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4.2.1 Distinktion subjektiver Erfahrungsbereiche

Innerhalb der ,,society of mind” liegen die SEB aufgrund der Bereichsspezifitat
und der konkurrierenden Aktivierung (vgl. 4.2.2) von SEB’en, getrennt vor und
sind also nicht verbunden (Bauersfeld, 1983, S. 12, 16, 28; 1985, S. 11f.). Passend
dazu zitiert Bauersfeld Minsky:

,Each part of the mind sees only a little of what happens in some
others, ... most knowledge stays more or less where it was formed,
and does its work there.”

(Minsky, 1980, S. 130; zit. nach Bauersfeld, 1983, S. 12)

Trotz der Bereichsspezifitat und der Konkurrenz bei der Aktivierung von SEB‘en
kann aufgrund der Wandlungs- bzw. Entstehungsgeschichte eine Hierarchie
,bei Bedarf” (Bauersfeld, 1983, S. 26, 33) namlich als Perspektive in {ibergeordne-
ten SEB’en ausgebildet sein. Dies wird auch an dem spezifischen Element Spra-
che deutlich in dem ,jeder SEB [...], zusammen mit seinen ,Vorfahren’, einen ab-
geschlossenen Kontext” (Bauersfeld, 1983, S. 32) darstellt, indem das , Netz seiner
[spezifischen] Begriffe nicht aus dem Verbund” (Bauersfeld, 1983, S. 32) hinaus-
reicht. Mit Verbund scheint an dieser Stelle nicht die gesamte ,society of mind”,
sondern der iibergeordnete SEB und seine Nachfolger gemeint zu sein. Dies wird
an der Feststellung deutlich, in der Bauersfeld klarstellt, dass ,,das gleiche Wort
in unverbunden SEB’en in spezifisch verschiedenen Beziehungsnetzen benutzt
wird und daher vom Sprecher nicht als ,dasselbe’ Wort wahrgenommen
wird” (Bauersfeld, 1983, S. 32). ,Nicht als dasselbe wahrgenommen zu werden”
meint hier mit einer SEB-iibergreifenden Bedeutung (Bauersfeld, 1983, S. 32; Bau-
ersfeld, 1985, S. 12). Entsprechend gilt Bauersfeld (1985, S. 17) vierte These in die-
sem Modell:

,Es gibt keine allgemeinen Begriffe, Strategien oder Prozeduren.
Man (das Subjekt) kann sie allgemein denken, aber sie sind nicht

allgemein verfiigbar, d.h. nicht bereichsunabhangig aktivierbar.”
(Bauersfeld, 1985, S. 17)

4.2.2 Aktivierung von subjektiven Erfahrungsbereichen

SEB werden , konkurrierend aktiviert”, das heifst wird ein SEB aktiviert werden die
iibrigen SEB nicht aktiviert (Bauersfeld, 1983, S. 2, 40, 50; 1985, S. 15). Die Akti-
vierung hangt von der Darstellung einer Aufgabe oder ihrer Prasentation inner-

halb einer bestimmten Lernumgebung ab (Bauersfeld, 1983, S. 32). Das Prinzip
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der konkurrierenden Aktivierung tibernimmt Bauersfeld von Lawlers Konzep-
tion der ,Mikrowelten” (Bauersfeld, 1983, S. 17-18). Zur Begriindung wiederholt
Bauersfeld Lawlers Grinde fiir eine , indirekte ,Kontrolle durch Konkurrenz'
(Bauersfeld, 1983, S. 18), die zum einen in den , parallel funktionierenden” (Bau-
ersfeld, 1983, S. 18) Mikrowelten und der daraus entwickelten ,strukturellen
Vielgestaltigkeit (diversity)” (Bauersfeld, 1983, S. 18) und zum anderen in der
sich durch diese indirekte Kontrolle ergebende Erklarung des , Phinomens eines
,problem-solver’-Homunkulus” (Bauersfeld, 1983, S. 18), welcher (un-)passende
SEB aktiviert, liegt. Der aktivierte SEB bestimmt die subjektive Wirklichkeit der ge-
gebenen aktuellen Situation und bestimmt so den Kontext der subjektiven Erfah-
rung (Bauersfeld, 1983, S. 2). SEB sind ,umso wirksamer, je haufiger sie wieder-
aktiviert bzw. je intensiver sie gebildet worden sind.” (Bauersfeld, 1985, S. 12),
wobei mit dem Begriff der Wirksamkeit vermutlich die grofiere Wahrscheinlich-
keit der Aktivierung gemeint ist (Bauersfeld, 1985, S. 11). Mit der Intensitit der
Bildung von SEB‘en meint Bauersfeld vermutlich die Verkniipfung von SEB‘en
mit starken Emotionen und entsprechenden Identitatserfahrungen (Bauersfeld,
1983, S. 44). Dagegen konnen SEB auch in Vergessenheit geraten, durch eine sel-
tenere Aktivierung (Bauersfeld, 1985, S. 12, 15). Dieses Phanomen nennt Bauers-
feld u.a. , Verfall” (Bauersfeld, 1983, S. 30) oder , Verblassen” (Bauersfeld, 1985,
S. 15). Von einer rein automatisch-mechanischen Deutung des beschriebenen Ak-
tivierungsprozess grenzt sich Bauersfeld klar ab, indem er die ,,Selbststandigkeit
und Verantwortlichkeit des handelnden Subjektes” (Bauersfeld, 1983, S. 28) her-
vorhebt, ,dem das Abbrechen oder konstruktive Verandern einer Situation prin-
zipiell immer moglich ist und spontan neue Bereiche er6ffnen kann” (Bauersfeld,
1983, S. 28-29) (vgl. 4.2.3). Zudem ist bei der Aktivierung eines SEB’es in einer
Situation eine situationsspezifische , aktive und konstruktive Ausformung” (Bauers-
feld, 1983, S. 50) des SEB’es notig.

4.2.3 Konstruktion subjektiver Erfahrungsbereiche

Das Phanomen ,,.Lernen” kann im SEB-Modell als ,, Erwerb neuer SEB” (Bauers-
feld, 1983, S. 2) beschrieben werden. Die Konstruktion neuer SEB erfordert die
,Spontane aktive Sinnkonstruktion aus zuhandenen Elementen [Herv. im Origi-
nal]” (Bauersfeld, 1983, S. 29; Bauersfeld, 1985, S. 14, 15), bei der starke Emotio-

nen auftreten konnen (Bauersfeld, 1983, S. 21). Aktiv sind die Sinnkonstruktionen
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insofern, dass der Trager der SEB diese eigenstiandig konstruieren muss. Die Fa-
higkeit zur , eigenstandigen Konstruktion”® ist eine Bedingung der Moglichkeit
des Lernens im SEB Modell. Ohne diese konnte keine Konstruktion neuer SEB
stattfinden (Bauersfeld, 1983, S. 31). Die Bestimmung von Gemeinsamkeiten und
Unterschieden spezifischer Elemente sowie das ,In-Beziehung setzen” von
SEB’en (Bauersfeld, 1983, S. 7) kann vom Trager dieser SEB nur in einem weiteren
SEB geleistet werden (Bauersfeld, 1983, S. 7). Auf diese Weise konnen dann auch
vorbewusste , Konstruktionsprinzipien” (vgl. 4.2.3) eines oder mehrerer
SEB’es/SEB’e zu spezifischen Elementen, also auch entsprechender Perspektiven
und Funktionen, in einem neu konstruierten SEB werden (Bauersfeld, 1983, S. 18,
20, 34, 50). Bauersfeld spricht in diesem Fall auch von der ,Verbindung” von
SEB’en, was so viel bedeutet wie es liegt ein (neuer) SEB (,Nachfahre”, Bauers-
feld, 1983, S. 18) vor, der bei Aktivierung auf die spezifischen Elemente und da-
mit auch die — je SEB ausgepragten — Perspektiven und Funktionen enthalt, so-
dass der Trager die Moglichkeit hat beide anzuwenden, Ahnlichkeiten und Un-
terschiede zwischen ihnen festzustellen und ggf. diese zu reflektieren (Bauers-
feld, 1983, S. 19, 21, 35, 38). Entsprechend verwendet er folgende Sprechweisen,
dass

~zwei Mikrowelten, die bisher stets konkurrierend [Herv. im Origi-
nal] aktiviert wurden, plotzlich in eine kooperative [Herv. im Origi-
nal] Beziehung treten. Die strenge Trennung, die Nicht-Relation
[Herv. G.S.], wird in eine Relation® [Herv. G.S.] verwandelt.”
(Bauersfeld, 1983, S. 21)

Oder auch:

,|Es] werden die Perspektiven von drei Mikrowelten aufeinander
bezogen, eine strukturelle Aquivalenz [Herv. im Original] wird ent-
deckt.”

(Bauersfeld, 1983, S. 23)

¢ Eine Deutung solcher Prozesse aus enaktivistischer Perspektive ist durch den Prozess der Au-
topoiesis autopoietischer Einheiten (Unity, vgl. 3.1) moglich. Eine weitere Interpretation mit Be-
zug auf ,spezifische Gedéchtniseintrage” und ihre Diskussion zur Ermoglichung von Lernen fin-
det sich in Mausfeld (2005). Aktive Sinnkonstruktionen konnen beim mathematischen Lernen aus
dem Sonderfall des ,, metonymischen Fortsetzens” (vgl. 4.2.4) entstehen.

6 Relationen von SEB‘en spielen in der in dieser Arbeit vorgenommenen Darstellung von Auf-
fassungen eine fundamentale Rolle (vgl. 5). Natiirlich ist damit dann eine andere Relation ge-
meint, die nicht zwingend zu einem neuen SEB wird.
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Wenn ein neuer SEB konstruiert wurde, bedeutet dies nicht, dass dieser bereits
,voll ausgebaut” ist. Unter dem vollen Ausbau eines SEB’es scheint Bauersfeld
eine korrekte Reaktivierung in dhnlichen Situationen zu verstehen, sodass auch
bereits gebildete SEB’e (schnell) wieder verfallen konnen (Bauersfeld, 1985, S. 15).

Damit unterscheidet sich dieses Konzept der Neukonstruktion von SEB‘en von
Lawlers Konzeption von Mikrowelten, die er in Instrumentale Welten, Serien Wel-
ten und konforme Welten differenziert (Lawler, 1981, S. 19-26). Hierbei fasst Law-
ler Serien und Konforme Welten so auf, dass sie relational vorangehende Mikro-
welten verbinden oder vergleichen. Somit besitzen diese Mikrowelten einen an-
deren Status als instrumentale Welten, ndmlich den Status von Eigenschaften von
(mehreren) instrumentalen Welten® (Lawler, 1981, S. 28). Fiir die folgende Dar-
stellung von Auffassungswechseln und dem speziellen Fall einer Auffassungs-
erweiterung ist aus theoretischer Perspektive eine solche Deutung tibergeordne-
ter (subjektiver) Erfahrungsbereiche mit einem anderen Status als Eigenschaft
von zu verbindenden SEB nicht fruchtbar, da somit mehrere SEB gleichzeitig o-
der zumindest im schnellen Wechsel aktiviert werden miissten. Dies wieder-
spricht der theoretischen Annahme, dass die subjektive (totale) Erfahrung prinzipi-

ell in getrennte subjektive Erfahrungsbereiche gegliedert ist (vgl. 4.1).

4.2.4 Mathematikspezifischer ,Sonderfall” fir die Konstruktion neuer SEB:
Das metonymische Fortsetzen

Bei der Konstruktion neuer SEB, also der aktiven Sinnkonstruktion, verweist
Bauersfeld explizit auf den Sonderfall des metonymischen Fortsetzens. Darunter
versteht er die ,Fortsetzung gelaufiger [mathematischer] Konstruktionsprinzi-
pien in neue Gebiete hinein” (Bauersfeld, 1983, S. 31). Durch diese Tatigkeit wer-
den neue SEB gebildet, die wiederum aktiviert werden konnen. Insgesamt ergibt
sich also eine hohere Aktivierungsmoglichkeit der Konstruktionsprinzi-
pien (Bauersfeld, 1983, S. 31; 1985, S. 17), sofern die neu gebildeten SEB‘e nicht in

¢ Eine entsprechende Deutung des Verstandnisses von Lawlers Auffassung in Bezug auf seine
Theorie von Mikrowelten stellen auch Burscheid und Struve (2018, S. 100-101) dar. Sie legen im
entsprechenden Kapitel , Didaktisch relevante Theorien — Zahlaspekte und Mikrowelten” eine
rationale Rekonstruktion der Lawlerschen Konzeption von Mikrowelten vor. Hierbei fassen Bur-
scheid und Struve das Ziel dieser Rekonstruktion folgendermafien: ,,Indem wir die Begriffe der
Serien — [sic!] Welt und der Konformen Welt durch Relationen zwischen Instrumentalen Welten
ersetzen, gelingt es, die Lawlersche Idee so zu rekonstruieren, daf} [sic!] an die Stelle von Vaghei-
ten in der Formulierung von Serien — [sic!] Welt und Konformer Welt prizise Interpretationen
treten, und das Konzept auch auf andere Beispiele {ibertragbar wird” (Burscheid & Struve, 2018,
S. 90).
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Vergessenheit geraten. Zur Verdeutlichung dieses Prinzips zitiert Bauersfeld Fe-

lix Klein wie folgt:

,~wenn er von dem ,grofsen Anteil an der Entwicklung der Wissen-
schaft’ (Mathematik) spricht, den ,das algorithmische Verfahren als
eine gewissermafien selbststindig vorwirtstreibende, den Formeln in-
newohnende Kraft [Herv. im Original] unabhangig von der Absicht
und Einsicht der jeweiligen Mathematiker und oft sogar ihm ent-
gegen’ gehabt hat.”

(Klein, 1933, S. 85, zit. nach Bauersfeld, 1983, S. 31)

Wenig iiberraschend teilt Bauersfeld Kleins Einsicht bzgl. der Unabhangigkeit
der , den Formeln innewohnenden Kraft” entsprechend des Modells der SEB‘e
nicht, denn die Konstruktionsprinzipien sind immer unter Beriicksichtigung
»spezifische[r] Bedeutungsverschiebungen” an SEB’e gebunden. Eine ,, Generali-
sierung” findet, laut Bauersfeld nur insofern statt, als es das ,relative Explizit
machen der Regel” selbst meint, was erneut eine aktive Sinnkonstruktion und
damit die Emergenz eines neuen SEB‘es erfordert (Bauersfeld, 1983, S. 31). Wie
Auffassungen und mathematisches Wissen generiert werden konnen, wird mit
Riickblick auf diese Diskussion in Abschnitt 5.2 diskutiert.

4.3 (Subjektive) Erfahrungsbereiche im Rahmen von Interaktionen

Bauersfeld erkennt die Gefahr, dass das ,,SEB-Modell [...] in der Gefahr der Uber-
schatzung strukturell-gegenstandlicher Vorgaben [...] und die gedachtnistheore-
tische Grundlage [...] die Dominanz einer individualistischen Perspektive
nahe” (Bauersfeld, 1983, S. 40) legt. Entsprechend stellt Bauersfeld das Konzept
der ,Rahmen” (Krummheuer, 1984, 1997) als komplementdr zum SEB-Begriff
vor. Meiner Ansicht nach ist dieses Vorgehen eine nicht notwendige Einschran-
kung des SEB-Begriffs im entsprechenden Modell, oder anders formuliert, halte
ich die entsprechende Gefahr bei einem umfassenden Verstandnis des SEB-Mo-

dells fiir nicht so hoch wie Bauersfeld dies selbst einschatzt.

Bevor es um den konkreten Zusammenhang zwischen SEB-Modell und Interak-
tionen zwischen Tragern subjektiver Erfahrungsbereiche geht, soll hier umrissen
werden, wie Bauersfeld das Verhaltnis der Konzeption von ,,Rahmen” und
,SEB‘en” darstellt.
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Wie bereits in Kapitel 3 erwahnt (Reid, 2014, S. 139£.), hat Bauersfeld im Rahmen
seiner interaktionistischen Perspektive auf mathematisches Lernen und Lehren
immer neben einer kognitions-psychologischen Sichtweise, die die Entwicklung
einzelner Individuen betrifft, auch soziologische Sichtweisen angewendet, die
das Individuum innerhalb einer ,,soziale[n] Wirklichkeit” (Bauersfeld, 1983, S. 38)
verortet. Laut Bauersfeld reicht die in 4.1 dargestellte Erweiterung der SEB um
nicht-kognitive Elemente nicht aus, um eine entsprechende soziologische Sicht-
weise mit diesem Konzept einzunehmen, ,, weil es in der Konzentration auf das
Individuum die soziale Wirklichkeit der Institution vernachlassigt und damit die
intensive Eingebundenheit aller individuellen Tatigkeiten in soziale Interaktio-
nen und deren Funktion ignoriert” (Bauersfeld, 1983, S. 38). Dagegen konnen laut
Bauersfeld , geteilt geltende ,Interpretationsschemata’ fiir die ,Definition einer
Situation” (Goffman, 1981, S. 19), also ,[...] interaktive Organisationsprinzipien

von Wahrnehmen und Handeln’”, mithilfe des Rahmen-Modells nach Krumm-
heuer (1984, 1997) besser als mit dem SEB-Modell beschrieben werden.

Auch wenn ich, wie Bauersfeld als Mitglied der Arbeitsgruppe des IDM in Biele-
teld, der Meinung bin, , dafs [sic!] die Verfolgung alternativer Theorieansatze fiir
die Diskussion innerhalb der Forschung sowie mit interessierten Lehrern gleich-
ermafien forderlich sein kann” (Bauersfeld, 1983, S. 41), soll im Folgenden gezeigt
werden, wie, insbesondere unter einer enaktivistischen Perspektive, das SEB-
Modell so verstanden werden kann, dass damit auch Interaktionen gut be-

schreibbar sind.

4.3.1 Konstruktion von Erfahrungsbereichen durch Interaktionen zwischen Tragern sub-
jektiver Erfahrungsbereiche
In Abschnitt 4.2.3 wurde die Konstruktion von neuen SEB‘en innerhalb der
,society of mind” eines Individuums erlautert. Wie Bauersfeld anmerkt, reicht
eine solche ,individualistische Perspektive” nicht um das Lehren und Lernen,
insbesondere im Kontext des Schulunterrichts zu erklaren. Bauersfeld begriindet
die Notwendigkeit fiir die Uberschreitung einer solchen Perspektive durch For-
schungsergebnisse , der Soziologie und Soziolinguistik unter vorwiegend ethno-
methodologischen Ansdtzen in der Interaktionsforschung und in Diskursanaly-
sen” (Bauersfeld, 1983, S. 39). Diese Notwendigkeit kann aber ebenso durch ein-
schlagige mathematikdidaktische Forschungsarbeiten, wie Arbeiten zu Interak-

tionsmustern (Bauersfeld, 1978), Rahmungsprozessen (Krummheuer, 1984), so-
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zial konstruktiver Bedeutungsentwicklung (Steinbring, 2000) sowie neueren An-
satzen, bspw. mathematikdidaktischer Inklusionsforschung (Hasel-Weide,

2017), aufgezeigt werden.

Solche individualistischen Perspektiven konnen im Rahmen des SEB-Modells
tiberwunden werden. Nutzt man das Konzept der strukturellen Kopplung (vgl.
Abschnitt 3.1.3) — bzw. der sozialen Kopplung (vgl. Abschnitt 3.1.7) — im enakti-
vistischen Sinne zwischen Individuen, so interagieren sie und sind wechselseitig
Ausloser ihrer strukturellen Verdanderungen. Die Struktur, die hier geandert
wird ist die ,,society of mind”, und zwar in dem Sinne, dass durch die Interakti-
onen subjektive Erfahrungsbereiche gewechselt oder neu erzeugt werden. Dies
heifit allerdings nicht, dass immer ein Wechsel oder eine Konstruktion von
SEB’en bei der Interaktion zweier Individuen erfolgen muss, selbst dann nicht,
wenn ein Interaktionspartner eine solche Verdanderung intendiert (vgl. 4.5). Die
Veranderung der ,,society of mind” hangt von ihrer Struktur ab, sie ist also struk-
turell determiniert. Insbesondere hangt die strukturelle Veranderung der
,society of mind” vom momentan aktivierten SEB eines Individuums ab, bzw.
davon ob eine ,spontane Sinnkonstruktion” stattfindet und bspw. ein tiberge-
ordneter SEB erzeugt wird. Entsprechend der Terminologie struktureller Deter-
mination (vgl. Abschnitt 3.1.5) liegt die Aktivierung eines SEB’es im Bereich der
Veranderung der ,society of mind”, wogegen eine getriggerte Konstruktion ei-
nes SEB’es im Bereich der zerstorenden Veranderung der ,society of mind” liegt.
Hierbei muss zerstorend nicht negativ aufgefasst werden, da die ,society of
mind” auch in dem Sinne zerstort werden kann, dass sie sich weiterentwickelt
und somit einen weiteren Phanomenbereich oder zumindest weitere Deutungs-

moglichkeiten des Individuums eroffnet.

Das beobachtete Verhalten eines Individuums in dessen Umwelt im Rahmen ei-
ner Interaktion mit einem weiteren Individuum andert die Struktur des Indivi-
duums, die Struktur seiner Umwelt oder auch die Struktur der Individuen, mit
denen es interagiert. Die Ursache des gezeigten Verhaltens wird durch den Be-
obachter, der natiirlich auch das triggernde bzw. getriggerte Individuum sein
kann, in der spezifischen Struktur der ,society of mind” verortet. Kommt es da-

gegen nicht zu einem Wechsel der SEB oder zu einer Neukonstruktion von
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SEB’en®® bei den Interaktanten, so konnte ein wie eben beschriebener Beobachter
davon ausgehen, dass die SEB der Interaktanten insoweit hinreichend dhnlich
sind, dass die Interaktion reibungslos verlauft. Dies bedeutet nicht, dass die SEB
auch tatsachlich tibereinstimmen. Beispiele aus dem Alltag fiir solche , reibungs-
losen Deutungsditferenzen” sind die Ironie, wobei ein Interaktant eine ironische
Bemerkung macht, ein anderer diese aber fiir eine ernste AufSerung erachten
kann. Ein anderes Beispiel ist das bereits erwdhnte Trichtermuster, bei dem die
Lehrkraft falschlicherweise davon ausgehen konnte, dass bei ihren Schiiler*innen
nach entsprechendem Nachfragen ein passender SEB aktiviert wird, der dem von
der Lehrperson aktivierten SEB weitestgehend entspricht. Auch wenn solche
Deutungsdifferenzen vorkommen, bedeutet dies nicht, dass die SEB der Interak-
tanten niemals hinreichend dhnlich sind, um eine Interaktion ohne Stérung auf-
recht zu erhalten. Entsprechend fiihrt Bauersfeld das Konzept der ,, Erfahrungsbe-

reiche” ein:

,,Bei aller Verschiedenheit der aus Fallstudien® und anderen Doku-
menten rekonstruierbaren” ,Subjektiven Erfahrungsbereiche [Herv.
im Original] (SEB)’ und ihrer biographisch bedingten individuellen
Besonderheiten’! lassen sich viele Ahnlichkeiten und Ubereinstim-
mungen zwischen ihnen wie iiberindividuelle, gesellschaftlich-his-
torische Wirklichkeiten” behandeln. Aus soziologischer Sicht sind
[Herv. im Original] sie Kernstiick der gesellschaftlichen Wirklich-
keit”. Die weitreichende Normierung unseres Alltags, unterstiitzt
von dem Einflufs [sic!] der Medien (Reklame, ,,Sesam-Strafde” usw.)
und die Gemeinsamkeit der kulturellen Tradition erzeugen die
Identitdat der bestehenden Gesellschaft™. Sie ist eine wichtige Vo-

raussetzung fiir das Funktionieren von Schule und Unterricht in

6 In Bauersfelds (1985, S. 14) 3. These konstatiert er, dass , [d]ie entscheidende Grundlage fiir die
Bildung eines SEB [...] die Handlungen des Subjekts und der von ihm konstruierte Sinnzusam-
menhang, genauer: deren Ausformung in der sozialen Interaktion” (S. 14) sind.

® vgl. Einleitung zu 4.

7 vgl. 4.3.1.

7t vgl. Begriff der ,,Ontogenese” in 3.1.3.

72 vgl. der Begriff des kulturellen Verhaltens in 3.1.7.

73 Diese gesellschaftliche Wirklichkeit stellt eine Beobachter*in, im Rahmen der Ethnomethodo-
logie, eine Ethnomethodolog*in dar (Weingarten, Sack, & Schenkein, 1979, S. 19-21). Entspre-
chend beobachtet diese eine Ubereinstimmung. Diese Ubereinstimmung héngt natiirlich wieder
von den SEB‘en der Ethnomethodolog*in ab. Mehr zu dieser Problematik in 4.3.2.

7 vgl. Fufinote 72
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den vorhandenen Formen. Diese gesellschaftlich-historische Iden-
titit ermoglicht es dem Lehrer, von einer hinreichenden Uberein-
stimmung zwischen SEB’en auszugehen, die je auf denselben Aus-
schnitt der objektiven Welt oder der gesellschaftlichen Wirklich-
keit” bezogen sind. Zur Unterscheidung von den SEB’en sollen die
interindividuellen Kongruenzen der subjektiven Erfahrungen ent-
sprechend als ,Erfahrungsbereiche’ [Herv. im Original] bezeichnet
werden. Eine Vorurteile vermeidende Rekonstruktion derartiger
intersubjektiv geteilter [Herv. im Original] Erfahrungsbereiche
scheint mir nur iiber die vergleichende Analyse von SEB’en mog-
lich zu sein”.”

(Bauersfeld, 1983, S. 33)

Auf verschiedene Aspekte dieses Zitats gehen die angefiigten Fufsnoten ein, die
entweder bestimmte Begrifflichkeiten naher erldutern oder auf entsprechende
Stellen in dieser Arbeit verweisen, insbesondere auf enaktivistische Begriffe zur

Einbettung.

Zwei wichtige, von Bauersfeld synonym verwendete, Begriffe sollen hier aller-
dings gesondert besprochen werden. Dies sind zum einen der Begritf der interin-
dividuellen Kongruenzen der subjektiven Erfahrung und zum anderen der Begriff in-
tersubjektiv geteilter Erfahrungsbereiche. In seiner aktualisierten Version der Grund-
konzepte subjektiver Erfahrungsbereiche nutzt Bauersfeld (2000) den Begriff des
~geteilt geltende[n] Wissen[s]” (S. 123), der eher der Sprechweise des zweiten
Begriffs dhnelt. Im Folgenden wird der Begriff , Erfahrungsbereich” im Sinne in-
terindividueller Kongruenzen der subjektiven Erfahrung verwendet. Damit soll
betont werden, dass nicht , dasselbe Wissen” in zwei oder mehreren Interakti-
onspartnern ,vorhanden ist” oder , aufge- bzw. verteilt” wird, sondern die sub-
jektiven Erfahrungsbereiche der Interaktionspartner ,hinreichend ahnlich” sind.
Die ,hinreichende Ahnlichkeit” wird hierbei am Erfolg der Interaktion gemes-
sen, und zwar in einer negativen Form: es liegt keine hinreichende Ahnlichkeit
zwischen SEB’en vor — sprich: es liegt keine interindividuelle Kongruenz der SEB
vor, wenn die Interaktion gestort ist, indem bspw. ein Interaktionspartner die

Interaktion thematisiert oder die Interaktion abgebrochen wird. Dies entspricht

75 Vgl. den Umweltbegriff in Fufinote 23.
76 Vgl. Abschnitt 4.3.2.
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in groflem Mafie Bauersfeld aktualisiertem Verstandnis von ,,,Bedeutungs‘aus-
handlung” [Anfiihrungszeichen im Original]” (Bauersfeld, 2000, S. 123):

,Da es kein direktes Vermitteln gibt, hat das aktive Aushandeln
von Bedeutungen[*, G.S.] ("negotiation of meanings") fiir das Er-
werben von hinreichend angemessenen Sinnkonstruktionen eine
Schliisselfunktion. Freilich entsteht dabei immer nur ein als geteilt-
geltendes-Wissen[**, G.S.] (taken-as-shared) und mit diesem (im-
plizit) auch die Mittel zu seiner Darstellung. Erst das jedoch ermog-
licht die inhaltlich zunehmend differenziertere Diskussion mit an-
deren sowie insbesondere die subjektive Konstruktion auch neuen
Wissens aus der Kombination bereits verfiigbarer, als geteilt-gel-
tender Elemente (was ein Beobachter als ein "Lernen von Anderen"
oder ein "Lernen aus Texten" beschreiben konnte).”

(Bauersfeld, 2000, S. 123)

An der markierten Stelle * findet sich im Original FufSnote 7 (Bauersfeld 2000,
S. 123), in der Bauersfeld ergdanzt, dass das Aushandeln durch Interaktion keine
beliebigen Produkte in Form von Deutungen und Handlungen hervorbringen
kann. Entsprechend spricht er davon, dass diese Produkte ,in der Auseinander-
setzung mit den erfahrenen Widerstandigkeiten” angepasst werden. Diese Inter-
pretation passt sich gut in die hier dargestellte Konzeption der strukturellen

Kopplung der Interaktionspartner ein, die im wechselseitigen Austausch stehen.

In Fufinote 8, die hier durch ** markiert wird, erlautert Bauersfeld, warum er den
Begriff geteilt geltendes Wissen nutzen mochte. Mit diesem Begriff wird laut ihm
die ,,soziale Funktion des so Erworbenen in der betr. Kultur [...] genauer als
durch , viabel””” beschrieben” (Bauersteld, 2000, S. 123). Allerdings ist diese ge-

nauere Beschreibung wohl vielmehr als Einschrankung zu sehen, da der Begriff

77 Eine Diskussion des Begriffs viabel lasst sich im Kontext von Bauersfeld wohl auf von Glasers-
felds Verstandnis von Viabilitat im Konstruktivismus zuriickfithren, auch wenn Bauersfeld die
genaue Begriffsherkunft nicht angibt. Kock (2015) diskutiert von Glasersfelds Konzeption folgen-
dermafden, der ich mich an dieser Stelle anschlief3en mochte:

,Der hier auftretende Begriff der ,Viabilitit” wurde von Ernst von Glasersfeld
schon in den 1970er Jahren aus der Biologie iibernommen und scharf von dem
so oft missverstandenen Begriff ,, Anpassung” abgegrenzt. , Viabilitat” umfasst
all das, was Organismen in ihren Lebenswelten , {iberlebensfahig” macht, im Be-

sonderen auch alle durch , ontogenetisches Lernen” erworbenen Fahigkeiten



106 4 Das Konzept ,Subjektive Erfahrungsbereiche”

der Viabilitat im Rahmen des Konstruktivismus sehr dhnlich dem Konzept der
strukturellen Kopplung im Enaktivismus ist (vgl. Fufinote 77). Diese Einschran-
kung des Begriffs von Bauersfeld ist wohl dessen grofiem Engagement fiir eine

vor allem soziologische Perspektive geschuldet.

Wie bereits erwahnt nutze ich daher entgegen Bauersfelds Begriffsverwendung,
um die Wechselseitigkeit von Erfahrungsbereichen hinsichtlich einer individua-
listischen und einer eher sozialen Perspektive zu betonen, den Begriff der inter-

individuellen Kongruenz.

4.3.2 Probleme der (Re-)Konstruktion subjektiver Erfahrungsbereiche

In diesem Abschnitt soll erklart werden, welche Herausforderungen die Rekon-
struktion subjektiver Erfahrungsbereiche an die Beobachter*in stellt, unter be-
sonderer Berticksichtigung der Vor- und Nachteile einer teilnehmenden Be-
obachtung, das bedeutet in der hier verwendeten Terminologie, dass die rekon-
struierende Beobachter*in Teil des Erfahrungsbereiches des Tragers der zu re-

konstruierenden subjektiven Erfahrungsbereiche ist.

Bauersfeld (1983) fiihrt zur Entwicklung und Begriindung seines Konzepts der
SEB’e vielfdltige Fallstudien an, die er zwar nicht selbst durchgefiihrt hat, die
aber seine Uberlegungen zur Bereichsspezifitit von Erfahrungen, Handlungen
und Wissen informieren. Bereits zu Beginn dieses Kapitels wurden die drei Fall-
studien zu George, Alexandria und Deborah von Ginsburg erwahnt, deren Inter-
pretation durch Ginsburg von Bauersfeld angegeben werden, aber im Anschluss
auch von ihm gedeutet werden und zwar mithilfe der Begriffe SEB und Rah-
mung (Bauersfeld, 1983, S. 4). An dieser Stelle soll nicht Bauersfelds Interpreta-
tion der Fallbeispiele dargestellt werden, sondern die Art und Weise wie Bauers-

feld die Fallgeschichten interpretiert.

und Fertigkeiten, die immer wieder neuen Widerstande und Bedrohungen der
Lebenssituation , kreativ’ zu meistern. ,Viabilitat” ersetzt im Bereich der
menschlichen Erfahrung den traditionellen philosophischen Begriff der , Wahr-
heit”, der auf ,, korrekte’ Abbildung der Realitdt” zielt: ,Handlungen, Begriffe
und begriffliche Operationen sind dann viabel, wenn sie zu den Zwecken oder
Beschreibungen passen, fiir die wir sie benutzen” (Glasersfeld, 1996, S. 43, Her-

vorhebung im Original).”

(Kock, 2015, S. 373)
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Georges Verhalten, der zunachst die schriftliche Subtraktion zur Losung einer
Aufgabe verwendet wobei er den Algorithmus falsch umsetzt und dann diesen
falschen Algorithmus konsistent und systematisch auf eine vom Interviewer als
Hilfe intendierte Veranschaulichung des konkreten Abzdhlens von Biiroklam-
mern iibertragt, wird von Bauersfeld so interpretiert, dass fiir George die Situa-
tion ,, wohl eindeutig bestimmt [ist, G.S.] als ,ich soll vor dem Lehrer schriftlich

L4/

rechnen’” (Bauersfeld, 1983, S. 4). Diese Interpretation tragt der systematischen
und konsistenten Verwendung des falschen Subtraktionsalgorithmus Rechnung.
Hierbei benennt Bauersfeld konkrete spezifische Elemente des von Bauersfeld
vermuteten SEB des , schriftlichen Abziehens” (Bauersfeld, 1983, S. 4), wie etwa
,wesentliche Tatigkeiten” des Arbeitens auf dem Papier, Schreiben von Zahl-
und Rechenzeichen, bestimmte Sprechweisen, Interaktionsschemata mit anderen
Personen, wobei Zahlen auf dem Blatt untereinander stehen, es einen Rechen-
strich usw. gibt. Interessant ist, dass Bauersfeld darauf hinweist, dass Ginsburg
nichts iiber die sprachliche Begleitung von Georges Handlungen mit den Klam-
mern bemerkt, worin Bauersfeld, der nicht an diesem Interview teilgenommen
hat, eine Liicke feststellt, die er interpretativ dadurch schliefit, dass er im Rahmen
seines subjektiven Erfahrungsbereiches solcher Situationen davon ausgeht, dass
George sich wie {iiblich in diesem Erfahrungsbereich auch sprachlich bewegen
kann. Auch das Verhalten des Interviewers interpretiert Bauersfeld dahin ge-
hend, dass dieser tiberrascht durch Georges Verwendung der Biiroklammern ist.
Hier findet man eine Deutungsdifferenz zwischen Bauersfelds Interpretation
und der Beschreibung von Ginsburg, der ledigich beschreibt, dass der Intervie-
wer eine andere Erwartung zur Verwendung der Klammern durch George hat.
Solche Unscharfen der Interpretation aufgrund von Liicken im beschriebenen Er-
fahrungsbereich der zu untersuchenden Trager spielen auch bei der Rekonstruk-
tion der SEB in Bezug auf die drei {ibrigen Fallgeschichten eine grofie Rolle. So
stellt Bauersfeld fest, dass der Kontext des Auftretens der Rechenaufgabe, die
Alexandria 16sen soll, nicht klar ist. Und auch bei der Analyse der Interaktion
zwischen Deborah und ihrem Interviewer vermutet er, dass bestimmte Sinn-
strukturen in der Betonung einzelner Silben des Interviewers (vgl. Fufsnote 49)

liegen, auf die er aufgrund des gegebenen Datenmaterials keinen Zugriff hat.

Hier erkennt man die Problematik der Rekonstruktion von SEB auf der Grund-
lage einer nicht-teilnehmenden Beobachtung. Verschiedene Deutungsaspekte
aber auch Indikatoren werden lediglich vermutet bzw. in die (re-)konstruierten

Erfahrungsbereiche eingepasst. Hierzu gehoren auch vermutete Intentionen der
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betrachteten Interaktionspartner. Dies bedeutet allerdings nicht, dass eine nicht-
teilnehmende Beobachtung unzureichend und ohne wissenschaftlichen Mehr-
wert ist. Ein grofSer Vorteil der nicht-teilnehmenden Beobachtung liegt darin,
dass ein groflerer Abstand, insbesondere keine emotionalen Bindungen, zu den
beobachteten Tragern der SEB besteht und man so gegebenenfalls mehrere Deu-
tungsperspektiven einnimmt, die ein teilnehmender Beobachter aufgrund seiner
subjektiven Erfahrungen im Kontext direkt als abwegig erachtet oder die durch
die Aktivierung seiner subjektiven Erfahrungen iiberdeckt werden, sodass an-

dere oder {ibergeordnete subjektive Erfahrungsbereiche nicht aktiviert werden.

Auch fiir die teilnehmende Beobachtung und damit (Re-)konstruktion subjekti-
ver Erfahrungsbereiche der Interaktanten, von denen einer die teilnehmende
Forscher*in ist, konnen Vor- und Nachteile angefiihrt werden. Der bereits oben
erwdhnte Nachteil der Gefahr des fehlenden Abstands zum Forschungsgegen-
stand als teilnehmende Forscher*in ist bekannt und wird mit dem Begriff des
,going native” in der Literatur verortet (Hussy, Schreier, & Echterhoff, 2013,
S. 206-207). Ein Vorteil einer solchen teilnehmenden Forschung kann aber bei
ausreichender Reflexion und Aufmerksamkeit der Forscher*in hinsichtlich der
Forschungsfrage darin liegen, spezielle Elemente, bspw. bestimmte spezifische
Elemente der subjektiven Erfahrungsbereiche, in den Blick zu nehmen und so
eine Reduzierung des Datenmaterials im Moment bzw. kurz nach der Datenent-
stehung in den Blick zu nehmen und entsprechende Daten aufzunehmen. Hier-
bei miissen natiirlich verschiedene Methodenstandards, bspw. Triangulation der
Daten, eingehalten werden. Ein weiterer, nicht zu unterschiatzender Aspekt bei
der teilnehmenden Beobachtung ist die Notwendigkeit der Explikation eigener
aktivierter subjektiver Erfahrungsbereiche im Rahmen der Interaktion und Deu-
tung, sofern diese von den Forschenden expliziert werden konnen. Diese Trans-
parenz des Rahmens in dem die Forschungsergebnisse, also Darstellung der Er-
tahrungsbereiche und Deutung des Verhaltens der Interaktanten, erreicht wer-
den sollen, scheint in einem infiniten Regress der Deutung enden zu mdiissen.
Vielmehr ist es aber so, dass bei klarer Darstellung der Deutungshintergriinde
die Grenzen der Forschungsergebnisse besser eingeschatzt werden konnen und
durch den Zugriff auf vermutete, eigene subjektive Erfahrungsbereiche zumin-
dest teilweise der Erfahrungsbereich der potentiell an den Ergebnissen der Stu-

dien Interessierten erweitert werden kann.
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Auch in Bauersfeld (1983, S. 9) findet sich eine mehr oder weniger deutliche Dar-
stellung der Deutungsmoglichkeiten, die Bauersfeld in Betracht zieht — auch
ohne selbst teilnehmender Beobachter zu sein. Ware er selbst der Interviewer

konnte er seine Intention als Fragesteller besser identifizieren.

,,Die nachste Reaktion des Interviewers: ,Eins steht fiir dreizehn?”
kann Resignation ausdriicken, kann etwas herausfordernde Ironie
erklingen lassen, kann als Denkanstofs mit Hilfe eines gespielten
Mif§verstandnisses [sic!] gemeint sein u. manches mehr. Deborah
jedenfalls scheint eine Herausforderung darin wahrzunehmen,
denn sie beharrt auf dem Ubergang zur Metakommunikation: ,Ich
verstehe nicht, was Sie meinen.” In der Tat, das gilt wohl fiir beide.”

(Bauersfeld, 1983, S. 9)

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass sowohl die teilnehmende als auch
nicht-teilnehmende Beobachter*in den Erfahrungskontext, in dem sie zu ihrer
Deutung gelangt, soweit es ihr moglich ist, explizieren sollte, da eine Deutung
nur aufgrund eigener, je nach deutender Beobachter*in unterschiedlich differen-

zierter, subjektiver Erfahrungsbereiche’ moglich ist.

4.4 Wissen als spezifisches Element subjektiver Erfahrungsbereiche

Bereits in Abschnitt 4.1 wurden verschiedene spezifische Elemente der grund-
satzlich totalen subjektiven Erfahrung angefiihrt. In diesem Kapitel wird ein fiir
die Ubergangserfahrung und spiteren Untersuchungen besonders wichtiges
spezifisches Element von SEB’en vorgestellt. Hierzu werden weitere theoretische
Konzepte, wie die Rekonstruktion von (empirischen) mathematischen Wissen
mit Hilfe des strukturalistischen Theorienkonzepts sowie des ,theory theory”-
Ansatzes vorgestellt. Dieses Konzept dient insbesondere zur Distinktion subjek-

tiver Erfahrungsbereiche anhand des spezifischen Elements ,, Wissen”.

78 In einer objektivierten Form formuliert Einstein ,[...] es mag heuristisch von Wert sein, sich
daran zu erinnern, was man wirklich beobachtet. Aber vom prinzipiellen Standpunkt aus ist es
ganz falsch, eine Theorie nur auf beobachtbare Grofsen griinden zu wollen. Denn es ist ja in Wirk-
lichkeit genau umgekehrt. Erst die Theorie entscheidet dariiber, was man beobachten kann.”
(Heisenberg, 2015, S. 31). Aus enaktivistischer Perspektive lasst sich dhnlich argumentieren, da
nur eine strukturelle Kopplung zwischen Entitdten, die iiberhaupt koppeln kénnen, bestehen
kann.
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Die in diesem Abschnitt dargestellte Moglichkeit zur Rekonstruktion von (empi-
rischem) (mathematischen) Wissen kann mittlerweile als etabliert in der mathe-
matikdidaktischen Forschung angesehen werden (Struve, 1990; Burscheid &
Struve, 2010; Witzke, 2009; Burscheid & Struve, 2010; Schlicht, 2016; Stein-
bring, 1980). Grundziige dieser Rekonstruktionsmethode, die auf dem struktura-
listischen Theorienkonzept basieren, werden in Abschnitt 4.4.2 dargestellt. Hier-
bei verzichte ich auf die Darstellung von Beispielen, da sich einerseits vielfaltige
Beispiele aus den Naturwissenschaften sowie der historischen Entwicklung der
Mathematik und der Mathematikdidaktik bzw. Elementarmathematik in ver-
schiedenen Arbeiten (Stegmiiller, 1987; Balzer et al., 1987; Burscheid & Struve,
2010; Schlicht, 2016; Burscheid & Struve, 2018) finden und andererseits eine neue
partielle Rekonstruktion in diesem Sinne von von Mises frequentistischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff in Kapitel 6 gegeben ist. Gerade zur Illustration der theo-

retischen Konzepte lohnt sich ein Blick in eine der genannten Rekonstruktionen.

In Abschnitt 4.4.3 wird ein weiteres Argument fiir die Rekonstruktion von Wis-
sen als (empirische) Theorie auf der Basis des , theory theory”-Ansatzes gegeben.
Dieser Ansatz geht davon aus, dass Erwachsene und insbesondere auch Kinder
schon im Sauglingsalter ihr Wissen in Form von Theorien aufbauen und weiter-
entwickeln. Es wird sich im Folgenden zeigen, wie niitzlich diese Annahme ist,
um einen Weg aufzuzeigen spezifische Wissenselemente eines subjektiven Er-

fahrungsbereiches zu rekonstruieren.

4.4.1 Ziele, Chancen und Herausforderungen der strukturalistischen Rekonstruktion
(mathematischen) Wissens

Wenn hier und im Folgenden der Begriff des strukturalistischen Theorienkon-
zeptes verwendet wird, ist damit immer das Ideengeriist gemeint, das von Joseph
D. Sneed (1971) erstmals in seinem Werk ,, The Logical Structure of Mathematical
Physics” vorgestellt und von ihm und anderen Autoren (Balzer et al., 1987; Steg-
miiller, 1987) weiterentwickelt und verbreitet wurde. Das urspriingliche Ziel von
Sneeds Arbeiten liegt in einer, wie der Titel bereits nahelegt, Rekonstruktion der
logischen Struktur von Theorien der mathematischen Physik” sowie ihrer Ver-

bindung. Der Anwendungsbereich wurde in der Folgezeit auf ganz verschiedene

7 Interessanterweise spart Sneed (1971) in seinen Rekonstruktionen physikalische Theorien, die
einen probabilistischen Gehalt haben, wie etwa die Quantenmechanik oder statistische Mecha-
nik, bewusst aus. Dies begriindet er damit, dass seiner Ansicht nach Unklarheiten bestehen, wie
Wahrscheinlichkeitsmafie in diesen Theorien interpretiert werden sollen, wobei er explizit auf
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Bereiche der Erfahrungswissenschaften, bspw. in anderen Naturwissenschaften,

der Okonomie aber auch Soziologie und Mathematikdidaktik ausgeweitet.

Sneeds Rekonstruktionen basieren dabei auf einer Idee, die bereits Suppes (1966)
in die wissenschaftstheoretische Diskussion zur Darstellung von Theorien einge-
bracht hat (Stegmiiller, 1987, S. 471), namlich der Axiomatisierung einer Theorie
durch die ,Definition eines mengentheoretischen Pradikates” (Stegmiiller,1987,
S. 472). Er geht insofern mit seinem Formalismus {iber Suppes Ideen hinaus, als
dass er zur Rekonstruktion von Theorien die Definition von mengentheoreti-
schen Pradikaten fiir verschiedene Modellklassen einer Theorie namlich Modelle
M, potentielle Modelle der Theorie M,, und partiell-potentielle Modelle M,,,, for-
dert, womit er die sogenannten theoretischen und nicht-theoretischen Terme ei-
ner Theorie klassifizieren kann, was die Moglichkeit er6ffnet, theoretische Terme
im Rahmen einer Theorie als theoretisch, in einer anderen Theorie dagegen als
nicht-theoretisch auszuweisen. Die Unterscheidung von theoretischen Termen
und nicht-theoretischen Termen sowie die Frage, in welchem Zusammenhang
theoretische Terme mit konkreten Anwendungsféllen einer Theorie stehen, ist
ein Problem, das schon friih in der Wissenschaftstheorie bemerkt wurde. So be-
schreibt Stegmiiller die Genese dieses Problems anhand der Versuche empirische
Behauptungen einer Theorie in einer sogenannten Beobachtungssprache zu for-
mulieren, deren Begriffe sich ,entweder unmittelbar auf Beobachtbares beziehen
oder mit Hilfe solcher Begriffe definierbar sein” (Stegmiiller, 1987, S. 480) sollten.
Es zeigte sich bald, dass eine solche Reduktion von Begriffen umfassenderer The-
orien, wie bspw. des Kraft oder Masse Begriffs der Newtonschen Mechanik, nicht
moglich ist. Sneed nutzt zur Losung dieser Schwierigkeiten neben den bereits
dargestellten Modellkategorien, die in 4.4.2 naher erldutert werden, das soge-
nannte Ramsey Substitut. Mit dessen Hilfe wird die empirische Priifung einer
Theorie dadurch bewerkstelligt, dass ein partiell-potentielles Modell, das durch
ein mengentheoretisches Pradikat definiert ist, deren Begriffe nur auf beobacht-
bare Entititen verweisen, durch Hinzufiigen von theoretischen Begriffen zu Mo-
dellen so ergdnzt werden konnen, dass das auf diese Weise erweiterte partiell
potentielle Modell zu einem potentiellen Modell der Theorie wird. Dieses kann

dann dahingehend empirisch gepriift werden, ob die fundamentalen Gesetze der

Vor- und Nachteile frequentistischer und subjektivistischer Auffassungen des Wahrscheinlich-
keitskonzepts verweist (vgl. Sneed 1971, S. X1, XII). Die grundsatzlich leicht darstellbaren mathe-
matischen Theorien, die diesen physikalischen Theorien zu Grunde liegen, sind dagegen laut
Sneed nicht problematisch.
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Theorie gelten und somit das partiell potentielle Modell mit der theoretischen
Erweiterung ein Modell der betrachteten Theorie ist. Gerade diese Gliederung
der Modellklassen mit besonderer Beriicksichtigung der Einfithrung theoreti-
scher Begriffe beim Ubergang vom partiell potentiellen Modell zu einem poten-
tiellen Modell hat auch fiir Kuhn (1976) den Mehrwert von Sneeds Formalisie-
rung gegeniiber anderen Konzeptionen ausgemacht. Diese Neueinfithrung der
Modellklassen setzt Kuhn in Bezug zum Lernen physikalischer Theorien, indem
er feststellt ,teaching a student to make the transition from partial potential mod-
els to potential models is a large part of what scientific, or at least physics, edu-
cation is about.” (Kuhn, 1976, S. 181), womit er zugleich die kreative Leistung
von Wissenschaftlern wiirdigt, neue Begriffe und Beschreibungsmoglichkeiten
iiber Phanomene im Sinne von partiell potentiellen Modellen hinaus zu entwi-
ckeln, die bisherigen Beschreibungen tiberlegen sind, bspw. indem sie eine brei-

tere Anwendbarkeit ermoglichen.

Fiir Kuhn sind noch folgende Vorteile durch die Beschreibung von Theorien im
Sneedschen Sinne gegeben, die auch Stegmiiller (1987) besonders hervorhebt.
Zum einen die Berticksichtigung der Frage, auf welche Weise solche Modelle im
empirischen Kontext anwendbar sind und welche Beschrankungen fiir eine sol-
che Anwendung gegeben sind (Kuhn, 1976, S. 182). Die Frage der Anwendbar-
keit einer Theorie wird durch Sneed so geklart, dass er zur Theorie paradigmati-
sche Anwendungsfille, also konkrete Beispiele, als intendierte Anwendungen
ausweist, deren Menge gemaf3 der strukturalistischen Definition zu einer Theorie
gehort. Die Anwendbarkeit einer Theorie wird dann dadurch geklart, dass bei
einem potentiellen Anwendungsfall iiberpriift wird, ob dieser hinreichend ahn-
lich® zu einem der paradigmatischen Anwendungsfalle ist. Die Beschrankungen
der Anwendungen ergeben sich ebenfalls aus dem typischen Umgang mit wis-
senschaftlichen Theorien. Haufig haben als , gleich” identifizierte empirische En-
tititen je nach Anwendung der Theorie eine unterschiedliche Rolle. Ein klassi-
sches illustrierendes Beispiel ist die Erde, um die einerseits der Mond eine Um-
laufbahn beschreibt und die zugleich selbst eine Umlaufbahn um die Sonne be-

schreibt. Man konnte nun beide Anwendungen getrennt voneinander betrachten

80 Hinreichende Ahnlichkeit ist natiirlich in Bezug auf eine exakte Definition einer Theorie ein
eher weiches Kriterium. Stegmdiller beschreibt aber das auf diese Weise, analog zu Wittgensteins
Betrachtungen des Spielbegriffs, die Schwierigkeiten umgangen werden hinreichende und not-
wendige Bedingungen angeben zu miissen, was ein vermutlich , hoffnungsloses Unterfangen”
(Stegmiiller, 1987, S. 477) darstellen wiirde.
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und FEigenschaften der Erde, wie z.B. ihre Masse, jeweils bezogen auf den An-
wendungsfall angeben. Sneed schlief3t solche Falle aus, indem er als Teil der The-
orie die Menge C der ,constraints” also Beschrankungen®! nur solche Mengen
von potentiellen Modellen angibt, die bestimmte Eigenschaften betrachteter En-

titaten auch in verschiedenen Anwendungsfallen gleich belassen.

Neben dieser Chance der Beschreibung von Fragmenten von Theorien in der
Wissenschaftstheorie oder eben Wissenselementen, die schon Balzer et al. (1987)

folgendermafSen beschreiben:

,However, we do believe that it [Rekonstruktionen im Sinne des
strukturalistischen Theorienkonzepts, G.S.] is conceptually inter-
esting, and perhaps even technologically and didactically [Herv.
G.S.] useful to represent substantial fragments of knowledge in the
way we describe here”

(Balzer et al., 1987, S. xii),

liegt eine weitere Chance, die diese Form der Rekonstruktion erlaubt, verschie-
dene Entwicklungen einer Theorie oder eben von Wissen nachzuzeichnen. Im Rahmen
der Wissenschaftstheorie wird in diesem Zusammenhang von normalwissen-
schaftlichem Arbeiten in einem Paradigma oder von Paradigmenwechsel durch
wissenschaftliche Revolutionen gesprochen (Kuhn, 1984). Balzer et al. (1987)
sprechen bei ihrer Untersuchung solcher Phdnomene der Theorieentwicklung
von einer diachronischen Struktur von Theorien, die sie in Form von Verande-
rungen von Theorienetzen im Falle normalwissenschaftlichen Arbeitens und mit
einer Ablosung von Theorienetzen im Falle von Paradgimenwechseln beschrei-
ben, wobei sie sich in ihrem Werk ,,An Architectonic for Science” auf die normal-
wissenschaftliche Entwicklung beschranken. Interessanterweise erweitern sie
dazu den Formalismus um weitere pragmatische und sozio-historische Konzepte
namlich historische Perioden, historisch vorangehend, Wissenschaftler*in, wissenschaft-

liche Gemeinschaft und das Konzept der wissenschaftlichen Generation®2. Mit diesen

81 Meiner Ansicht nach ist der Begriff von Sneed , constraint” also , Beschrankungen” besser ge-
wahlt als der Begriff Querverbindungen von Stegmiiller, da in der zugehorigen Menge C nicht
alle moglichen Kombinationen der potentiellen Modelle angegeben ist, d.h. C # ?(Mp). Mit dem
Begriff der Querverbindungen deutet Stegmiiller an, dass die Modelle, die in der Menge C zu-
sammengefasst sind, untereinander Querverbindungen haben, d.h. bspw. gleiche Werte fiir die
Masse bestimmter Entitdten in verschiedenen Anwendungen.

82 Betrachtet man diese Konzepte aus einer enaktivistischen Perspektive stellt man fest, dass ver-
schiedene Ontogenesen von Entitdten, hier Wissenschaftler*innen, wissenschaftliche Schulen
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letzten beiden Aspekten ergibt sich auch der Nutzen bzw. die Chance fiir eine
Nutzung dieses Werkzeugs zur Rekonstruktion von Wissenselementen und Ge-

nese von Wissen fiir die mathematikdidaktische Forschung.

Es wurden mittlerweile sowohl verschiedene Elemente von Wissen rekonstru-
iert, bspw. die empirische Tast- und Seh-Geometrie von Struve (1990, S. 218-255),
als auch die Entwicklung von Wissen betrachtet, bspw. parallele (weiter-)ent-
wicklung von Eigentheorien zum Mengen- und Zahlbegriff von Vorschulkin-
dern durch Schlicht (2016, S. 133-136).

Die Herausforderung, die sich fiir die Bewertung dieser Rekonstruktionen so-
wohl in der mathematikdidaktischen Forschung wie auch in Rekonstruktionen
wissenschaftlicher Theorien ergibt, ist die Frage nach der Adiguatheit solcher Re-
konstruktionen, insbesondere da durch die Angabe eines mengentheoretischen
Pradikats haufig bereits zuvor gegebene normalsprachliche Definitionen prazi-
siert oder zumindest verandert werden. In dieser Arbeit folge ich, wie Burscheid
und Struve (2010), Witzke (2009) und Schlicht (2016), daher folgenden Mafssta-
ben, die bereits Stegmiiller zur Abgrenzung der Methode rationaler Rekonstruk-

tionen von der Methode der Direktinterpretation angegeben hat:

(1) Die Theorie muf [sic!] in solcher Form dargeboten werden, dafs
[sic!] die Darstellung mit den Grundideen des betreffenden Philo-

sophen [oder der betrachteten Person, G.S.] im Einklang bleibt.

(2) Soweit wie moglich soll die Theorie mittels priziser Begriffe

[Herv. im Original] dargestellt werden.

(3) Sie soll als konsistente Theorie [Herv. im Original] entwickelt wer-
den, falls dies moglich ist (d.h. falls sich nicht alle rationalen Deu-
tungen, welche die Forderungen (1) und (2) erfiillen als inkonsis-
tent erweisen).”#

(Stegmdiller, 1967, S. 2, zit. nach Burscheid & Struve, 2010, S. 195)

und wissenschaftliche Generationen, ihre strukturellen Kopplungen sowie Einbettung in eine ge-
meinsame Kultur betrachtet werden.

8 Eine ausfiihrliche Diskussion dieser drei Prinzipien findet sich in Burscheid und Struve (2010,
S. 195-196).
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Insbesondere liegt damit das Ziel der rationalen Rekonstruktion, auch bei Rekon-
struktionen im Sinne des strukturalistischen Theorienkonzepts, in einer mog-
lichst klaren und zur Diskussion nachvollziehbaren Darstellung der rekonstru-

ierten Wissenselemente.

4.4.2 Struktur von (mathematischem) Wissen im Sinne des strukturalistischen Theorien-

konzepts: Eine wissenschaftstheoretische Beschreibung von Wissen
Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels dargelegt, werden in diesem Ab-
schnitt die zur strukturalistischen Rekonstruktion von Theorien, und damit von
Wissenselementen sowie deren Entwicklung, notigen Begriffe und ihre Verkntip-
fungen dargestellt, ohne diese an einem Beispiel zu explizieren. Dabei folge ich
in groflem Mafle der Darstellung von Balzer et al. (1987), wobei die symbolische
Darstellung den Arbeiten von Burscheid und Struve (2010, 2018) in weiten Teilen
entspricht. Fiir eine kurze Erlauterung eines Grofiteils der hier vorgestellten Kon-
zepte sei verwiesen auf Schlicht (2016, S. 21-33) oder Witzke (2009, S. 47-55).
Ausfiihrlichere Darstellungen dieses Konzepts mit mathematikdidaktischen Bei-
spielen sind in Struve (1990, S. 211-260), Burscheid und Struve (2010) sowie Bur-
scheid und Struve (2018) zu finden. Eine relativ leicht verstandliche, allgemei-
nere Darstellung des strukturalistischen Theorienkonzepts mit einem weniger
grofsen Schwerpunkt auf den symbolischen Aspekten der Formalisierung, dafiir
aber mit einer Einbettung in den wissenschaftstheoretischen Kontext bietet Steg-
miiller (1987). Eine umfassende Darstellung mit zahlreichen Beispielen, auch
zum besseren Verstandnis der symbolischen Darstellung aus verschiedenen An-
wendungsfeldern bietet das Werk von Balzer et al. (1987) in englischer Sprache,
das die Hauptquelle der folgenden Abschnitte bildet.

4.4.2.1 Theorie-Elemente

Balzer et al. (1987) bestimmen Theorie-Elemente T =< K(T),I(T) > als ein-
fachste, kleinste und trotzdem noch geniigend umfassende Teile einer empiri-
schen Theorie, die als mengentheoretische Pradikate formulierbar sind. Sie ent-
halten einen rein formalen mathematischen Teil, den Theorie-Kern K(T), und

eine Klasse intendierter Anwendungen I(T) (vgl. Balzer et al., 1987, S. xxiii).

Als mengentheoretisches Pradikat legen Balzer et al. das Theorie-Element folgen-

dermafien fest:
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Definition 1: T ist ein Theorie-Element genau dann, wenn K (T) und I(T) existieren,

sodass
(1) K(T) ein Theorie-Kern ist und

(2) I(T) der Bereich der intendierten Anwendungen von K ist.

Das Theorie-Element ist mit einer empirischen Behauptung (engl. empirical
claim) tiber die empirische Welt verkniipft. Sie besagt, dass die Menge der inten-
dierten Anwendungen ein Element des Gehalts (engl. content) des Theorie-Ele-
ments ist, wobei der Gehalt eines Theorie-Elements im Folgenden naher spezifi-

ziert wird (Balzer et al., 1987, S. xxiv).

Der Kern K(T) =< M,(T), M(T), M,,,,(T), GC(T), GL(T) > eines Theorie-Elements
enthélt die potentiellen Modelle M, (T) des Theorie-Elements, die Modelle M(T)
des Theorie-Elements, die partiell potentiellen Modelle M,,,(T) des Theorie-Ele-
ments, die Beschrankungen (engl. constraints) GC(T) der Menge der potentiellen
Modelle M, (T) des Theorie-Elements und die intertheoretischen Verbindungen
GL(T) des Theorie-Elements T zu anderen Theorie-Elementen T'. Entsprechend
formulieren Balzer et al. (1987, S. 79) folgendes mengentheoretisches Pradikat zur

Definition eines Theorie-Kerns K:

M, (T), M(T), My, (T), GC(T) und GL(T) existieren, sodass
(1) K(T) =< M, (T), My, (T), M(T), GE(T), GL(T) >
(2) M, (T) ist eine Klasse von potentiellen Modellen der Theorie T

(3) M(T) ist eine Klasse von Modellen als Teilmenge von M, (T)

M, (T) und M(T) gegeben ist.

gehort.

Definition 2: K(T) ist ein Theorie-Kern der Theorie T genau dann, wenn

(4) My, (T) ist die Klasse von partiell potentiellen Modellen, die durch

(5) GC(T) bezeichnet die globale Beschrankung, die zu M, (T) gehort.

(6) GL(T) ist die globale intertheoretische Verbindung, die zu M, (T)
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Das uibliche Verstandnis von Modellen und damit auch von Modellen eines The-
orie-Elements, sowohl in den Naturwissenschaften als auch in der Mathematik,

erlautern Balzer et al. (1987) wie folgt:

~Models are, therefore, those ‘things” depicted by a theory. A the-
ory normally has many different models. By being all models of the
same [Herv. im Original] theory, they have something in common.
Roughly speaking, what they have in common is that they all share
the same structure [Herv. im Original]. By ‘sharing the same struc-
ture’” we mean essentially two different things at the same time:
That they can be all subsumed under the same ‘conceptual frame-

work” and that they all satisfy the same ‘laws’.
(Balzer et al., 1987, S. 3)

Entsprechend dieser Beschreibung von Modellen definieren Balzer et al. (1987)
potentielle Modelle als Dinge, die unter einen gemeinsamen begrifflichen Rah-
men gefasst werden konnen. Die Menge aller potentiellen Modelle, die unter
dem begrifflichen Rahmen des Theorie-Elements T gefasst werden konnen, wird
im Folgenden mit M, (T) bezeichnet (Balzer, et al. 1987, S. 3).

Erfiillen potentielle Modelle X € M,,(T) des Theorie-Elements T zusatzlich die
Gesetze des gleichen Theorie-Elements T bezeichnet man sie als (tatsachliche)
Modelle X € M des Theorie-Elements (Balzer et al., 1987, S. 3). Ublicherweise ent-
halt der begriffliche Rahmen von M,,(T) T-theoretische und nicht-T-theoretische Be-
griffe. Erstere unterscheiden sich von letzteren Begriffen, dadurch, dass ihre Be-
deutung von T und dessen Giiltigkeit abhdngen, wohingegen letztere ihre Be-
deutung durch andere, von T verschiedene Theorien erhalten, die unabhingig
von T und deren Giiltigkeit sind. Schliefft man aus den potentiellen Modellen
M, (T) die T-theoretischen Begriffe und die von diesen abhangigen Relationen

aus, erhalt man die sogenannten partiell potentiellen Modelle M., (T).

Ohne vertieft auf die Unterscheidung und Definition von Modellen, Typen,
Strukturen und mengentheoretischen Pradikaten einzugehen, sollen hier trotz-
dem die konstituierenden Elemente zur Definition mengentheoretischer Pradi-
kate von Modellen M(T) und potentiellen Modellen M, (T) genannt werden. Ein
mengentheoretisches Pradikat eines potentiellen Modelles M, (T) ist definiert
durch (Balzer et al., 1987, S. 19-20):
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(a) die Aussagen zu den mengentheoretischen Eigenschaften der Basis-Men-
gen,
(b) die Typisierung der Basis-Relationen und

(c) die Charakterisierung der Basis-Relationen

Hierbei dienen die Basis-Mengen zur Formulierung der Basis-Relationen und bil-
den gemeinsam mit diesen den begrifflichen Rahmen des Theorie-Elements T
Balzer et al. (1987) unterscheiden zusdtzlich mathematische und nicht-mathema-
tische Basismengen, da zur Vereinfachung einer konkreten Rekonstruktion nicht
zusatzlich die mengentheoretischen Eigenschaften der mathematischen Mengen,
wie beispielsweise des Korpers der reellen Zahlen R, in die Rekonstruktion auf-
genommen werden. Von diesen rein mathematischen Begriffen wird angenom-
men, dass sie bereits in anderen mathematischen Theorien dargelegt wurden®.
Zudem weisen Balzer et al. (1987) darauf hin, dass in konkreten Rekonstruktio-
nen nicht zwischen Typisierungen und Charakterisierungen der Basis-Relatio-
nen scharf unterschieden werden muss, da diese haufig in Form einer pragnan-
ten Formel zusammengefasst werden konnen und so die Basis-Relation ausrei-
chend beschreiben (Balzer et al., 1987, S. 19).

Fiir die Definition eines mengentheoretischen Pradikats eines (tatsachlichen) Mo-

dells werden noch Bedingungen in Form von
(d) Gesetzen
hinzugefiigt (Balzer et al., 1987, S. 20).

In der historischen Entwicklung der Wissenschaftstheorie stieflen die Wissen-
schaftstheoretiker bei ihrem Versuch der Rekonstruktion bald auf das Problem
der theoretischen Terme, bzw. theoretischen Begriffe, innerhalb einer Theo-
rie (Stegmidiller, 1987, S. 480tf.). Dies sind Terme, die in der traditionellen Sicht-

weise keine empirischen Referenzobjekte haben. Eine erste Umgangsweise mit

8 Gerade in Anwendungen der strukturalistischen Rekonstruktion in der Mathematikdidaktik
(Burscheid & Struve, 2010; Schlicht, 2016) geht es haufig darum die Entwicklung solch mathema-
tischer Theorien zu beschreiben. In diesem Falle werden die entsprechenden mathematischen
Konzepte nicht als Basis-Mengen oder Basis-Relationen vorausgesetzt. Diese Unterscheidung
von mathematischen und nicht-mathematischen Basis-Mengen und Basis-Relationen erfolgt bei
Balzer et al. (1987) ohnehin vornehmlich zur besseren Ubersichtlichkeit und Darstellung insbe-
sondere bei besonders umfassenden Rekonstruktionen.
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diesen theoretischen Termen war ihre Identifizierung und der Versuch eine ge-
nerelle und allgemeine Unterscheidung zwischen theoretischen und empirischen

Begriffen zu treffen. Dies fiihrt allerdings zu verschiedenen Problemen®.

Sneed findet allerdings mithilfe seines strukturalistischen Theorienkonzepts ein
wesentlich pragmatischeres, fiir die Rekonstruktion von empirischen Theorien
tragfahigeres, neues Kriterium fiir die Theoretizitit solcher Begriffe, indem er die
,Eigenart der Messung [Herv. im Original] theoretischer Grofien” (Stegmiiller,
1987, S. 481) in den Blick nimmt. Daher sprechen Balzer et al. (1987, S. 49) davon
eine Unterscheidung vornehmen zu wollen zwischen Begriffen der Theorie T (T-
nicht-theoretischen Begriffen), die nicht voraussetzen, dass die Gesetze von T gel-
ten, was bedeutet, dass es partiell potentielle Modelle von T geben muss, und
jenen Begriffen der Theorie T (T-theoretische Begriffe), deren Anwendung davon
abhangt, ob es tatsachliche Modelle M (T) der Theorie T gibt. Mit dieser Unter-
scheidung und Beschreibung machen Balzer et al. (1987, S. 49) deutlich, dass die
Theoretizitat von Begriffen aus T von der betrachteten Theorie T abhangig ist,
was zugleich bedeutet, dass Begriffe in Bezug auf eine Theorie T T-theoretisch
sein konnen, in einer anderen Theorie T’ allerdings nicht T'-theoretisch sein miis-

sense.

Ein wichtiger Aspekt dieser Konzeption der theoretischen Begriffe, der die struk-
turalistische Rekonstruktion so fruchtbar fiir die mathematikdidaktische For-
schung in den dargelegten Bereichen und dieser Arbeit macht, liegt darin, dass
die ontologische Basis der Theorie somit semantisch unabhangig von der Theorie
ist, was so viel bedeutet wie, dass es tatsiachliche Anwendungen gibt, in denen
die Basismengen der Theorie bereits umgangssprachlich oder durch Vor-Theo-

rien bestimmt werden konnen und so tiberhaupt eine empirische Testung der

8 Balzer et al. (1987, S. 48) geben drei Begriindungen an, die die Inadédquatheit eines solchen Ver-
suchs aufzeigen sollen. Zunéchst ist ein haufig verfolgter Ansatz die Theoretizitdt von Begriffen
an ihrer Wahrnehmbarkeit, bzw. Erkennbarkeit oder Phanomenologie, festzumachen, was aber
nur schwer zu verteidigen ist. Zudem wiirde eine solche Kategorisierung nach Beobachtbarkeit
keinen Beitrag zum verfolgten Forschungsprogramm liefern, da es nur wenige unmittelbar be-
obachtbare Begriffe in fortgeschrittenen Theorien gibt. Und zuletzt die Tatsache, dass gezeigt
werden kann, dass kein Begriff einer fortgeschrittenen Theorie allein auf der Basis von beobacht-
baren Begriffen definiert werden kann.

8 Hierbei stellt sich die Frage, ob es sich tatsdchlich um die , gleichen” Begriffe handelt. Balzer et
al. (1987, S. 55) 16sen diese Spannung auf, indem Sie darauf verweisen, dass ein solcher Begriff in
einer Vor-Theorie T T-theoretisch sein kann.
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Theorie moglich wird (Balzer et al.,, 1987, S. 49). Dies spezifizieren Balzer et

al. (1987, S. 50) in einem nicht-formalen Kriterium der Theoretizitat®:

Definition 3 (nicht-formales Kriterium der Theoretizitat): Ein Begriff einer The-
orie T, dessen Bestimmung in irgendeinem Sinne eine Messung erfordert, wird T-
theoretisch genannt, wenn alle Messmethoden, die zur Begriffsbestimmung beno-

tigt werden als Modelle aus M (T) vorausgesetzt werden.

Dieses nicht-formale Kriterium ldsst sich in ein halb-formales Kriterium?® im
Rahmen des Begriffskonzept strukturalistischer Rekonstruktionen umwandeln,
dass dann eine generelle Vermutung tiber die Unterscheidbarkeit theoretischer

Konzepte ermdglicht. Balzer et al. (1987, S. 56) formulieren diese wie folgt:

Definition 4 (halb-formales Kriterium der Theoretizitit): Ein Begriff t einer The-
orie T heifst theoretisch in Bezug auf die Theorie T (oder T -theoretisch) genau
dann, wenn jede Bestimmung von (einer Relation zugehorig zu) t in einer Anwen-
dung von T voraussetzt, dass zumindest ein tatsachliches Modell M(T) der Theo-

rie T existiert.

8 In ihrem Werk verdeutlichen Balzer et al. (1987, S. 53) diese Idee am Beispiel des Kraftbegriffs
der Newtonschen Mechanik, wobei die Bestimmung des Kraftbegriffs nur mit Geraten moglich
ist, die nur dann eine korrekte Messung der Kraft liefern, wenn bereits davon ausgegangen wird,
dass die fundamentalen Gesetze in Bezug auf die Kraft fiir diese Messgerate (bspw. Federkraft-
messer oder Waage) bereits gelten miissen.

88 Diese Kriterien werden, wie auch zusatzlich das formale Kriterium der Theorizitat, mithilfe von
Messmodellen M,, formalisiert. Diese Messmodelle sind Methoden zur Bestimmung theoreti-
scher Begriffe t in der Theorie T (Balzer et al., 1987, S. 64, 75). Gerade das formale Kriterium der
Theoretizitat bestimmt letztere in einem ,lokalen” Sinne, dies meint, dass die Theoretizitat an-
hand der Konstruktion des Theorie-Elements und damit dessen Elementen festgemacht wird.
Dagegen ist das pragmatische Kriterium, als informales Kriterium, eher global in Bezug auf ver-
schiedene Verkniipfung von (Vor-)Theorien aufzufassen. Im Folgenden zeigt sich, dass in dieser
Arbeit vor allem diese globale Sicht interessant ist, da sowohl von Mises als auch Kolmogoroff
ihre Theorien zur Wahrscheinlichkeitsrechnung mit anderen Theorien explizit vergleichen und
diese dann auch von diesen unterscheiden. Entsprechend wird an dieser Stelle darauf verzichtet
das formale Kriterium der Theorizitit sowie die dazu nétigen Uberlegungen zur Konstruktion
von Messmodellen darzustellen. Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich in Balzer et al. (1987,
S. 62-78).
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Vermutung (Uber die Einteilung von T-theoretischen und nicht-T-theoretischen
Begriffen): In jeder hinreichend fortgeschrittenen empirischen Theorie T kann un-
ter zu Hilfenahme des Kriteriums aus Definition 4 zwischen T-theoretischen und

T-nicht-theoretischen Begriffen unterschieden werden.

Entsprechend der bereits dargestellten Elemente zur Rekonstruktion von Theo-
rien liegt es nahe mithilfe eines mengentheoretischen Pradikats, diese Unter-
scheidung strukturell abzubilden. Entsprechend definieren Balzer et al. (1987,
S. 56-57) partiell potentielle Modelle My, (T), die nur die T-nicht-theoretischen Be-

griffe und darauf basierende Relationen der Theorie T enthalten.

Balzer et al. (1987, S. 57) bemerken noch folgende wichtige Zusammenhange zwi-
schen partiell potentiellen Modellen und potentiellen Modellen, die sich auf-

grund ihrer Struktur ergeben:

e Zujedem potentiellen Modell X € M,,(T) existiert genau ein partiell poten-
tielles Modell X~ € M,,,(T), da das zugehorige partiell potentielle Modell
X~ € M,,(T) aus dem potentiellen Modell X € M,, abgeleitet werden kann
durch Ausschluss der T-theoretischen Terme und zugehoriger Relationen.

e Zujedem partiell potentiellen Modell X~ € M,,,,(T) existieren gegebenen-
falls mehrere potentielle Modelle in M,,(T), da das partiell potentielle Mo-
dell X~ € M,,,(T) auf verschiedene Weisen durch T-theoretische Terme
und zugehorige Relationen zu potentiellen Modellen aus M,, erweitert

werden kann.

Der Theoriekern enthalt neben den Klassen von ((partiell) potentiellen) Modellen
M p)p)(T) auch Beschrankungen C(T), bzw. eine globale Beschrénkung GC(T).
Diese sind dadurch gegeben, dass tiblicherweise Theorien mehrere Anwendun-
gen haben (vgl. intendierte Anwendungen I), die untereinander nicht zwingend
iiberschneidungsfrei sind. Vielmehr ist es oft der Fall, dass sich verschiedene An-
wendungen liberlappen. Ein recht einfaches Beispiel findet sich erneut in der An-
wendung der Newtonschen Mechanik, insbesondere des Gravitationsgesetzes,
einerseits in Bezug auf das System Erde-Mond und andererseits in Bezug auf das
System Sonne-Erde. Rein intuitiv, und auch in der iiblichen Verwendung der
Newtonschen Mechanik, wird davon ausgegangen, dass die Masse der Erde im
System Erde-Mond gleich der Masse der Erde im System Sonne-Erde ist. Aus rein

logischen Griinden ist eine solche Beschrankung moglicher Anwendungen der
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Newtonschen Mechanik nur auf solche Systeme, die die Erde enthilt bei der der
Erde jeweils die gleiche Masse zugeschrieben wird, nicht notwendig. Balzer et
al. (1987, S. 41) sprechen in diesem Zusammenhang davon, dass bestimmte Ei-
genschaften von Objekten der Theorie T bestehen bleiben, wenn die Objekte von
einer Anwendung in eine andere ,transferiert werden”“®. Jede solche Verbin-
dung von Anwendungen dieser Art wird in der Theorie durch die Formulierung

einer Beschrankung C(T) festgehalten.

Da diese Beschrankungen vor allem auf den begrifflichen Apparat und die darin
aufgehobenen Typisierungen und Charakterisierungen bezogen sind, ist es ge-
winnbringend die Beschrankungen als Mengen von potentiellen Modellen fest-
zulegen. Entsprechend definieren Balzer et al. (1987, S. 47) folgendes mengenthe-

oretisches Pradikat zur Bestimmung von Beschrankungen (s. Definition 5).

Definition 5: Wenn M,,(T) eine Klasse potentieller Modelle ist, dann ist
(a) C(T) eine Beschrankung von M,, genau dann, wenn
(1) €(T) € P(M,(T))
(2) C(T) #@und @ ¢ C(T)
(3) Vx € M, (T):{x} € C(T)
(b) C(T) ist eine transitive Beschrankung genau dann, wenn
(1) C(T) eine Beschrankung von M,, ist und

Q) VX, Y:XeC(T)ANYS X =Y € C(T)

Da eine Theorie haufig mehrere Beschrankungen hat ist es lohnenswert eine No-
tation einzufiihren, die alle fiir die Theorie T relevanten Beschrankungen zu ei-
ner globalen Beschrankung GC(T) zusammenfasst. Aufgrund des mengentheo-
retischen Formalismus ist es leicht eine solche zu formulieren. Balzer et al. (1987,

S. 78) geben dazu folgendes mengentheoretisches Pradikat an:

% Im Englischen lautet der Satz: , Certain properties of T’s objects may remain the same if the
objects are transferred from one application to another one.” Es ist davon auszugehen, dass trans-
ferieren an dieser Stelle so zu verstehen ist, dass gleiche Objekte von demjenigen, der die Theorie
anwendet, in verschiedenen Anwendungen erkannt werden, wobei gleichzeitig die ,, Gleichheit”
des Objekts in den verschiedenen Anwendungen erkannt wird. Eine Analogie bietet hier das
klassische Beispiel der verschiedenen Bezeichnungen ,, Abendstern” und , Morgenstern” fiir den
gleichen Planeten ,, Venus”.
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Definition 5: Wenn C;(T), ..., C,(T) Beschrankungen von M, (T) und fiir T rele-
vant sind, dann ist die globale Beschrankung GC(T) fiir T definiert durch

GC(T) = ﬂ C(T)

Der Theoriekern enthalt zusatzlich zu den bereits beschriebenen Elementen in-
tertheoretische Verbindungen L(T,T") zwischen den Theorien T und T'. Es stellt
sich die Frage aus welchem Grund solche Verbindungen zwischen Theorien zum
,Austausch von Informationen zwischen Theorien”, also bspw. Verwendung
von Begriffen und Relationen aus Vor-Theorien, von Balzer et al. (1987) als Ele-
mente des Theoriekerns K € T ausgewiesen werden. Dies liegt darin begriindet,
dass solche intertheoretischen Verbindungen einerseits die Position einer Theo-
rie im Theorie-Netz ausweisen konnen und andererseits eine Theorie durch ihre
intertheoretischen Verbindungen klarer charakterisiert und abgegrenzt werden
kann. Das wichtigste Argument fiir die Integration solcher Verbindungen in den
Theoriekern ist fiir Balzer et al. (1987, S. 58) aber, dass in vielen Theorien die T-
nicht-theoretischen Begriffe nur durch andere Theorien T’ interpretiert werden
konnen, auf die allerdings haufig nicht explizit verwiesen wird. Eine Begriin-
dung kann darin liegen, dass in den verschiedenen Disziplinen eine spezifische
Fachsprache vorherrscht, in der bereits viele Uberlegungen implizit angenom-
men werden, die insbesondere bei einem Blick auf historische Quellen nicht im-
mer leicht zu deuten sind, sodass es bei der Rekonstruktion solcher Theorien
auch zu Fehldeutungen kommen kann (Balzer et al., 1987, S. 59).

Diese intertheoretischen Verbindungen konnen Verbindungen im Sinne von Re-
lationen zwischen Basis-Mengen, Basis-Relationen und Basis-Charakterisierun-
gen von potentiellen Modellen M,, und M’, verschiedener Theorien T und T’
sein. Entsprechend definieren Balzer et al. (1987, S. 61) folgendes mengentheore-
tisches Pradikat zur Bestimmung von Verbindungen zwischen Theorien (s. Defi-

nition 6).
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Definition 6:

(a) L(T,T") ist eine abstrakte theoretische Verbindung von M, (T) zu M',(T")
genau dann, wenn L(T,T') € M,(T) X M,(T")
(b) L(T,T") ist eine (konkrete) Verbindung von M,(T) und M',(T") genau

dann, wenn

(1) M,(T) und M',(T") Klassen potentieller Menge mit Relationen m

und m' sind, fiir die gilt
(2) iy, ..., i; €{1,...,m}und 3Ij,, ..., j,, € {1,...,m'}, sodass

a. L(T,T") € My(T) X (T, iy, ., i) X My(T") X w(T",jp, o, ju)

far

k<tAl<wn =R As =R{

b. wenn <X, <nmy,.., 1. >,X,<5q,,..,8, >>EL(T, T") dann

Hierbei wird mit  eine Funktion angegeben, die durch die Belegung mit einer
bestimmten Theorie in der ersten Stelle und in den iibrigen Stellen mit der Stel-
lenzahl der gewiinschten Basis-Mengen und Basis-Relationen R eines potentiel-
len Modells X € M, (T), die Tupel von Elementen aus X' € M",(T") ausgibt, und
so eine Verbindung zwischen der Theorie T und anderen Theorien T’ darstellen
kann (Balzer et al., 1987, S. 61).

Da eine Theorie haufig mehrere intertheoretische Verbindungen hat, ist es loh-
nenswert eine Notation einzufiihren, die alle zur Theorie T gehdrenden interthe-
oretischen Verbindungen zu einer globalen Verbindung GL(T) zusammenfasst.
Aufgrund des mengentheoretischen Formalismus ist es vergleichsweise leicht
eine solche zu formulieren. Balzer et al. (1987, S. 78) geben dazu folgendes men-

gentheoretisches Pradikat an (s. Definition 7):
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Definition 7:

(1) Wenn Ly(T,.),...,L,(T,.) alle intertheoretischen Verbindungen zwi-
schen M, (T) und anderen Klassen M,,(T}), i = 1, ...,n, die fiir T relevant
sind, sind, dann wird fiir i < n Folgendes definiert:

Ai(T) = {X € M,(T):3a3X’' € My(T")3a'(< X,a,X',a’ >€ L;)}

2)

GL(T) = ﬂ 4,(T)

Eine weitere wichtige Bemerkung von Balzer et al. (1987, S. 22, 36, 65) bezieht
sich darauf, dass Strukturen deren Basis-Mengen keine empirischen Objekte ent-
halten als ,, mogliche Kandidaten” fiir potentielle Modelle und damit fiir eine em-
pirische Theorie ausgeschlossen werden sollen. Entsprechend dieser Feststellung
schlagen sie als ein Kriterium zur Unterscheidung von reiner Mathematik und
empirischen Wissenschaften vor, dass innerhalb der reinen Mathematik keine
solchen (semantischen) Beschrankungen hinsichtlich der Empirizitat von Basis-
mengen bestehen wie sie fiir Basismengen empirischer Wissenschaften notwen-
dig sind. Die Entscheidungen, die im Rahmen von semantischen Uberlegungen
getroffen werden, lassen sich nicht formal rekonstruieren, sondern schlagen sich
in der Auswahl bestimmter ,intendierter Anwendungen” I durch Physiker*in-
nen, bzw. allgemeiner Anwender*innen der Theorie, nieder (Balzer et al., 1987,

S. 22-23)°. Diese intendierten Anwendungen ! spielen fiir die Anwendung eines

% Dieses Kriterium ist nicht mit der Behauptung zu verwechseln, dass die Basismengen reiner
Mathematik nicht empirisch gedeutet werden konnen. Eine solche empirische Interpretation, die
dann auch haufig gewissen Querverbindungen zwischen verschiedenen Interpretationen solcher
Basismengen geniigen soll, impliziert dann hdufig dhnliche semantische Beschrankungen, wie sie
in der empirischen Wissenschaft notig sind. Entsprechend einer solchen Loslosung formaler ma-
thematischer Mengen von empirischen Gehalten wird hier die formale Auffassung definiert (Ab-
schnitt 5.2.).

%1 Die konkrete Auswahl durch Wissenschaftler*innen beschreiben Balzer et al. sehr plastisch:

By collecting and lumping together everything that may be obtained from ‘sur-
rounding’ theories by means of all relevant links we obtain the partial potential
models of a theory, as already described. Thus, partial potential models in a nat-
ural way represent what is given for a particular theory T in terms of its sur-

rounding theories. [...] We assume that I(T) € M,,,(T). This assumption is not
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Theorie-Elements T eine wichtige Rolle (Balzer et al. 1987, S. 23). Sie beschreiben

die Anwendung eines Theorie-Elements T in drei Schritten.

1. Das Aufstellen einer Behauptung iiber die intendierten Anwendungen
I(T), deren Folgen experimentell gepriift werden kénnen.

2. Das Aufstellen der These, dass die intendierten Anwendungen I(T) das
fundamentale Gesetz von T erfiillen. Dies hat zur Voraussetzung, dass
I(T) mithilfe der Begriffe aus T beschrieben werden kann. Die erste These
lasst sich auch so verstehen, dass es sich bei dem potentiellen Modell M,,
der intendierten Anwendungen auch um tatsachliche Modelle aus M(T)
handelt.

3. Wenn diese letzte empirische These giiltig in Bezug auf die empirische
Priifung ist, kann man davon sprechen, dass das Theorie-Element T er-

folgreich auf die intendierten Anwendungen I(T) angewendet wurde.

Dieser Einbezug intendierter Anwendungen I(T) als integraler Bestandteil der
Theorie und damit wichtigen Aspekt der Rekonstruktion solcher Theorien kenn-
zeichnet die vorgeschlagene Methode der strukturalistischen Rekonstruktion
und unterscheidet sie von anderen moglichen Beschreibungen von Theorien
durch Wissenschaftstheoretiker*innen (Balzer et al., 1987, S. 37). Auch in empiri-
schen Theorien, dargelegt in Form von Fachbiichern (Balzer et al., 1987, S. 68),
bleiben solche intendierten Anwendungen oft eher implizit* (Balzer et al., 1987,

S. 38). Die Entscheidung fiir die Integration der intendierten Anwendungen [ in

only reasonable on the basis of general considerations, it also is backed by stud-
ying how scientists talk and how they argue in the context of an “application” of
a theory.”

(Balzer et al., 1987, S. 86)

%2 Die in dieser Arbeit besprochenen Werke von Kolmogoroff (1933) und von Mises (1931) sind
fiir diese These klare Gegenbeispiele, da sie explizit die Anwendbarkeit und damit auch be-
stimmte Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, bzw. Wahrscheinlichkeitstheorie, the-
matisieren. Kolmogoroff schliefSt die Anwendungen dabei explizit aus seiner mathematischen
Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus (vgl. Fufinote Kolmogoroff 1933, S. 2), wohin-
gegen von Mises die empirischen Grundlagen seiner , neuen Auffassung” der Wahrscheinlich-
keitsrechnung als mathematische Naturwissenschaft stets betont und den Gegenstand der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung als spezifische ,,Massenerscheinungen und Wiederholungsvorgange”
identifiziert (Mises 1931, S. 7-9). Genau diese Besonderheit beider Werke, die intendierten An-
wendungen explizit (nicht) in ihre Theorien der Wahrscheinlichkeitsrechnung einzubeziehen, hat
zu ihrer Auswahl als Quellen im Rahmen dieser Arbeit und fiir das UberPro_WR Seminar ge-
fiihrt.
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die ,Identitdt” einer Theorie begriinden Balzer et al. (1987, S. 38) so vehement

wie logisch:

,We [Balzer et al., Anm. G.S.] consider this concept to be a part of
the identity of a theory because without it we would not even know
whether we are dealing with an empirical theory at all.”

(Balzer et al., 1987, S. 38)

Die Konstruktion der Klasse der intendierten Anwendungen I erfolgt dabei zum
einen durch die von Balzer et al. (1987, S. 88-89) beschriebene , paradigmatische
Methode”:

1. Es werden bestimmte ,, grundlegende Beispiele” (engl. , core examples”)
von Anwendungsfallen der Theorie identifiziert.

2. Nach und nach wird darauf aufbauend intuitiv die Klasse der intendieren
Anwendungen I durch zu den grundlegenden Beispielen analogen Bei-

spielen erweitert.

Zum anderen kann auch die ,,Methode der Autodetermination” verwendet wer-
den, um die Klasse der intendierten Anwendungen / zu konstruieren. Hierbei
wird der Formalismus der Theorie verwendet, um bestimmte mogliche Anwen-
dungsfalle auszuschliefsen oder mit einzubeziehen, bspw. durch Priifung des no-
tigen Begriffsrahmens fiir die Anwendung. Die Kombination und Verwendung
dieser Methoden sind ein Teil dessen, was Balzer et al. (1987, S. 39) mit Riickgriff
auf Kuhns Konzept als normalwissenschaftliche Entwicklung einer wissen-
schaftlichen Theorie bezeichnen®. Diese Methode macht sich folgende formali-

sierte Eigenschaft der intendierten Anwendungen I zu Nutze:

Definition 8: I ist nur dann eine Menge intendierter Anwendungen von K, wenn

(1) K =< My, M, M,,,,GC, CL > ist ein Theorie-Kern

pp’
2) IS M,,

% Dieser Aspekt wird besondere Wichtigkeit bei der Identifikation von Auffassungswechseln 5.3
einnehmen, in dem diese u.a. dadurch rekonstruiert werden, dass das bisherige Wissen, in Form
einer SEB-spezifischen Theorie nicht mehr ausreicht bestimmte Phénomene zu beschreiben oder
zu erklédren. Dies erfordert eine Neukonstruktion von SEB’en oder die Aktivierung anderer SEB’e.



128 4 Das Konzept ,Subjektive Erfahrungsbereiche”

Zuletzt ist es lohnenswert zu bemerken, was der Gehalt eines Theorie-Elements
Cn(K) ist (Balzer et al., 1987, S. xxiv, 85). Dieser ist die Klasse aller Zusammen-
fassungen von partiell potentiellen Modellen, die so durch theoretische Begritfe
erganzt werden konnen, dass sie das fundamental Gesetz des Theorie-Elements,
die Beschrankungen der potentiellen Modelle (engl. constraints) und die gefor-
derten intertheoretischen Links L erfiillen. Daher ist klar, dass der Gehalt eines
Theorie-Elements somit eine Teilmenge der Potenzmenge der partiell potentiel-
len Modelle Cn(K) c P(M,,(T)) sein muss. Ob intendierte Anwendungen zum
Gehalt der Theorie gehoren oder nicht, ist dabei aufgrund der informellen Sem-
antik nicht direkt anhand der Struktur der Theorie feststellbar. Balzer et al. (1987,
S. 91, 92) beschreiben zwei Falle, in denen die empirische Behauptung falsch ist,
bzw. trivialerweise korrekt, in denen also die Theorie T empirisch gehaltlos ist.
Der erste Fall tritt ein, wenn die Theorie T inkonsistent ist. Dann gilt logischer-
weise fiir den Gehalt der Theorie Cn(K) = @, entsprechend kann auch keine in-
tendierte Anwendung zur Theorie gehoren, da die empirische Behauptung der
Theorie sein wiirde, dass die intendierten Anwendungen ein Teil des Gehalts der
Theorie waren (I € Cn(K)). Auf der anderen Seite wiirde laut Balzer et al. (1987,
S. 91) die Theorie T trivial sein, wenn Cn(K) = P(M,,), da dann jede theoretiche
Erweiterung eines partiell potentiellen Modells trivialer Weise eine intendierte
Anwendung ware. Auch dann sprechen Balzer et al. (1987, S. 92) davon, dass die

Theorie empirisch gehaltlos ist.

4.4.2.2 Theorie-Netze

Komplexere oder umfassendere Theorien konnen mithilfe von Theorienetzen be-
schrieben werden, die durch intertheoretische Verbindungen auf spezifische
Weise verbunden sind (Balzer et al., 1987, S. 36). Dies wurde bereits im Rahmen
der Beschreibung von Theoriekernen deutlich. Die Einfithrung eines solchen
Konzepts ist deshalb angebracht, da der Begriff der Theorie auf verschiedene
Weisen und mit verschiedenen Begriffsumfangen verstanden und verwendet
wird. Im Besonderem ist das Konzept aber auch niitzlich um Theorieentwicklun-
gen, bspw. im Verlauf der Zeit, darzustellen. In dieser Arbeit wird es genau fiir
diese Falle betrachtet, namlich {ibergeordnete subjektive Erfahrungsbereiche

darzustellen, die Theorie-Elemente aus verschiedenen Erfahrungsbereichen zu

¢ Hierbei wird vorausgesetzt, dass keine logisch widerspriichlichen Tatsachen in der empiri-
schen Welt auftreten konnen. Dies ist eine weit verbreitete Position und daher nicht besonders
merkwiirdig. Wichtig ist allerdings festzustellen, dass auch Balzer et al. (1987) diese Position ver-
treten.
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verbinden oder einen reflektierenden Vergleich dieser Theorie-Elemente zuzu-

lassen.

Einen Sonderfall einer solchen Verbindung zweier Theorie-Elemente innerhalb
eines Theorie-Netzes bildet die Spezialisierungsrelation o. Diese besagt, dass eine
Theorie T' ein Spezialfall einer Theorie T ist und dann nur einen Teil der inten-
dierten Anwendungen sowie von Modellen aufgrund bestimmter Restriktionen
im Fundamentalgesetz enthalt. Entsprechend formalisieren Balzer et al. (1987,
S. 170) die Spezialisierung und damit die Spezialisierungsrelation folgendermafien

mithilfe mengentheoretischer Pradikate (s. Definition 9).

Definition 9: Wenn T =< M,,(T), M(T), M,,,(T), GC(T), GL(T),I(T) > und
T' =< M',(T"), M'(T"), M’ ,,,(T"), GC'(T"), GL'(T"), I'(T") >
Theorie-Elemente sind, dann ist T’ ein Spezialfall von T (Kurzschreibweise:

T'oT) genau dann, wenn

(A)M), = M, und M}, = M,,,
(BYM' € M,GC' € GC,GL' € GL,undI' €I

Basierend auf dieser Spezialisierungsrelation lassen sich nun verschiedene Struk-
turen von Theorie-Netzen N identifizieren (vgl. Abbildung 4), in denen Theorie-
Elemente entweder Spezialisierungen besitzen oder selbst Spezialisierungen an-
derer Theorie-Elemente sind. Entsprechend dieser Grundiiberlegung lasst sich
ein Theorie-Netz mithilfe eines mengentheoretischen Pradikats nach Balzer et
al. (1987, S. 172) folgendermafien definieren (s. Definition 10):

Definition 10: N ist ein Theorie-Netz genau dann, wenn eine Menge T existiert, so-

dass

(1) N=<T,o >
(2) T ist eine nichtleere Menge von Theorie-Elementen.

(3) 0 € T x T ist eine Spezialisierungsrelation beschrankt auf T.

Anhand dieser Definition von N und o(T) lasst sich leicht zeigen, dass N eine
durch o(T) partiell geordnete Menge ist (Balzer et al., 1987, S. 172). Allerdings
sollten im Sinne des intuitiven Begriffsverstandnisses der Spezialisierung weder

unverbundene Theorie-Elemente (Abbildung 4, ii.) noch Theorie-Elemente als
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Spezialisierung zweier verschiedener Theorie-Elemente (Abbildung 4, i.) im The-

orie-Netz auftreten.

ol o2 o3 o0 o0
T T T
T, ol %2 o0 T,9 oT, oT; ToT,
JUIE Tag oJa 4T o5 o6
o7

Abbildung 4: Verschiedene verbundene (i., iii.) und unverbundene (ii.) Theorie-Netze
mit (iii.) oder ohne (i., ii.) Basis.

Entsprechend definieren Balzer et al. (1987, S. 173) den Begriff der verbundenen

Theorie-Netze durch folgendes mengentheoretisches Pradikat:

Definition 11: N ist ein verbundenes Theorie-Netz genau dann, wenn T und o exis-

tieren, sodass

(1) N =< T, o > ein Theorie-Netz ist
(2) VT, T; € T ATy, ..., Ty, €T , sodass (T; 0Ty, V Ty, 0T;) A .. A (T; 0Ty, V
Ty, 0T;)

Zur Beschreibung der Eigenschaft, dass ein Theorie-Netz eine ausgezeichnete Ba-
sis hat, verwenden Balzer et al. (1987, S. 174) folgendes mengentheoretisches Pra-
dikat:

Definition 12: Wenn N ein Theorie-Netz ist, dann ist die Basis des Theorie-Netzes

definiert durch:
B(N) :={T:T € TAVT' € T mitT’ # T gilt dann nicht ToT"}

Die Elemente von B(N) werden Basis-Elemente von N genannt.

Hat ein Theorie-Netz genau eine Basis und ist es verbunden, so nennen Balzer et
al. (1987, S. 175) dieses Theorie-Netz einen Theorie-Baum. Mit diesem Namen ver-
weisen Sie auf analoge bereits aus der Logik und Mathematik bekannten Darstel-

lungen, bspw. ,, Wahrscheinlichkeitsbaumen®. Hierbei ist nach ihrer Aussage die
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Besonderheit mathematisch gepragter Wissenschaften, dass diese in der Regel

eine im obigen Sinne , baumahnliche” Struktur haben (Balzer et al., 1987, S. 176).

Eine wichtige Anwendung fiir die Nutzung von Theorie-Netzen in dieser Arbeit
ist, dass innerhalb eines Theorie-Netzes, und damit insbesondere bei Theoriebau-
men, die intendierten Anwendungen I'(T') € I(T) der Spezialisierungen T'oT
Teilmengen der intendierten Anwendung I(T) der iibergeordneten Theorie T
sind. Ahnliche Inklusionsbeziehungen gelten auch fiir die Theoriekerne
K'(T") € K(T), wobei die Teilmengenrelation € auf die Elemente der Theorie-

kerne bezogen ist.

4.4.2.3 (Zeitliche) Entwicklung von Theorie-Netzen

Der Hauptgrund der Verwendung von Theorie-Netzen in dieser Arbeit liegt ei-
nerseits darin, die Vernetzung von Wissen — auch komplexeren Wissens — als Teil
subjektiver Erfahrungsbereiche und damit auch von Auffassungen zu rekonstru-
ieren. Die Mathematikdidaktik interessiert sich allerdings neben der Beschrei-
bung und Erklarung konkreter mathematischer (Lehr- und Lern-) Gegenstande
auch fiir die Darstellung und Erklarung von Lehr- und Lernprozesse, die die Ent-
wicklung solchen Wissens und damit auch die Entwicklung von SEB‘en und Auf-
tassungen beschreibbar machen. In Abschnitt 4.4.3. wird ein entsprechender er-
kenntnistheoretisch-psychologischer Ansatz, der ,theory theory“-Ansatz, vorge-
stellt, der Lernen als Erwerben und Weiterentwickeln von Theorien in Analogie
zum Theorie-Erwerb in der Wissenschaft erklart. Auch Balzer et al. (1987, S. 205-
246) beschreiben die zeitliche Entwicklung von Theorien im Rahmen ihrer Archi-
tectonic for science, die entsprechend der Deutung von Lernen als Theorie-(wei-

ter-)entwicklung niitzliche Konzepte vorhalt.

Balzer et al. (1987, S. 205) motivieren die Erganzung des Konzepts der Theorie-
Netze um eine zeitliche Komponente mit der historischen Weiterentwicklung
von Theorien in den Wissenschaften und stellen fest, dass ihre bisher in dieser
Arbeit dargestellte Konzeption von Theorien eher statisch zu verstehen ist. Ent-
sprechend benennen sie das Phanomen der (Weiter-)Entwicklung von Theorien

als , theory-evolution”?, die Balzer et al. folgendermafien beschreiben:

% Diese ,,theory-evolution” im Strukturalismus kann aus einer enaktivistischen Perspektive als
strukturelle Veranderung (vgl. Abschnitt 3.1.5) gedeutet werden. Hierbei ist die Idee, dass die
Theorie trotz Veranderung eine Entitat (Balzer et al., 1987, S. 205) bleibt, die im Zeitverlauf iden-
tifiziert werden kann. Analog zu den im Enaktivismus beschriebenen Veranderungen konnen
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,Intuitively a theory-evolution is a changing [Herv. im Original]
theory-net. More intuitively still, a theory-evolution may be visual-
ized as a “living” net growing and/or shrinking in different direc-
tions over historical time.”

(Balzer et al., 1987, S. 205)

In ihrer , Architectonic for science” unterscheiden Balzer et al. (1987, S. 206-210)
in Anlehnung an Kuhns Kategorisierung zwischen , normalem” wissenschaftli-
chen Betrieb und wissenschaftlichen Revolutionen verschiedene Arten der Ver-
anderung von Theorien, wobei sie sich spater auf Verdanderungen der Theorie im
Rahmen des normalwissenschaftlichen Betriebs beschranken und nicht auf his-
torische Griinde eingehen, die zur Veranderung einer Theorie gefiihrt haben. Die
nicht abschlieflende Liste moglicher Veranderungen, die nicht im normalwissen-
schaftlichen Betrieb auftauchen, umfasst laut Balzer et al. (1987, S. 206-208):

1. Das erstmalige Auftreten eines Paradigmas im Kuhnschen Sinne. In
Kuhns Terminologie handelt es sich dabei um ,, initial revolutions”, wenn
zuvor noch kein ausgezeichneter Theorie-Kern einer wissenschaftlichen
Disziplin vorhanden ist.

2. Das graduelle Auftreten eines neuen Paradigmas in einem Forschungs-
feld, indem das bestehende Paradigma bereits ausgeblendet wurde und
Forschung in verschiedene Richtung betrieben wurde, bis sich ein neues
Paradigma herauskristallisiert.

3. Das plotzliche Auftreten eines neuen Paradigmas mit der Folge der totalen
Ablehnung und des Ersatzes des bisher vorherrschenden Paradigmas.
Dies bezeichnet Kuhn mit dem Begriff der ,scientific revolutions”.

4. Der Wechsel von einem élteren zu einem neuen Paradigma, das Aussich-
ten auf Erfolg hat, aber nicht alle Aspekte des alten Paradigmas ablehnt
und das altere als gute Approximation des neueren Paradigmas zulasst.
Hier schlagen Balzer et al. (1987, S. 208) den Begriff der Approximation im

Gegensatz zu Kuhns Begriff der Revolution vor.

Ahnlich wie bei der nicht-formalen Angabe intendierter Anwendung braucht
auch die Beschreibung der diachronischen Entwicklung von Theorien gewisse

Grundbegritfe, die nicht formal in ihrer Syntax und Semantik dargestellt werden

auch hier verschiedene Bereiche der strukturellen Verdnderung oder Auswirkungen identifiziert
werden.
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konnen. Diese sind insbesondere fiir die Rekonstruktion historischer Quellen

wichtig (vgl. Kapitel 6, & Kapitel 7). Die Grundbegriffe lauten:

(A)Historische Perioden (Balzer et al., 1987, S. 211-212): Die historischen Perio-
den h; bilden eine endliche Folge, bzw. ein geordnetes Tupel. Die erste
historische Periode h; zu Beginn der Sequenz markiert die ,Geburt” und
die letzte Periode h,, den , Tod” einer Theorie (Balzer et al., 1987, S. 211).
Je nach Rekonstruktion kann die Indizierung auch anders vorgenommen
werden. Dies sollte in einer Rekonstruktion entsprechend deutlich ge-
macht werden. Die Sequenz der historischen Perioden H := (h;)ie(1,. n
wird Geschichte einer Theorie genannt. Zusatzlich bezeichnen Balzer et
al. (1987, S. 211) die Menge aller historischen Perioden durch
HIST = {h;:i € {1, ...,n}}. Fir die Angabe historischer Perioden schlagen
Balzer et al. (1987, S. 212) vor nicht zwingend eine numerische Angabe der
Perioden zu machen, sondern diese vielmehr ,fuzzy qualitative” (Balzer
et al., 1987, S. 212) zu unterteilen, da sie die Chronologie fiir die Darstel-
lung der Entwicklung als wichtiger erachten als die Chronometrie.

(B) Historisch vorangehend (als Relation zwischen historischen Perioden) (Balzer et
al., 1987, S. 212-213): Entsprechend der Beschreibung der historischen Pe-
rioden, liegt es nahe, dass Balzer et al. (1987) die dyadische Relation <- mit
der Bedeutung ,historisch vorangehend” einfiihren. Diese Relation ist
entsprechend der alltdglichen Bedeutung antisymmetrisch und transitiv.
Die Geschichte einer Theorie H ist dann die Folge, die sich aus der Verbin-
dung der Menge der historischen Perioden einer Theorie HIST und der
Relation <- ergibt.

(C) Wissenschaftler*innen (Balzer et al., 1987, S. 213): Die Beschreibung von
,Wissenschaftler*innen” durch Balzer et al. (1987, S. 213) mutet zunachst
etwas merkwiirdig an, da sie damit die (potentiellen) Nutzer*innen eines
Theorie-Elements oder Theorie-Netzes meinen und explizit die Klasse der
Wissenschaftler*innen SOPH nicht als Teilmenge der Menschen auffassen,
da sie ihre Definition bereits explizit auf potentielle Nutzer*innen im Be-

reich kiinstliche Intelligenz ausweiten (Balzer et al., 1987, S. 213)%.

% Heute ist diese Offenheit der Definition noch zweckmaéfiger, da kiinstliche Intelligenz mittler-
weile im Rahmen von Big Data Analysen einige Aufgaben von menschlichen Wissenschaftler*in-
nen, gerade im Bereich Wissensmanagement, iibernehmen, was unter anderem an der grofien
Masse von Wissen liegt, dass die Menschheit generiert hat und stetig fortentwickelt. Das aktuell



134 4 Das Konzept ,Subjektive Erfahrungsbereiche”

(D)Wissenschaftliche Gemeinschaften und Wissenschaftliche Generationen (Balzer
et al. 1987, S. 213-215): Wissenschaftliche Gemeinschaften sind Teilmen-
gen der Menge der Wissenschaftler*innen SOPH mit folgenden Eigen-
schaften:

1. Eine wissenschaftliche Gemeinschaft SC besteht im Allgemeinen
langer als die aktive Arbeitszeit jedes einzelnen Mitglieds der wis-
senschaftlichen Gemeinschaft.

2. Die Grenzen einer wissenschaftlichen Gemeinschaft SC sind
ebenso ,fuzzy” wie die Grenzen historischer Perioden h;. Es muss
nicht so sein, dass wissenschaftliche Gemeinschaften institutionali-
sierte Gruppen sind. Vielmehr fasst man SCs als zu bestimmten
Theorien zugehorig auf.

3. Jede wissenschaftliche Gemeinschaft SC setzt sich zusammen aus
(mehreren) , wissenschaftlichen Generationen” G s, die ebenfalls
Teilmengen von SOPH sind. Jede wissenschaftliche Generation G
einer wissenschaftlichen Gemeinschaft SC kann einer historischen
Periode h; zugeordnet werden, oder anders ausgedriickt ist jede
Periode h; wissenschaftlich aktuell wahrend Wissenschaftler*in-
nen zu einer wissenschaftlichen Gemeinschaft gehoren. Darauf auf-
bauend kann eine Funktion g konstruiert werden sodass, wenn
COMM die Klasse aller wissenschaftlichen Gemeinschaften ist, g
folgendermafien definiert ist: g: HIST x COMM — P(SOPH). Hier-
bei soll g bijektiv sein. Jeder Wert g(h;, SC;) von g ist eine wissen-
schaftliche Generation. Balzer et al. (1987, S. 241) schreiben dann
g(hi,S C]) = G; und nennen g eine ,Generationen Funktion”. Die
Umkehrfunktion wird ebenfalls auf den Wertebereich von g fest-
gelegt.  Entsprechend gilt dann: (g7'(G)); =hs; und
(971(6)); = SCs.

4. Die Mitglieder einer wissenschaftlichen Generation ¢ kommuni-
zieren untereinander in einer spezifischen Fachsprache (,,scientific
language”, im Original), die sie nur innerhalb ihrer Gruppe beherr-
schen und die sich mehr oder weniger stark von der Alltagssprache
unterscheidet. Diese Fachsprache hat eigenes Vokabular und

manchmal spezifische Regeln zur Formulierung.

wohl bekannteste Beispiel fiir so einen Sparrings Partner fiir Wissenschaftler*innen ist IBMs
Watson, der bereits vielfiltige Analysen vornehmen kann (vgl. High, 2012).
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5. Die Mitglieder einer wissenschaftlichen Generation ¢ teilen spezi-
fische Techniken zur Bobachtung, Klassifizierung und Systemati-
sierung ihrer Forschungsgegenstande. In der quantitativen For-
schung gehoren dazu auch spezifisch Messtechniken und Geréte

sowie Berechnungsmoglichkeiten zum Test von Hypothesen.

Zusatzlich zu diesen Definitionen der Basis-Begriffe zur Betrachtung von dia-
chronischen Entwicklungen von Theorien, die relativ nah am {iblichen Verstand-
nis dieser Begriffe sind, formulieren Balzer et al. (1987, S. 215) verschiedene Um-
gangsweisen wissenschaftlicher Gemeinschaften und Generationen mit Theo-

rien, die sie vertreten.

(a) Der Begriffsteil ,,intendiert” der intendierten Anwendungen ist darauf zu-
riickzufiihren, dass bestimmte wissenschaftliche Generationen G einen
gegebenen Theoriekern K (T) nutzen mochten, um ein Phanomen y € M,
zu erkldren, Voraussagen dariiber zu treffen oder es zu systematisieren.
Die Menge solcher y € M,,,, die diese Bedingungen erfiillen, ist eine Teil-
menge von M, und entspricht der Menge der intendierten Anwendun-
gen I. Entsprechend kann der Begriffsteil , intendiert” nun so verstanden
werden, dass jemand, also (eine Gruppe) Wissenschaftler*innen diese in-
tendiert.

(b) Wenn eine wissenschaftliche Generation G ein Theorie-Element
T =< K(T),I(T) >, nutzt, wobei I(T) die Klasse intendierter Anwendun-
gen ist und /y(T) die Teilmenge paradigmatscher Beispiele, dann sprechen
Balzer et al. (1987, S. 215) davon, dass G die Elemente von I(T) als para-
digmatisch fiir andere Elemente der Menge I(T) bewertet.

(c) Mit der Sprechweise ,,G teilt Proposition p”, ist gemeint, dass der Grofsteil
der Mitglieder aus G die Proposition als durch Testprozesse der wissen-

schaftlichen Gemeinschaft bestatigt erkennt.

Mithilfe dieser grundlegenden Konzepte lassen sich nun Theorie-Evolutio-
nen (Balzer et al., 1987, S. 216) beschreiben. Hierbei geht es darum die bisherigen
synchronen Strukturen in diachrone Strukturen umzuwandeln und auf wissen-
schaftliche Generationen oder Gemeinschaften anzuwenden. Entsprechend defi-
nieren Balzer et al. (1987, S. 216) ein diachrones Theorie-Element als mengenthe-

oretisches Pradikat folgendermafien (s. Definition 13):
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Definition 13: Wenn g eine ,,Generationen Funktion” ist, dann ist T ein diachrones

Theorie-Element genau dann, wenn K, I, SC, h, G existieren, sodass

(A)T =<K,I,G >

(B) < K,I > ist ein Theorie-Element

(C)SC ist eine wissenschaftliche Gemeinschaft

(D)h ist eine historische Periode

(E)g(h,SC) =G

(F) Die wissenschaftliche Genrartion G intendiert K auf I anzuwenden.

Darauf aufbauend definieren Balzer et al. (1987, S. 216) eine Spezialisierungsre-
lation (vgl. Definition 9), die entsprechend der diachronen Struktur von Theorien

erweitert wird:

Definition 14: Wenn g eine , Generationen Funktion” ist, dann ist o, eine dia-
D

chrone Spezialisierungsrelation auf X, genau dann, wenn

(A)Xy # @ und X, eine Menge diachroner Theorie-Elemente ist
(B)op € X5 X X,
(OVT, T' € Xy:T =<K,I,G >AT'=<K',I',G' >>T'opT genau dann,
wenn
(a) K'oK
dInl+0Q
(¢) hg < hg
(d) SC,, = SC;

Bei dieser Definition 14 ist klar einzusehen, dass eine diachrone Spezialisierungs-
relation nicht nur eine Spezialisierungsrelation ist, die sich diachron verandert,
sondern vielmehr die Entdeckungsgeschichte historischer Gemeinschaften und

deren Zugang zu Spezialisierungen von Theorien darstellt.

Mithilfe dieser Spezialisierungsrelation lassen sich nun diachrone Theorie-Netze
definieren, die somit — quasi lebendig — die Theorie-Entwicklung einer wissen-
schaftlichen Gemeinschaft und, wie ich es spater als Hintergrund nutzen werde,
die Entwicklung von individuellem Wissen beschreibbar macht. Balzer et
al. (1987, S. 217) definieren entsprechend ein mengentheoretisches Pradikat zur

Beschreibung von diachronischen Theorie-Netzen wie folgt (s. Definition 15).
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Definition 15: N ist ein diachrones Theorie-Netz genau dann, wenn |N| und o}, exis-

tieren, sodass

(A)N =< |N|,0p >

(B) |N| ist eine Menge diachroner Theorie-Elemente

(C) gp ist eine diachrone Spezialisierungsrelation auf |N|
(D)VT, T’ € |N|: G(T) = G(T")

Nutzt man die Eigenschaft der Bijektivitat der Funktion g, so lasst sich leicht zei-
gen, dass alle Theorie-Elemente des diachronen Theorie-Netzes genau einer his-
torischen Periode h und genau einer wissenschaftlichen Gemeinschaft SC zuge-
ordnet werden. Entsprechend definieren (Balzer et al., 1987, S. 218) ein mengen-

theoretisches Pradikat fiir die Historizitat des Theorie-Netzes N.

Definition 16: Wenn N ein diachrones Theorie-Netz ist, dann kann man diesem

die historische Periode hy und die wissenschaftliche Gemeinschaft SCy zuordnen.

So kann das diachrone Theorie-Netz als eine synchrone Struktur, also als eine

Entitat, betrachtet werden.

Mithilfe dieser begrifflichen Vorarbeiten ldsst sich nun die Abfolge von Theorie-
Netzen, sowie die Theorien-Evolution beschreiben. Hierzu definieren Balzer et
al. (1987, S. 218) zunachst den Begriff der direkten Nachfolge von Theorie-Net-

zen, welcher der umgangssprachlichen Bedeutung sehr nahe ist.

Definition 17: Wenn N, N’ Theorien-Netze sind, dann folgt N’ direkt auf N genau

dann, wenn

(A)N # N’

(B) SCy = SCy,

(O hy < hy,

(D)AN;:
(@ Nj#=NAN; #N’
(b) SCy, = SCy

(C) hN <- th. <- h’N’

Die Definition der Theorien-Evolution E ergibt sich daraus wie folgt (Balzer et
al., 1987, S. 218)
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Definition 18: E ist eine Theorien-Evolution genau dann, wenn E eine endliche
Folge (N);eq1,..ny von Theorie-Netzen ist, sodass fiir alle N;, Niyq € (Npiefo,..m) :

(A)N;4, folgt direkt auf N;
(B) VTi11 € |Ni41|3T; € |N;|, sodass Tiy10pT;

Es ist lohnenswert verschiedene Theorien-Evolutionen danach zu klassifizieren,
ob ihr Anwendungsbereich durch die Theorienevolution vergrofSert wird. Dabei
ist wichtig zu kldren, was es bedeutet, dass der Anwendungsbereich vergrofiert
wird. Von einem Fortschritt in der Theorienbildung wird tiblicherweise dann ge-
sprochen, wenn die nachfolgende Theorie einen grofieren Anwendungsbereich
hat als die vorangehende und diese neuen Anwendungen auch als solche im
Rahmen der Theorie bestétigt werden konnen. Entsprechend zerlegen Balzer et
al. (1987, S. 218-221) die Menge der intendierten Anwendungen I = F(I) U A(I)
in zwei disjunkte Mengen, den , Bereich der bestdtigten Anwendungen” F(I)
und den ,Bereich der vermuteten Anwendungen” A(1)?7. Bei dieser Aufteilung
der intendierten Anwendung ist wichtig zu beachten, dass diese Unterteilung
abhangig von der historischen Periode und der wissenschaftlichen Gemeinschaft
ist, die die Theorie auf verschiedene Phanomene anwendet oder dies zumindest
intendiert. Basierend auf dieser Unterteilung definieren Balzer et al. (1987, S. 221-
223) progressive, perfekte und Kuhnsche (Paradigmen-geleitete) Theorie-Evolu-

tionen.

Definition 19:

(A)Wenn E eine Theorien-Evolution ist, dann ist E eine progressive Theo-

rien-Evolution genau dann, wenn VN;,N; € E und i <j folgt, dass
F(1(ND) < F (1(N;))

(B) Wenn E eine progressive Theorien-Evolution ist, dann ist E eine perfekte
Theorien-Evolution genau dann, wenn

VN, € E3N, € E:i < j A A(I(N)) € F (1())

 Die Nutzung der Kiirzel F(I) und A(I) basiert auf den englischen Termini , (con)firmed” fiir
bestatigt und ,,assumed” fiir vermutet.
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Definition 20:

(A)Wenn E eine Theorien-Evolution ist, K, =< Mg, MO, Mgp, GC% GL® > ein
Kern eines Theorie-Elements ist und I, © Mgp, dann ist < K, I, > ein
Kuhnsches Paradigma fiir E genau dann, wenn

VN € E AVT; =< K, I;,G; >€ |N|,
(a) K; eine Kern-Spezialisierung von K| ist,
(b) Iy als paradigmatische Menge fiir I; von G; angesehen wird.

(B) Wenn E eine Theorien-Evolution ist, dann ist E eine Kuhnsche (Paradig-
men-geleitete) Theorien-Evolution genau dann, wenn K, und I, existieren,

sodass < Kj, I, > ein Kuhnsches Paradigma fiir E ist.

Als Spezialfall identifizieren Balzer et al. (1987, S. 223) noch die Kuhnsche Theo-
rien-Evolution im strengen Sinne. Hierbei wird zusatzlich gefordert, dass alle in der
Theorien-Evolution vorkommenden Netze Theorie-Baume sind. Laut Balzer et
al. (1987, S. 223) passt diese Definition eher zu dem, was Kuhn intuitiv unter einer
Fortentwicklung von Theorien im normalwissenschaftlichen Sinne verstanden
hat. Dies stimmt insofern, als das Kuhn von wissenschaftlicher Theorie-Entwick-
lung spricht, deren Theorien in der Regel eine baumahnliche Struktur haben (vgl.
Abbildung 4).

Definition 21: Wenn E eine Kuhnsche (Paradigmen-geleitete) Theorien-Evolution
ist, dann ist E eine Kuhnsche Theorien-Evolution im strengen Sinne, genau dann,

wenn Alle N € E Theorien-Baume sind.

Balzer et al. (1987) diskutieren und formalisieren in ihrem Werk ,,An Architec-
tonic for Science” auflerdem den approximativen Charakter von Theorien und
die globale Struktur von Wissenschaft im Allgemeinen, insbesondere unter ei-
nem formaleren Verstandnis intertheoretischer Verbindungen. Im Rahmen die-
ser Arbeit ist allerdings das in diesem Abschnitt dargestellte Begriffsgeriist aus-
reichend um das Element Wissen der subjektiven Erfahrungsbereiche und des-
sen Weiterentwicklung zu beschreiben und zu diskutieren. Entsprechend wird
fiir die Diskussion des approximativen Charakters und der globalen Struktur

von Wissenschaftlichen Theorien auf Balzer et al. (1987) verwiesen.
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4.4.3 Ontogenese von Wissen im Sinne des ,theory theory“-Ansatzes:
Eine psychologisch-erkenntnistheoretische Beschreibung von Wissensbildung

Balzer et al. (1987, S. xvii, 423) verstehen unter ihrem strukturalistischen Theori-
enkonzept eine Methode Theorien und dessen Entwicklung zu rekonstruieren
und stellen klar, dass sie keine generelle epistemologische Theorie anbieten und
nicht versuchen ,empirisches Wissen” zu definieren. Dies wird besonders deut-
lich an ihrer Methode, intendierte Anwendung pragmatisch tiber paradigmati-
sche Anwendungen und deren Ahnlichkeit zu weiteren Anwendungen zu iden-
tifizieren, die in ihren Worten ,fuzzy” bleibt. Dementsprechend stellt sich die
Frage, inwiefern dieser Ansatz fruchtbar fiir die Beschreibung von subjektivem
Wissen und dessen Entwicklung sein kann. Der , theory theory”-Ansatz von Go-
pnik und Meltzoff (1997) als erkenntnistheoretisch-psychologischer Ansatz kann
hier eine Briicke zwischen wissenschaftlichen Theorien und individuellem Wis-

sen sowie ihren Entwicklungen schlagen.

Dieser , theory theory”-Ansatz wurde bereits als Argument fiir die Nutzung der
Rekonstruktion im Rahmen des strukturalistischen Theorienkonzepts in ver-
schiedenen mathematikdidaktischen Arbeiten (Burscheid & Struve, 2014;
Schlicht, 2016) genutzt. Eine ausfiihrliche Darstellung des , theory theory”-An-
satzes insbesondere fiir die Entwicklung von Kindern im (Vor-)Schulalter findet
sich in Schlicht (2016, S. 35-47). Entsprechend sollen hier, wie auch im Abschnitt
zur Rekonstruktion mithilfe des strukturalistischen Theorien-Konzepts, nur die
Kernideen wiedergegeben werden, wie sie zur Begriindung der Nutzung der Re-
konstruktion mithilfe des strukturalistischen Theorienkonzepts zweckmaf3ig

sind.

Die Entscheidung fiir die Verwendung des ,theory theory”-Ansatzes in dieser
Arbeit ist unter anderem darin begriindet, dass der These von Burscheid und
Struve (2010, S. 38) fiir das Lernen von, insbesondere deklarativem, Wissen ge-

folgt?® wird:

,Lernen [von Wissenselementen; Einfligung G.S.] bedeutet das

Konstruieren von Theorien fiir das addquate Erfassen gewisser

% Allerdings wird in dieser Arbeit die Ansicht vertreten, dass diese These fiir jegliches Lernen
von (deklarativen) Wissenselementen gerade in der Mathematik gilt. Das bedeutet auch, dass es
keine bestimmten Altersgrenzen oder Lebensphasen gibt, in denen die Wissenskonstruktion an-
ders verlauft. Burscheid und Struve (2010, S. 38) grenzen diese These allerdings auf das Lernen
von Mathematik in der Schule ein.
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Phanomene. Dieses kann grundsatzlich auf verschiedene Arten ge-
schehen, ist also durch die Phdnomene keineswegs determiniert.”
(Burscheid & Struve, 2010, S. 38)

Zur Erlauterung dieser These verweisen Burscheid und Struve (2010, S. 39) auf
Gopnik und Meltzoff (1997), die auch an dieser Stelle die Grundlage fiir die kurze
Darstellung des ,,theory theory”-Ansatzes bilden soll, da Gopnik mafigeblich die
(Weiter-)Entwicklung dieser kognitionspsychologisch-erkenntnistheoretischen
Theorie in Zusammenarbeit mit wechselnden Kooperationspartnern angestofien

und weiterverfolgt hat.

Den Ausgangspunkt von Gopniks und Meltzoffs Arbeit bildet ein Riickgriff auf
das alte philosophische Problem, auf welche Weise man ,abstrakte Be-
griffe/Dinge” wie bspw. , Tapferkeit” auf der Basis empirischen Empfindens®”
lernen kann. Sokrates, dem die Behandlung dieses Problems zugeschrieben wird,
und andere Denker*innen, die dem Rationalismus zugeschrieben werden kon-
nen, u.a. Chomsky, l6sen dieses Problem, indem sie die Annahme treffen, solche
,abstrakten Strukturen”'® (Gopnik & Meltzoff, 1997, S. 1) lagen primitiv im Geist
von Menschen vor. Empiristen, wie Aristoteles oder die positivistische Schule,
nehmen dagegen an, dass entweder im Laufe des Lernprozesses solche abstrak-
ten Strukturen gebildet werden konnen oder dass es keinen ,, Weg“1® zu solchen
,abstrakten Strukturen” gibt. Im Spannungsfeld dieser Ansichten legen Gopnik
und Meltzoff (1997, S. 3) die Grundpositionen des , theory theory“-Ansatzes vor:

,The central idea of this theory is that the processes of cognitive
development in children are similar to, indeed perhaps even iden-
tical with, the processes of cognitive development in scientist. Sci-

entific theory change is, after all, one of the clearest examples we

% Gopnik und Meltzoff (1997, S. 1) sprechen hier im Englischen von ,sensory-experience”. Im
Rahmen dieser Arbeit kann dies mit dem Begriff des empirischen Empfindens beschrieben wer-
den.

100 Auch Gopnik und Meltzoff verwenden an der angegebenen Stelle das Konzept von (abstrak-
ten) Strukturen, insofern ist die Passung der bisher gegebenen Theorien, insbes. hinsichtlich der
enaktivistischen Einbettung, gegeben (vgl. 3.1.5, 4.4.2).

101 Meiner Ansicht nach gibt es keine solchen abstrakten Strukturen im Sinne der Rationalisten
und ebenso keinen Weg zu diesen im Sinne der Empiristen. Die ,, Abstraktion” von Strukturen ist
vielmehr ein Kennzeichen der eigenen Auffassung, bzw. Einstellung, gegeniiber bestimmten
Wissenselementen. Und zwar die Loslosung empirisisch intendierter Anwendungen und damit
einer wesentlich breiteren Anwendungsmoglichkeit bzw. Moglichkeit der Verkniipfung von
Wissen (vgl. 5.2).
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know of the derivation of genuinely new abstract and complex rep-
resentations of the world from experience!®. The model of scientific
change might begin to lead to answers to the developmental ques-
tions, and more broadly, might begin to answer Socrates’philo-
sophical question.”

(Gopnik & Meltzoff, 1997, S. 3)

In ihrer Einleitung zum ersten Kapitel formulieren Gopnik und Meltzoff (1997,
S. 11) diese Grundposition noch scharfer. Und zwar, dass die konzeptuellen
Strukturen von Kindern, wie die von Wissenschaftler*innen, Theorien sind und
deren konzeptuelle Entwicklung mit der Entwicklung von Theorien im wissen-
schaftlichen Kontext vergleichbar ist. Insbesondere stellen sie aber, dhnlich zur
Semantik von Theorien bei Balzer et al. (1987), fest, dass auch die semantische
Entwicklung konzeptueller Strukturen von den zugrundeliegenden Theorien ab-

hangt.

Diese Grundposition wird nicht nur rein theoretisch vertreten, sondern an einer
Reihe von experimentellen Studien angewendet (Gopnik & Meltzoff, 1997, S. 3).
Besonders illustrativ ist das Beispiel von Alisson, die den Begriff ,allgone” in
Kontexten anwendet, in denen etwas verschwunden ist, was wiederum bedeutet,
dass wahrend des Sprechakts kein empirisches Referenzobjekt vorliegt. Man
konnte davon sprechen, dass Alisson damit ein Prozessende bezeichnet (Gopnik
& Meltzoff, 1997, S. 4-5).

Ein weiteres Auszeichnungsmerkmal des ,theory theory”-Ansatzes ist die Ver-
wobenheit zwischen der semantischen und kognitiven Entwicklung von Kin-
dern, die von Gopnik und Meltzoff (1997, S. 8) als bidirektional identifiziert wird,
insofern die frithen Bedeutungszuweisungen von Kindern ein gemeinsames Pro-
dukt ihrer eigenen kognitiven Verarbeitung und kognitiven Strukturen sind, die

bereits von Erwachsenen entwickelt und auch tradiert werden!®.

Bei dieser Verwobenheit stellen Gopnik und Meltzoff (1997, S. 17) als Kognitions-
wissenschaftler*innen trotzdem die kognitiven Fahigkeiten derjenigen in den

Vordergrund, die Erkenntnisse in irgendeiner Weise generieren. Somit kommen

102 Vel hier die Argumente fiir die Nutzung der Methode der strukturalistischen Rekonstruktion
(vgl. 4.4.1)

103 Ensprechend der enaktivistischen Grundlegung kann auch hier von der strukturellen Kopp-
lung der kognitiven Strukturen der Kinder und der kognitiven Strukturen Erwachsener, also be-
stimmter Bezugspersonen, einer sozialen Gruppe oder Kultur gesprochen werden.
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sie, auch in Abgrenzung zu anderen Formen der Rekonstruktion wissenschaftli-
cher Aktivitdt, wie etwa einer soziologischen, zu einer Antwort, warum die Wis-
senschaft , korrektes Wissen” im Sinne von in der Realitdt anwendbaren Wissen
erzeugen kann. IThre Antwort lautet, aufgrund der Tatsache, dass die Wissen-
schaft — per Wissenschaftler*in — , psychological devices” (Gopnik & Meltzoff,
1997, S. 17) nutzt, die aufgrund der evolutiondren Entwicklung der Wissenschaft-
Treibenden dazu geschaffen wurden, korrekte Annahmen, Aussagen und Folge-

rungen in Bezug auf ihre Umwelt zu ermdoglichen!®™.

Das Theorie Konzept, das dem ,,theory theory”-Ansatz zu Grunde liegt ist dabei
relativ weit, insofern es verschiedene Konzeptionen von Theorien im Rahmen
der Wissenschaftstheorie zuldsst. Wichtiger als mogliche Rekonstruktionsarten,
bspw. einer Rekonstruktion durch Statements oder Modelle (vgl. 4.4.1), sind fiir
Gopnik und Meltzoff (1997, S. 34-41) strukturelle, funktionale und dynamische
Eigenschaften von Theorien. Diese werden angemessen mit dem strukturalisti-
schen Theorienkonzept erfasst. Ahnlich zur strukturalistischen Rekonstruktion
fordern Gopnik und Meltzoff (1997, S. 35) als strukturelle Eigenschaften von The-
orien die Kohdrenz und die ontologische Bindung von Theorien. Zusatzliche Fi-
genschaften sollen aber auch durch die , Abstraktheit” solcher Theorien gegeben
werden. Diese Eigenschaft kann mithilfe theoretischer Terme beschrieben wer-
den, wobei die Deutung dieser Beschreibung von Eigenschaften eher im Sinne
eines Unterschieds zur Beobachtungssprache vorgenommen wird. Eine weitere
Eigenschaft, die von Gopnik und Meltzoff gefordert wird, ist die Annahme von
kausalen Relationen innerhalb einer Theorie, die gewisse Regelmafiigkeiten in
Daten erzeugt. Unter den funktionalen Eigenschaften von Theorien verstehen
Gopnik und Meltzoff die Mdoglichkeit auf der Basis von Theorien Vorhersagen
und Interpretationen vorzunehmen sowie Erklarungen fiir Phdnomene zu geben.
Dabei meinen Gopnik und Meltzoff mit Vorhersagbarkeit die Offenheit der

104 Gopnik und Meltzoff (1997) diskutieren in diesem Zusammenhang auch die Frage, inwiefern
kiinstliche Intelligenz Wissenschaft treiben kann und verweisen dazu auf die Beobachtung des
menschlichen Wissenschaftsbetriebs. Meiner Ansicht nach ist dieser Transfer einerseits sehr
leicht, andererseits hoch problematisch. Er ist zunachst sehr leicht, da auch die kiinstlichen Mittel,
also Maschinen zur Erfassung der Umwelt, ebenfalls evolutiondren Prozessen unterworfen sind.
Ein einfaches Beispiel zur Illustration ist die historische Genese der Modelle zum Atomaufbau
von Thomson iiber Rutherford und Bohr bis zur modernen Teilchenphysik, die mafigeblich von
der Evolution der genutzten Messtechnik abhing. Auf der anderen Seite ist die Ubertragung, ins-
besondere der Vergleich mit menschlicher Wissenschaftstatigkeit schwierig, da sich die Umwel-
ten und insbesondere der Zugriff auf Umwelten durch kiinstliche Intelligenz stark von mensch-
lichen Umwelten und Zugéangen unterscheiden, zumindest bisher.
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Menge von intendierten Anwendungen, also die Eigenschaft von Theorien iiber
primédr intendierte Anwendungsszenarien hinaus Anwendungen zu finden.
Uber diese Eigenschaft Voraussagen zu machen, unterscheidet Theorien von em-
pirischen Generalisierungen, was von Gopnik und Meltzoff (1997, S. 36) am Bei-
spiel der frithen Astronomie, der Beschreibung der Bewegung von Planeten, aber
nicht deren Ursache, illustriert wird. Unter den funktionalen Eigenschaften der
Interpretation verstehen Gopnik und Meltzoff (1997, S. 37) die Entscheidungsfa-
higkeit auf der Basis von Theorien Belege fiir Theorien von Storfaktoren loszulo-
sen. Zuletzt erklaren Gopnik und Meltzoff (1997, S. 38) die Eigenschaft der Ent-

wicklung einer Erklarung durch folgende Vermutung:

,It may be that what we mean by saying that we’ve explain some-
thing is simply that we can give an abstract, coherent, causal ac-
count of it.”

(Gopnik & Meltzoff, 1997, S. 38)

Zu den dynamischen Eigenschaften von Theorien gehort, dass sie verworfen o-
der verbessert werden konnen (vgl. 4.4). Solche Theoriewechsel (vgl. 4.4.2.3), wie
sie unter anderem von Kuhn (1984) beschrieben und klassifiziert wurden, ma-
chen Theorien iiberhaupt erst zu moglichen Kandidaten zur Beschreibung kog-
nitiver Entwicklung und unterscheidbar von Klassifikationen und Schemata (Go-
pnik & Meltzoff, 1997, S. 39).

Zur Beschreibung kognitiven Verhaltens durch Theorien verweisen Gopnik und
Meltzoff (1997, S. 39-40) auf typische Tatigkeiten, die Wissenschaftler*innen und
—entsprechend der Annahme des , theory theory”-Ansatzes — auch andere Men-
schen mit (Eigen-)Theorien durchfiihren. Dazu gehoren die Priifung von Theo-
rien durch Experimente!®, die Einfiihrung von Hilfshypothesen zur Rettung ei-
ner bestehenden Theorie, sowie die Anwendung einer neuen Theorie und damit

die Priifung des Anwendungsbereichs.

Eine wichtige Frage der Erkenntnistheorie, auf die auch der , theory theory”-An-

satz eine Antwort geben sollte, ist, auf welcher Basis Wissen entsteht, bzw. was

105 An dieser Stelle ist unter dem Experiment ein sehr weiter Begriff zu verstehen. Eine andere
Moglichkeit wire der Begriff der ,, Anwendung von Theorien”. Die Nutzung des Experiment Be-
griffs von Gopnik und Meltzoff scheint aber daher zu rithren, dass im typischen Sprachgebrauch
der Begriff ,, Anwendung der Theorie” in einem gewissen Sinne impliziert, dass die Anwendung
auch erfolgreich ist. Wenn eine Theorie durch ein Experiment verworfen werden soll, sollte das
Ergebnis des Experiments im Widespruch zu den Voraussagen der Theorie stehen.
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den Ausgangspunkt solcher Theorien bildet. Gopnik und Meltzoff (1997, S. 128)
gehen davon aus, dass jedes Kind bei der Geburt initiale Theorie-ahnliche Struk-
turen besitzt. Dies konnte man auch mit dem Begriff , Grundausstattung zur The-
oriebildung” bezeichnen. Dieser evolutiondre Ansatz ist auch aus enaktivisti-
scher Perspektive gerechtfertigt. Die Indizien fiir das Vorliegen einer solchen
,Grundausstattung zur Theoriebildung” sind kognitionspsychologische Studien
mit Kleinkindern, deren Verhalten auch ohne Sprechakte auf solche theoriebil-
denden Tatigkeiten hinweisen (Gopnik, 2012). Zu dieser Grundausstattung ge-
horen neben den dynamischen und funktionalen Eigenschaften der Theorien, die
schon fiir initiale Theorien gelten, auch die Grundannahme, dass andere Men-
schen auf dhnliche Weise Denken und die Welt wie man selbst erleben, sowie die
Fahigkeit verschiedene Sinneseindriicke auch von verschiedenen Sinnesinstru-
menten miteinander zu verkniipfen. Gerade die letztgenannte Fahigkeit hangt
eng mit der Moglichkeit der Imitation zusammen, die Menschen sowohl als Kind

wie auch spater als Erwachsener zu einem so erfolgreichen Lerner macht.

Natiirlich stellen Gopnik und Meltzoff (1997, S. 49) andere Theorien zur Beschrei-
bung kognitiver Entwicklung nicht grundsatzlich in Frage. Ihre empirischen Be-
lege konnen aber zeigen, dass der , theory theory”-Ansatz tragfahig zur Beschrei-
bung der kognitiven Entwicklung und deren Basis auch im prasprachlichen Be-
reich sinnvoll angewandt werden kann, und insbesondere erkenntnistheoreti-
sche Prozesse im Zusammenspiel von Wissen und Erfahrung in Form von Theo-
rien beschreibbar und damit entsprechend des vorherigen Abschnitts auch re-

konstruierbar sind.

4.5 Konsequente Anwendung des SEB-Konzepts im ,,Fall Deborah”

Als Abschluss der Darstellung der Konzeption der subjektiven Erfahrungsberei-
che mit besonderem Fokus auf das spezifische Element des Wissens und dessen
Rekonstruktionsmoglichkeiten mithilfe des strukturalistischen Theorienkon-
zepts soll nun das Konzept der subjektiven Erfahrungsbereiche am bereits be-

kannten Beispiel von Deborah angewendet werden.

In diesem kurzen Interview lassen sich neun methodisch-fragmentarische subjek-
tive Erfahrungsbereiche rekonstruieren. Diese ergeben sich per Definition an-
hand der Struktur der Quelle. In diesem Fall einer Einleitung, vier Turns (Spre-
cherwechsel) zum Interviewer und vier Turns zu Deborah. Anhand der nachfol-

genden Rekonstruktion wird sich zeigen lassen, dass aber eher von drei bis fiinf
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subjektiven Erfahrungsbereichen auszugehen ist, die hier methodisch-iibergeordnet
genannt werden. Diese ergeben sich durch die vom Subjekt explizierten Beziige
oder inhaltlichen Beziigen zwischen den identifizierten methodisch-fragmenta-

rischen subjektiven Erfahrungsbereichen!®.

Tabelle 4: (Ginsburg 1977, S. 150, zit. nach Bauersfeld, 1983)

1 Die neuneinhalbjdhrige Deborah fiihrt auf dem Papier eine schriftliche
2 Addition aus (nebenstehend). Sie beschreibt recht genau, wie die Rech-
3 nung ausgefiihrt wird: Die 3 und die 5 zusammenzadhlen und dann die 1
4 und die 1.” Der Interviewer fragt erganzend:
5 ,l: Woflr stehen die zwei Einsen? 13
6 D:Zwei. +15
7 1: Aber da sind keine ,zwei’, da ist 28. 28
8 D: Dasind zwei Einsen hier und man zahlt sie zusammen.
9 I: Aber fir was stehen die Einsen?

10 D: Wie meinen Sie das? Fir 13 und 15.

11 I: Eins steht fur 13?

12 D: Ich verstehe nicht, was Sie meinen.”

In der Einleitung wird Deborahs Losung der Additionsaufgabe als schriftliche
Addition Kklassifiziert, die sie durchfiihrt und erlautert (vgl. Z. 1-4). Da diese Ak-
tivitat als kohdrent beschrieben wird, ist davon auszugehen, dass sie innerhalb
eines gefestigten subjektiven Erfahrungsbereich von Deborah passiert. Zur ein-
facheren Referenz wird dieser subjektive Erfahrungsbereich SEBp, genannt. Die-
ser umfasst als spezifisches Element zumindest prozedurales Wissen in Bezug
auf die Durchfiihrung (Z. 1-2) und Beschreibung (Z. 2—4) schriftlicher Additio-

nen.

Auch der Interviewer, der sich nach der Durchfiihrung der Rechnung zu Wort
meldet hat einen SEB, hier mit SE B;; bezeichnet, aktiviert und fragt nach der Be-
deutung der ,Einsen” in ihrer Rechnung. Hierbei ist noch nicht klar, welches spe-
zifische Element eines SEB’es bei Deborah angesprochen werden soll, bzw. wel-
ches er anspricht. Mogliche Interpretationen sind, dass er sich auf Wissen oder
prozedurales Wissen bezieht, das sich auf den Kontext des Zahlbegriffs (,,Eins ist

die kleinste natiirliche Zahl”, ,, Zahlen werden durch Ziffern in einem Stellen-

106 Beiden Begriffen wird das Wort ,methodisch” vorgesetzt, da es sich natiirlich nicht um die im
Subjekt vorliegenden subjektiven Erfahrungsbereiche handelt, sondern um die rekonstruierten.
Wie in Abschnitt 4.3.2 erldutert ist eigentlich nur eine Abgrenzung zwischen subjektiven Erfah-
rungsbereichen erkennbar, die einen Bruch im Verhalten oder der Interaktion des Subjekts zei-
gen, oder eine Verbindung von SEB, wenn diese Verbindung vom Subjekt expliziert wird.
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wertsystem dargestellt”, ...) oder der Addition (stellenweises Addieren, Teil-
summenbildung, ...) bezieht. Aufierdem konnte dieser (in einem anderen Kon-
text, mit einem anderen Gesprachspartner) eine Diskussion tiber den mathema-
tischen Habitus der Interaktionspartner initiieren (ontologischer Status der Ein-

sen, symbolischer Umgang mit Einsen im Additionsverfahren, ...).

Deborah antwortet, innerhalb ihres SEBj;, konsistent mit dem Wort ,Zwei”,
welche das Ergebnis der schriftlichen stellenweisen Addition ist, was somit die
Rolle der Einsen im schriftlichen Additionsprozess deutlich macht, also proze-
durales Wissen tiber den Umgang mit den Ziffern im schriftlichen Algorithmus

indiziert.

Der Interviewer bezieht sich direkt auf die Aussage von Deborah und stellt fest,
dass dort keine , zwei sei”, sondern 28 (vgl. Z. 7). Diese Aussage lasst darauf
schliefSen, dass er auf den , Stellenwert” (das spezifische Element Wissen) fokus-
siert, also einen subjektiven Erfahrungsbereich zum Stellenwert von Zahlen ak-
tiviert hat, in denen Ziffern innerhalb einer Perspektive auch einen Stellenwert
haben. In diesem Fall die Zehnerstelle. Diese Interpretation legt auch Bauersfeld
in seiner Analyse nahe (vgl. 3.2.2). Entsprechend kann nun auch riickblickend
die erste Aussage wofiir die ,Einsen” stehen entsprechend gedeutet werden,
auch wenn es zuvor verschiedene Interpretationsmoglichkeiten gab'?”. Entspre-
chend dieser Deutung wird diese Aussage noch immer innerhalb des SEB;; ver-

ortet.

Nach dieser Aussage des Interviewers bekréftigt Deborah ihre Perspektive auf
das Problem, indem sie die Funktion der Ziffern in der schriftlichen Addition
ausfiihrlich erlautert. In der spaltenweisen Betrachtung stehen zwei Einsen, die
dann entsprechend des Algorithmus , zusammengezahlt” werden. Interessant ist
an dieser Stelle, dass sie nicht sagt, dass sie selbst Zahlen so zusammenrechnet,
also im zweiten Teil des Satzes nicht sagt ,,ich zdhle sie zusammen”, sondern da-

von spricht, dass ,,man sie zusammenzahlt”. Entsprechend ist diese Aussage dem

107 Ein solches Verfahren der Antizipation verschiedener Interpretation im Rahmen einer Se-
quenzanalyse sowie deren Bestdtigung durch Daten nachfolgender Sequenzen gehort zur Metho-
dologie der objektiven Hermeneutik. Wie bereits in den theoretischen Grundlagen dargelegt,
folge ich nicht dem Anspruch der objektiven Hermeneutik, die als Ziel ihrer Rekonstruktion ,,ob-
jektive Bedeutungsstrukturen” setzt (Oevermann, 2002, 1, S. 5-6). Die Methode der Sequenzana-
lyse ist dennoch sehr hilfreich, auch wenn ich die Objektivitdt von Bedeutungsstrukturen aus der
objektiven Hermeneutik nicht teile.
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mathematischen Habitus von Deborah zuzuordnen, in der sie auf typische Hand-
lungsweisen beim Mathematik machen, also das was ,, Mathematiker*innen ma-
chen” verweist. Da Sie immer noch innerhalb ihrer Perspektive der schriftlichen
Addition bleibt kann auch hier davon gesprochen werden, dass sie im gleichen
SEBp; verbleibt.

Der Interviewer verbleibt — vermutlich auch im Folgenden — ebenfalls in SEB);,
da er seine Ausgangsfrage wiederholt. (Z. 9). Das ,, Aber” zu Beginn des Satzes
kann allerdings auch darauf hindeuten, dass der Interviewer meint, Deborah
wiirde lediglich ihre Erklarung der schriftlichen Addition aus der Einleitung wie-
derholen. Diese Einschatzung trifft insofern nicht zu, da Deborah ihren mathe-
matischen Habitus und im speziellen ein Norm-Verhalten beschreibt als Reak-
tion auf das Auftreten einer solchen Aufgabe. Genau wie bei der ersten Frage des
Interviewers ist allerdings nicht klar, welches spezifische Element bzw. welcher
subjektiver Erfahrungsbereich von Deborah durch seine/ihre Initialfrage akti-

viert werden sollte.

Deborah wechselt nun den subjektiven Erfahrungsbereich zu SEBp,. Dies wird
explizit durch ihre Indizierung des wahrgenommenen Deutungskonflikts ,Wie
meinen Sie das?” (Z. 10). Offenbar ist sich Deborah im Klaren, bzw. handelt aus
Erfahrung so, dass, wenn ihr bisheriger SEB nicht zu einer Losung fiihrt, ein
Wechsel des SEB‘es angemessen ist. Dieser SE B, ermdglicht somit eine Offnung
der Perspektive und eine Antizipation der Perspektive des Interaktionspartners,
bei der Deborah den Interviewer (vgl. Z. 7) imitiert, indem sie sagt ,fiir 13 und
15” (Z. 10) analog zu ,, Aber da sind keine zwei, da ist 28" (Z. 7). Diese Antizipa-
tion der Perspektive ist am ehesten den spezifischen Elementen der , Wertung”
oder der ,Ich-Identitat” zuzuordnen, da sie einerseits die Interaktion als Miss-
verstandnis bewertet und andererseits durch Verwendung des Personalprono-

mens ,,Sie” ihre Identitdt von der des Interviewers klar abgrenzt.

Der Interviewer formuliert eine weitere unklare Frage'® (vgl. Z. 11), die wie die
Fragen zuvor nicht eindeutig klassifiziert werden kann. Interessant ist hierbei
aber, dass er die Imitation von Deborah nicht als passend zu seiner Perspektive

erkennt, insofern er eine dhnliche Sprechweise in Zeile 7 selbst verwendet. Dies

108 Bauersfeld gibt verschiedene Interpretationsmoglichkeiten an, als Resignation des Intervie-
wers, herausfordernde Ironie, oder Denkanstof$ (vgl. 4.3.2). Aufgrund des Vorliegens der Quelle
in Textform, und dem Ende des Textauszugs kann {iiber die Intention der Frage keine genaue
Aussage getroffen werden.
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konnte ein Indiz dafiir sein, dass er den subjektiven Erfahrungsbereich wechselt,
also ein SE By, vorliegt oder die Perspektiven seines SEB;; so eng sind, dass er

Deborahs Antwort nicht mit seiner Perspektive tiberein bringen kann.

Nach dem letzten Turn bekraftigt Deborah ihr Unverstandnis indem sie erneut,
aber jetzt mit deutlichem Bezug auf ihre Ich-Identitat sagt ,Ich [Herv. G.S.] ver-
stehe nicht, was Sie [Herv. G.S.] meinen.”. Leider hort an dieser Stelle das Tran-
skript auf, weswegen nicht klar dargelegt werden kann, ob und wie die Deu-
tungsdifferenz behoben wird. Entsprechend ist auch nicht klar feststellbar, ob
Deborah einen neuen SEB, dann SEBp;, aktiviert oder im vorangehenden, reflek-
tierenden SE Bp, verbleibt.

Es mag an dieser Stelle verwundern, dass in der Rekonstruktion vornehmlich auf
spezifische Elemente eingegangen wurde, die nicht das Wissen von Deborah o-
der dem des Interviewers im Sinne des Strukturalismus rekonstruieren. Dies hat
zwei Griinde. Einerseits ist die Passage sehr kurz, was die strukturalistische Re-
konstruktion sehr vage machen wiirde, andererseits dhnelt Deborahs Verhalten
beim schriftlichen Addieren demjenigen von Miriam, welches von Lawler (1981,
S. 4, 14ff.) als Operieren in der Papiersummen-(Mikro-)welt identifiziert wurde.
Eine Rekonstruktion dieser Papiersummenwelt im strukturalistischen Sinne liegt
bereits von Burscheid und Struve (2018, S. 95-98) vor, auf die an dieser Stelle

verwiesen wird.

An diesem Beispiel wird besonders deutlich, dass zwar die spezifischen Ele-
mente eines/oder mehrerer) SEB’es/SEB‘e relativ leicht zu identifizieren sind,
dass aber ein Wechsel der SEB‘e und damit die Abgrenzung von SEB‘en nur re-
lativ schwierig zu rekonstruieren ist. Kennzeichen eines Wechsels von SEB’en,
die total, koharent und abgeschlossen sein sollen (vgl. 4.2.1), sind ein plotzlicher
Bruch im Diskurs oder Monolog, der zumindest von einem Subjekt expliziert
werden muss, dies kann auch affektiv erfolgen. Ein solcher Bruch findet sich in
der Nachfrage von Deborah, weshalb zumindest drei verschiedene SEB herange-

zogen werden konnen.






5 Auffassungen: Cluster subjektiver Erfahrungsbereiche

Die Grundbegriffe der Forschungshypothese (vgl. Einleitung) und aller darauf-
folgender Forschungsfragen bilden die Konzepte , Auffassung”, , Auffassungs-
wechsel”, , empirisch-gegenstandliche Auffassung von Mathematik” und ,for-
mal-abstrakte Auffassung von Mathematik”. Gerade die letzten Begriffe verwei-
sen auf die Spezifitat der zu untersuchenden Auffassungen iiber bzw. von einer
Wissenschaft. Im Rahmen dieses Abschnittes sollen diese Konzepte und ihre the-
oretischen Grundlagen erlautert werden, wobei die Besonderheit dieser Darstel-
lung darin liegt, dass das Auffassungskonzept durch die Theorie subjektiver Er-
fahrungsbereiche grundgelegt wird und zwar als Cluster subjektiver Erfahrungs-
bereiche innerhalb der society of mind (vgl. 4.2). Vor allem in Untersuchung
5 (vgl. 10) wird sich zeigen, dass das Auffassungskonzept leichter mit den vor-
liegenden Forschungsdaten in Verbindung gebracht werden kann als das Kon-

zept subjektiver Erfahrungsbereiche.

5.1 Definition von Auffassungen

Der Begriff der Auffassung oder des Belief-Systems gehort zwar zu einem etab-
lierten Begriff innerhalb der mathematikdidaktischen Forschungslandschaft, der
insbesondere im Bereich metakognitiver Prozesse beim Mathematiktreiben und
-lernen fruchtbar genutzt wird, dennoch findet sich noch immer keine allgemein
akzeptierte Definition des Begriffs ,Auffassung”, ,Belief-System” oder ,Welt-
bild”, die zum Teil synonym oder stark unterschiedlich verwendet werden. So
gibt Rolka zu Beginn ihrer Dissertation einen Uberblick iiber das ,babylonische
Sprachgewirr” innerhalb der Mathematikdidaktik bei der Bezeichnung von Auf-
tassungen. Es wurden viele Begriffe, bspw. ,, Auffassungen”, ,Beliefs”, , Belief-
Systeme”, , Weltbilder”, ..., fiir gleiche oder dhnliche Phianomene verwen-
det (Rolka, 2006, S. 2). Die Feststellung dieses Sprachgewirrs wurde bereits in
Pehkonens Arbeit ,Pupils’ view of mathematics: Initial report for an internatio-
nal comparison project” (Pehkonen, 1995) erwahnt und scheint bis heute zu be-
stehen (bspw. Braunling, 2017, S. 51). Besonders interessant an Pehkonens Arbeit
ist dessen Verweis auf die deutschen Sprechweisen wahrend der Entstehungszeit
seiner Arbeit, da die mathematikdidaktische Diskussion vornehmlich vom Be-
griff der , subjektiven Theorien” gepragt wurde, deren zentraler Begriff laut Peh-
konen (1995, S. 10f.) der der , subjektiven Erfahrungsbereiche” (Bauersfeld, 1983)

ist.
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Diese Idee der Verkniipfung von ,, Auffassungen” und , subjektiven Erfahrungs-
bereichen”, die bei Pehkonen nur angedeutet wurde, soll nun systematisch dar-
gestellt werden, indem gezeigt wird, dass das Konzept der subjektiven Erfah-
rungsbereiche aus einer theoretischen Perspektive gut als konstituierendes Ele-

ment von Auffassungen oder Belief-Systemen'® gelten kann.

Bauersfelds (1983) Konzept subjektiver Erfahrungsbereiche zeichnet sich
dadurch aus, dass Erfahrungen nicht-hierarchisch, kumulativ und entsprechend
der situativen Bindung in deutlich getrennten subjektiven Erfahrungsbereichen
vorliegen (vgl. 4.2). Dabei sind die spezifischen Elemente der subjektiven Erfah-
rungsbereiche Sinnzuschreibungen, Sprache, Handlungsmoglichkeiten, verflig-
bare Routinen, Bedeutungen fiir das Ich, usw. (vgl. 4.1). Die subjektive Wahrneh-
mung einer Situation erfolgt durch die Aktivierung eines subjektiven Erfah-
rungsbereichs, wobei die iibrigen subjektiven Erfahrungsbereiche innerhalb der

society of mind unterdriickt werden (vgl. 4.2.2).

Vergleicht man Bauersfelds Modell mit Schoenfelds theoretischem Rahmen in
seinem Werk , Mathematical Problem Solving” (Schoenfeld, 1985) oder dem Ka-
pitel , Learning to think mathematically: Problem Solving, Metacognition, and
sense making in mathematics” (Schoenfeld, 1992, S. 334-370) findet man einige
Parallelen. Schoenfeld identifiziert fiinf Aspekte der Kognition, die generell ak-
zeptiert seien (Schoenfeld, 1992, S. 348):

e The knowledge base

e Problem solving strategies
e Monitoring and control

e Beliefs and affects

e DPractices

Den Begriff der Beliefs bringt Schoenfeld mit dem Begriff ,mathematical world

view” zusammen. Dieser mathematical world view kann als Belief-System auf-

109 Auch wenn im Folgenden der Begriff der Auffassung verwendet wird, passt der Begriff , Be-
lief-System”, vom Begriffsnamen her besser zur Konzeption, da dieser sich daraus konstituiert,
dass eine Person verschiedene Beliefs hat und dieses zu einem System zusammengefasst werden
konnen. Ein Nachteil dieses Begriffsnamen ist der, dass der Teilbegriff , Belief” ebenso vielfaltig
verwendet wird und keine allgemeingiiltige Definition vorliegt. Dies fiihrte zur Entscheidung
den Begriff der , Auffassung” zu verwenden, der zwar ebenso verschiedene Konnotationen be-
sitzt, aber im Sinne der im Folgenden dargestellten Definition zu verstehen ist.
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gefasst werden, das mehrere Beliefs tiber Mathematik vereinigt. Schoenfeld iden-
tifiziert diese Belief-Systeme als fundamental fiir das generelle Verhalten von
Menschen in mathematischen Situationen (Schoenfeld, 1985, S. 186).

Sein Verstandnis des Begriffs Belief scheint in seinem generellen Anspruch der
Begrenztheit und , deutlichen Trennung” der subjektiven Erfahrungsbereiche zu
widersprechen. Allerdings fordert Schoenfeld nicht, dass Beliefs die subjektive
Wahrnehmung einer spezifischen Situation charakterisieren, sondern diese
Wahrnehmung vielmehr formen. Betrachtet man welche spezifischen Elemente
der subjektiven Erfahrungsbereiche mit Schoenfelds Begriff der Beliefs oder Be-
lief-Systeme als mathematische Weltbilder vertraglich sind, scheinen die Ele-

mente ,,Sinnzuschreibung” und , Bedeutung fiir das Ich” besonders geeignet.

Die Verkniipfung beider Modelle kann unter Beachtung der Trennung verschie-
dener subjektiver Erfahrungsbereiche und der Generalitit von Beliefs oder Be-

lief-Systemen folgendermaflen erfolgen:

Ein Belief-System verweist auf verschiedene subjektive Erfahrungsbereiche, die
gleiche oder dhnliche Perspektiven und Funktionen fiir das Subjekt beinhalten (vgl.
Abbildung 5). Die Zusammenfassung rekonstruierter subjektiver Erfahrungsbe-
reiche zu Belief-Systemen anhand einer identifizierten Gleichheit oder Ahnlich-
keit erfolgt durch eine Beobachter*in des Subjekts (vgl. 3). In dieser Arbeit wird
diese Identifikation durch die Sprechweise beschrieben, dass Belief-Systeme ge-
wisse subjektive Erfahrungsbereiche zusammenfassen. Eine Moglichkeit, diese
Beobachtung zu prazisieren, liegt darin festzulegen, dass Belief-Systeme eines
Subjekts Aquivalenzklassen subjektiver Erfahrungsbereiche bilden'?. Der Begriff

der Auffassung entspricht in dieser Konzeption dann der des Belief-Systems.

110 Eine symbolische Formalisierung der subjektiven Erfahrungsbereiche s;,i € N innerhalb der
society of mind X sowie deren Zusammenhang in Form von Auffassungen A,,,m € N als Aqui—
valenzklassen der Aquivalenzrelation @ kann dann folgendermafen erfolgen:

1. acXxX

2. Vs; €Xi(s;,s) €Ea

3. Vs;, s € Lt (si, sj) Ea= (s]-, si) Ea

4. Vs;,s;, s €3 (s,5;) €Ean(sy,sp) Ea=(si,s0) €a
Fiir die empirische Auswertung liegt der Fokus allerdings nicht auf der Rekonstruktion aller
Aquivalenzklassen, respektiven Auffassungen, sondern vielmehr in der Frage welche Aquiva-
lenzklasse vorliegt, d.h., welche Auffassung dem Subjekt zugeschrieben werden kann. Fiir diese
Zuschreibung reicht dann entsprechend iiblicher Beschreibungen von Aquivalenzklassen ein Re-
prasentant der Aquivalenzklasse.
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Diese Formalisierung des Konzepts der Belief-Systeme ist gerade hinsichtlich des
Nutzens fiir die empirische Feststellung solcher Auffassungen sinnvoll, indem
ein (subjektiver) Erfahrungsbereich eines Subjekts rekonstruiert wird, dessen
Perspektiven und Funktionen auf eine bestimmte Auffassung hindeuten. Treten
bei der Beobachtung des Subjekts nur bestimmte Funktionen und Perspektiven
in verschiedenen Erfahrungsbereichen auf, lasst sich davon sprechen, dass einem

Subjekt eine bestimmte Auffassung zugeordnet werden kann.

Abbildung 5: Diagramm zu verschiedenen SEB'en (schwarz, violett und blau gefiillte
Figuren) innerhalb der ,society of mind" (gesamtes gelbes Polygon) und
verschiedene indizierte Auffassungen (gestrichelte Polygone).

Diese theoretische Fundierung des Auffassungskonzepts ermoglicht interessante
Deutungen der bisherigen Belief-Forschung und ihrer Ergebnisse. Ein Beispiel
tiir eine solche Deutung soll kurz am Beispiel der bekannten Untersuchung von
Grigutsch, Raatz und Torner (1998) zu ,, Einstellungen gegeniiber Mathematik bei
Mathematiklehrern” dargestellt werden. Bei der Untersuchung handelt es sich
um einen Multiple Choice Test, der 77 Items mit flinfstufiger Likert-Skala bein-
haltet und mithilfe der Faktoranalyse ausgewertet wurde. Die Erhebung umfasst
insgesamt 310 von Lehrer*innen ausgefiillte Fragebogen. Die Faktoranalyse
ergab vier Faktoren. Die den Faktoren zugeordneten Items wurden bei der Kon-
struktion auf der Basis von Uberlegungen zu vier Dimensionen von Mathematik
— dem Formalismus-Aspekt, dem Anwendungs-Aspekt, dem Prozess-Aspekt
und dem Schema-Aspekt — entwickelt. Dass dieses Ergebnis trotzdem neue Er-
kenntnisse iiber Einstellungen von Lehrerinnen und Lehrern ermdglicht, disku-

tieren die Autoren ausfiihrlich in Abschnitt 3.6.1 ihres Fazits (Grigutsch et al.,
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1998, S. 21). Fiir den Zusammenhang von Belief-Systemen und subjektiven Er-
fahrungsbereichen ist aber wesentlich interessanter, welche personlichen
Griinde die Autoren zur Auswahl der vier Dimensionen auf theoretischer Ebene

angegeben haben:

,1. Wir glauben, daf$ [sic!] diese vier Aspekte die zentralen und
strategischen Elemente von mathematischen Weltbildern sind.
Moglicherweise ist dies ein Ausdruck unseres eigenen Weltbildes.
Aber vielfaltige Beobachtungen — die sicherlich auch selektiv von
unseren eigenen Einstellungen gelenkt werden — zeigten uns, daf3
[sic!] das Denken tiber Mathematik und Mathematikunterricht oft-
mals in diesen vier Dimensionen erfolgt.”

(Grigutsch et al., 1998, S. 13)

Hier geben Grigutsch et al. auf der Basis ihrer Reflexion ihre eigene Auffassung
vom Zusammenhang zwischen ihrer subjektiven Wahrnehmung und ihrer Ein-
stellung hinsichtlich wichtiger Aspekte mathematischer Weltbilder wieder. Un-
ter Verwendung des Konzepts der subjektiven Erfahrungsbereiche eroffnet sich
die Perspektive auf diese Reflexion, dass im Rahmen dieser Reflexion ein tiber-
geordneter subjektiver Erfahrungsbereich konstruiert wird, der auf verschiedene
Erfahrungen anderer subjektiver Erfahrungsbereiche zuriickgreift, in denen die
Autoren ,Denken iiber Mathematik und Mathematikunterricht” (Grigutsch et
al., 1998, S. 13) wahrgenommen haben. Hierbei scheint zunachst offen zu sein, ob
Grigutsch et al. subjektive Erfahrungsbereiche konsekutiv aktiviert haben oder
bereits iiber einen iibergeordneten subjektiven Erfahrungsbereich verfiigen, der
einen Uberblick {iber die verschiedenen Aspekte der Weltbilder ermdglicht. Un-
ter Berticksichtigung der Eigenschaft der deutlichen Trennung von subjektiven
Erfahrungsbereiche kann eine solche Reflexion verschiedener Aspekte von Welt-
bildern oder Aspekten von Weltbildern nur dann kommuniziert werden, wenn
ein iibergeordneter subjektiver Erfahrungsbereich vorliegt, der alle Perspektiven
zugleich erfahrbar werden lasst (vgl. 4.2). Entsprechend wiirde man bei Grigut-
sch et al. davon sprechen, dass die Auffassung iiber Mathematik vielfaltig ist,
insofern sie in der Mathematik den Formalismus-Aspekt, den Anwendungs-As-
pekt, den Prozess-Aspekt und den Schema-Aspekt beriicksichtigt und zwischen
diesen Unterscheidungen und Verbindungen erkennt. Zugleich setzt diese Be-

schreibung auf der Basis des theoretischen Modells der subjektiven Erfahrungs-
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bereiche voraus, dass diese Aspekte in verschiedenen subjektiven Erfahrungsbe-
reichen erfahren wurden, was nicht ausschlieft, dass einige Aspekte innerhalb

des gleichen subjektiven Erfahrungsbereichs erworben wurden.

Daher muss, entsprechend der hier vorgenommenen theoretischen Konzeption,
eine Reflexion eigener Auffassungen, die verschiedene Perspektiven berticksich-
tigt, immer auf der Basis eines tibergeordneten subjektiven Erfahrungsbereiches

erfolgen.

Neben dieser Moglichkeit, mithilfe des Konzepts der subjektiven Erfahrungsbe-
reiche verschiedene Komplexitatsstufen!'! von subjektiven Erfahrungsbereichen,
Auffassungen und deren Reflektion zu identifizieren, gibt es weitere Vorteile der
Grundlegung des Auffassungsbegriffs mithilfe des Konzepts subjektiver Erfah-
rungsbereiche. Diese Vorteile werden in den nachfolgenden Begriffsklarungen
deutlich.

5.2 Empirisch-gegenstandliche und formal-abstrakte Auffassungen

,Es gibt keine allgemeinen Begriffe, Strategien oder Prozeduren.
Man (das Subjekt [Anm. GS: oder Tréager]) kann sie allgemein den-
ken, aber sie sind nicht allgemein verfiigbar, d.h. nicht bereichsun-
abhangig aktivierbar.”

(Bauersfeld, 1985, S. 17)

,Den unterrichtsmethodischen Entwiirfen und tiblichen Unter-
richtspraktiken lassen sich zundchst oberfldchlich nach den ver-
schiedenen zugrundeliegenden Erwartungen zwei Veranschauli-
chungsmodelle zuordnen, ein Abstraktions-Modell [Herv. im Origi-

nal] und ein Ubertragungs-Modell [Herv. im Original]:

Beim Abstraktionsmodell wird vom Schiiler erwartet, daf$ er das
Gemeinsame zwischen zwei oder mehr SEB’en auf dem Wege tiber
Strukturvergleiche durch Weglassen des mathematisch Irrelevan-

ten erkennt.

111 An dieser Stelle ist mit Komplexitédtsstufen gemeint, wie viele Perspektiven in einem subjekti-
ven Erfahrungsbereich oder einer Auffassung vorliegen. Dies meint nicht, dass der Erwerb ge-
wisser oder vieler Perspektiven und Funktionen von subjektiven Erfahrungsbereichen a priori
und fiir alle Individuen schwieriger ist als andere oder weniger Perspektiven. Somit sind die
Komplexititsstufen ein deskriptives Mafs.
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Beim Ubertragungsmodell hingegen soll der Schiiler unmittelbar,
die in einem bestimmten SEB gelaufigen Perspektiven und Funkti-
onen (oder Teile davon) auf eine Darstellung der zu erkldarenden
mathematischen Struktur {ibertragen, indem er mit der Darstellung
so handelt, als ob es der bestimmte (vertraute) SEB sei. (Es hatte
deshalb auch , Transfer-Modell heifSen konnen.)”

(Bauersfeld, 1983, S. 34)

Nach der Definition des Begriffs Auffassung im Rahmen dieser Arbeit als Aqui-
valenzklasse subjektiver Erfahrungsbereiche im vergangenen Abschnitt geht es
nun darum bestimmte, fiir diese Arbeit relevante Auffassungen zu beschreiben
und voneinander abzugrenzen. In der Forschungshypothese und den daraus fol-
genden Forschungsfragen werden die Begriffe einer , empirisch-gegenstandli-
chen” und einer ,formal-abstrakten” Auffassung von Mathematik verwendet.
Neben der Definition beider Begriffe soll auch gezeigt werden, inwiefern beide
Begriffe dichotom sind. In den Untersuchungen 1 (vgl. 6) und 2 (vgl. 7) soll mit-
hilfe dieses Begriffspaars der Ubergang zur modernen Wahrscheinlichkeitsrech-
nung aufgezeigt werden. In den Untersuchungen 3 (vgl. 8) und 4 (vgl. 9) wird
dann gezeigt, welche Rolle empirisch-gegenstandliche und formal-abstrakte
Auffassungen fiir den Ubergang von der Schule zur Hochschule spielen kénnen.
In Untersuchung 5 (vgl. 10) wird abschlieflend dieses Begriffspaar dazu genutzt,
die Auffassung des Studierenden zu klassifizieren aber auch dessen Reflexion

des eigenen Ubergangs zu beschreiben.

Die empirisch-gegenstandliche Auffassung war bereits Gegenstand vielfaltiger
Forschungsarbeiten (Struve, 1990; Witzke, 2009; Schlicht, 2016). Die formal-abs-
trakte Auffassung war in diesen Arbeiten zwar haufig implizit vorausgesetzt,
eine explizite Abgrenzung wurde aber in keiner der mir bekannten Arbeiten bis-
her vorgenommen. Was fiir mich insofern verwunderlich ist, da die Fragen, ob
Abstraktionsprozesse stattfinden und wenn ja, auf welche Weise sowie die Frage
welchen Status mathematische Begriffe haben, schon seit jeher einer der zentra-
len Themen der Grundlagenforschung der Mathematikdidaktik und Philosophie
der Mathematik waren. Diese Problematik wird besonders deutlich in den bei-
den Eingangszitaten, in denen Bauersfeld im ersten Zitat unter Verweis auf Sei-
ler (1973) und im zweiten unter Verweis auf seine eigene Konzeption der subjek-
tiven Erfahrungsbereiche die Problematik der Begriffe , allgemeine Begriffe” und

,Abstraktion” in der Mathematik und mathematischem Lernen problematisiert.
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Gerade das erste Zitat entspricht am ehesten dem, was im Folgenden unter einer
formal-abstrakten Auffassung verstanden wird, namlich nicht die Ontologiefrei-
heit von Entitdten, die durch formal-abstrakte Begriffe beschrieben werden, son-
dern die Fahigkeit eines Subjekts Begriffe und die durch sie bezeichneten Entita-

ten ontologie-frei zu denken (vgl. 5.2.2).

5.2.1 Die empirisch-gegenstandliche Auffassung
Der Begriff der ,empirisch-gegenstandlichen” Auffassung von Mathematik lasst
sich auf Schoenfelds Analyse von Problemldseprozessen von Schiiler*innen zu-

riickfithren, wobei er den Schiiler*innen eine empirische Auffassung zuschreibt:

, The empiricist axioms that provide the ‘belief structure” underly-

ing the model are as follows.

Axiom 1 Insight and intuition come from drawings. The
more accurate the drawing, the more likely one

is to discover useful information in it.

Axiom 2 Two factors dominate in generating and rank
ordering hypotheses for solution. They are (1)
the ‘intuitive apprehensibility” of a solution
and (2) the perceptual salience of certain phys-

ical features of the problem. [...]

Axiom 3 Plausible hypotheses are tested seriatum: Hy-
pothesis 1 is tested until it is accepted or re-

jected, then Hypothesis 2, and so forth.

Axiom 4 Hypothesis verification is purely empirical.
Constructions are tested by implementing
them. A construction is correct if and only if
performing it provides the desired result

(within some tolerance set by the individual).

Axiom 5 Mathematical proof is irrelevant to both the

discovery and [...] verification processes.”
(Schoenfeld, 1985, S. 161)

Die Verkniipfung zum bisherigen Theoriegeriist von Auffassungen als Aquiva-

lenzklassen subjektiver Erfahrungsbereiche erfolgt folgendermafsen:
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Die Perspektiven und Funktionen des subjektiven Erfahrungsbereiche beziehen
sich auch auf die Sprache, Routinen und Handlungsmoglichkeiten des Subjekts
innerhalb des subjektiven Erfahrungsbereichs. Diese letzten drei Elemente kon-
nen als spezifisches Wissen des subjektiven Erfahrungsbereichs zusammenge-
fasst werden, @hnlich zu Schoenfelds Grundwissen (Schoenfeld, 1985). Entspre-
chend der Darstellung im Abschnitt 4.4 zum strukturalistischen Theorienkon-
zept und dem ,theory theory”-Ansatz kann solches Wissen analog zu wissen-
schaftlichen Theorien rekonstruiert werden. Lernprozesse als Erweiterung von
spezifischem Wissen kénnen so als Verdanderungen von Theorien verstanden
werden. Betrachtet man Theorien aus wissenschaftstheoretischer Perspektive,
stellt sich die Frage nach dem Anwendungsbereich, oder nach ihren , intendier-
ten Anwendungen” (vgl. 4.4.2.1). Handelt es sich um eine empirische Theorie,
sind die Anwendungsbereiche empirischer Natur, d.h. ein Teil der Perspektiven

haben eine empirische Referenz und sind somit sinnlich erfahrbar.

Die sinnliche Erfahrung und damit auch die Bedeutung des Begriffs ,, empirisch”
meint tiblicherweise, wie auch in den vorangehenden Abschnitten beschrieben,
auf (Vor-)Erfahrung beruhend. Meistens sind damit ausschliefilich sinnliche Ex-
fahrungen, wie Sehen, Horen, Riechen, Schmecken und Fiihlen gemeint. Fragen
zu solcher Wahrnehmung zwischen betrachteter Entitat und Umwelt wurden be-
reits in Form struktureller Kopplungen im Abschnitt zum Enaktivismus darge-
stellt (vgl. 3.1.3). Wichtig fiir das Verstandnis der hier entwickelten Definition
einer empirisch-gegenstandlichen Auffassung ist, dass zusatzlich zu den soeben
genannten klassischen sinnlichen Erfahrungen auch Intuitionen, bspw. im Sinne
von Vorstellungsbildern oder , inneren Anschauungen”, zu den sinnlichen Er-
fahrungen zugerechnet werden. Im Rahmen der Hintergrundtheorie des Enakti-
vismus ergeben sich diese durch interne strukturelle Kopplungen meta-zellula-
rer Systeme (vgl. Abschnitt 3.1.4).

Kann das spezifische Wissen von subjektiven Erfahrungsbereiche als empirische
Theorie, empirisch im soeben beschriebenen Sinne, rekonstruiert werden, so sind
einige erfahrene Entitaten empirischer Natur und Teil der Perspektive des sub-
jektiven Erfahrungsbereichs in Form bestimmter intendierter Anwendun-
gen (vgl. 4.4.2.1). Im Folgenden wird dies mit dem Begriff empirischer subjektiver

Erfahrungsbereich bezeichnet.

Stellt eine Beobachter*in fest, dass ein Subjekt in der Regel nur empirische sub-

jektive Erfahrungsbereiche in gewissen — von der Beobachter*in identifizierten —
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Kontexten aktiviert, wiirde diese dem Subjekt mit Bezug auf den identifizierten

Kontext!'? eine empirisch-gegenstandliche Auffassung zuschreiben.

Eine solche empirisch-gegenstandliche Auffassung kann von Mises (1931) im
Kontext seines Werkes ,, Vorlesungen aus dem Gebiete der angewandten Wissen-
schaft 1. Band Wahrscheinlichkeitsrechnung” im Rahmen seiner Wahrscheinlich-
keitstheorie zugeschrieben werden. Dies wird im Rahmen von Untersuchung 1
deutlich (vgl. 6).

5.2.2 Die formal-abstrakte Auffassung

Entsprechend der Erlduterung im vergangen Abschnitt zur ,empirisch-gegen-
standlichen Auffassung von Mathematik” und iiblichen Sprechweisen vom , For-
malen” oder , Abstrakten” der Mathematik, konnte angenommen werden, dass
sich eine formal-abstrakte Auffassung von Mathematik dadurch kennzeichnet, dass
in der Regel nur nicht-empirisch-gegenstandliche subjektive Erfahrungsbereiche
in gewissen Situationen aktiviert werden wiirden, d.h. mit Perspektiven, die
keine empirischen Referenzobjekte haben. Es ist fraglich, ob es solche nicht-em-
pirisch-gegenstandlichen subjektiven Erfahrungsbereiche tiberhaupt gibt (Ro-
denhausen, 2010). Dies ist aber nicht die Bedeutung der , formal-abstrakter Auf-
fassung von Mathematik”, die hier angestrebt ist. Vielmehr folgt man Hilberts
zugeschriebenen Worten ,, man solle jederzeit anstatt Punkte, Geraden und Ebe-
nen, Tische, Stiihle und Bierseidel sagen konnen”!® sehr genau, die nicht die em-
pirische Deutung oder Interpretation einer mathematischen Theorie ausschliefst
sondern diese bewusst in der Betrachtung der Theorie aufien vor lasst. Fiir Hil-
bert ist diese Betrachtung keine Form des sog. ,Spielformalismus”, sondern no-
tig, um die aus seiner Sicht erkenntnistheoretischen Grundlagen der Mathematik

offenzulegen und zu analysieren.

112 Hier wird bewusst der Begriff des Kontexts verwendet. Grundsétzlich kénnte auch von einem
identifizierten Erfahrungsbereich gesprochen werden. Die Entscheidung fiir den Begriff des Kon-
texts liegt darin begriindet, dass der vom Beobachter identifizierte Kontext, bspw. ,Mathematik
treiben”, mehrere subjektive Erfahrungsbereiche des beobachteten Subjekts umfassen kann, auch
ohne, dass dies das beobachtende Subjekt erfahren kann. Nichtsdestotrotz muss zur Identifizie-
rung eines Kontexts ein gemeinsamer Erfahrungsbereich zwischen Beobachter*in und Subjekt
bestehen.

113 Die Uberlieferungsgeschichte dieses Zitat wird von Toepell folgendermafen dargestellt: ,, Otto
Blumenthal (1876-1944; Kurzbiogr. s. [Toepell 1991]), der erste Doktorand Hilberts, gibt das Zitat
in der ,Lebensgeschichte’ Hilberts [4 III, 402f.] wieder. Er stiitzt sich dabei auf eine miindliche
Mitteilung Hilberts. Blumenthal war erst 1895 als 19-jahriger zum Studium nach Goéttingen ge-
kommen” (Toepell 1999, S. 10).
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Dies wird besonders deutlich an seiner Differenzierung , verschiedener Geomet-
rien” und den unterschiedlichen Zwecken der Betrachtung der ,verschiedenen
Theorien”. Da diese Kategorisierung der Geometrien viel iiber Hilberts Auffas-
sung iiber Geometrie und deren Vielschichtigkeit aufzeigt, soll an dieser Stelle

seine Einteilung vollstandig wiedergegeben werden.
Die Einteilung der Geometrie ist laut Hilbert in drei Teilen vorzunehmen:

1. Die Geometrie der Anschauung, zerfallt in drei Teile;
a. Schulgeometrie;
b. Projektive Geometrie;
c. Analysis situs;

2. Axiome der Geometrie;

3. Die Analytische Geometrie.

Die Zwecke sind fiir den ersten Teil der asthetische, padagogische und prakti-
sche; im 2. der erkenntnistheoretische und im 3. Teil der wissenschaftlich-mathe-
matische (Toepell, 1999, S. 11). Besonders wichtig zur historischen Einordnung
dieser Klassifikation ist, dass diese Einteilung nicht aus Hilberts , Grundlagen
der Geometrie” stammt, sondern aus einer Vorlesung zur Geometrie, einem Vor-
trag, der den ,Grundlagen der Geometrie” (Hilbert, 1899) voran ging. Entspre-
chend kann festgestellt werden, dass Hilbert eine sehr weite Auffassung von Ge-
ometrie hatte, die davon lebt je nach Zweck eine andere Perspektive auf Geomet-

rie zu ermoglichen, die dann auch verschiedene Funktionen hat.

In den ,,Grundlagen der Geometrie” (Hilbert, 1899) geht es dann darum aufzu-
zeigen, welche Axiome notwendig und welche hinreichend sowie untereinander
unabhangig sind, um die in der euklidischen Geometrie bekannten Eigenschaf-
ten und Satze definieren und ableiten zu kénnen (Toepell, 1999, S. 13)!4. Diese
Analyse sollte dabei nicht davon getriibt sein, welche Auffassungen man von den
Elementen der Geometrie, bspw. hinsichtlich ihres ontologischen Status, hat. Die-
ser Standpunkt Hilberts wird in mehreren Schriften deutlich und auch von ver-

schiedenen Kommentatoren entsprechend expliziert.

114 Ein weiterer wichtiger Aspekt ist natiirlich die Arithmetisierung der Geometrie, insbesondere
in Bezug auf das Hilbert Programm (Hilbert, 1899, Kapitel 2ff.).
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In Hilberts und Bernays Werk ,,Grundlagen der Mathematik” (1968) tritt in der
Einleitung diese bewusste Formalisierung in der Unterscheidung des sogenann-
ten ,weiteren” und , engeren” Sinne des Begriffs ,axiomatisch” hervor. Hierzu

schreiben die Autoren:

,In der weitesten Bedeutung des Wortes nennen wir die Entwick-
lung einer Theorie axiomatisch, wenn die Grundbegriffe und
Grundvoraussetzungen als solche an die Spitze gestellt werden
und aus ihnen der weitere Inhalt der Theorie mit Hilfe von Defini-
tionen und Beweisen logisch abgeleitet wird. In diesem Sinne ist
die Geometrie von EUKLID, die Mechanik von NEWTON, die Ther-

modynamik von CLAUSIUS axiomatisch begriindet worden.

Eine Verscharfung, welche der axiomatische Standpunkt in HIL-
BERTS ,Grundlagen der Geometrie’ erhalten hat, besteht darin, daf3
man von dem sachlichen Vorstellungsmaterial, aus dem die
Grundbegriffe einer Theorie gebildet sind, in dem axiomatischen
Aufbau der Theorie nur dasjenige beibehalt, was als Extrakt in den
Axiomen formuliert ist, von allem sonstigen Inhalt aber abstrahiert.
Bei der Axiomatik in der engsten Bedeutung kommt noch als wei-

teres Moment die existentiale Form hinzu. [...]

Charakteristisch ist fuir die verscharfte Form der Axiomatik, wie sie
durch die Abstraktion vom Sachgehalt und durch die existentiale
Fassung ergibt — wir wollen sie kurz die ,formale Axiomatik” nen-
nen, dafs sie einen Nachweis der Widerspruchsfreiheit erforderlich
macht, wahrend die inhaltliche Axiomatik, ihre Grundbegriffe
durch den Hinweis auf bekannte Erlebnisse einfiihrt und ihre
Grundsatze entweder als evidente Tatsache hinstellt, die man sich
klarmachen kann, oder sie als Extrakt von Erfahrungskomplexen
formuliert und damit dem Glauben Ausdruck gibt, daf man Geset-
zen der Natur auf die Spur gekommen ist, zugleich in der Absicht,
diesen Glauben durch den Erfolg der Theorie zu stiitzen.”

(Hilbert & Bernays, 1968, S. 1f.)

Diese Beschreibung der formalen Abgrenzung zu bisherigen Formulierungen
mathematischer Theorien im axiomatischen Sinne, wie bspw. in Pasch (1926) mit

klarem Bezug zu inhaltlichen Anschauung, bzw. dem was Hilbert und Bernays
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mit dem , Extrakt von Erfahrungskomplexen” beschreiben, erfolgt dabei nicht in
einem abwertenden Sinne sondern in klarer Explikation der Zwecke, bzw. Ein-

schrankungen der Perspektiven. So stellen Hilbert und Bernays weiter fest:

,Fur die richtige Wiirdigung des Verhaltnisses von inhaltlicher
und formaler Axiomatik in ihrer Bedeutung fiir die Erkenntnis sind

vor allem folgende Gesichtspunkte zu beachten:

Die formale Axiomatik bedarf der inhaltlichen notwendig als ihrer
Erganzung, weil durch diese tiberhaupt erst die Anleitung zur Aus-
wahl der Formalismen und ferner fiir eine vorhandene formale
Theorie auch erst die Anweisung zu ihrer Anwendung auf ein Ge-

biet der Tatsachlichkeit gegeben wird.

Andrerseits konnen wir bei der inhaltlichen Axiomatik deshalb
nicht stehenbleiben, weil wir es in der Wissenschaft, wenn nicht
durchweg, so doch vorwiegend mit solchen Theorien zu tun haben,
die gar nicht vollkommen den wirklichen Sachverhalt wiederge-
ben, sondern eine vereinfachende Idealisierung des Sachverhaltes
darstellen und darin ihre Bedeutung haben. Eine derartige Theorie
kann gar nicht durch Berufung auf die evidente Wahrheit ihrer Axi-
ome oder auf Erfahrung ihre Begriindung erhalten, vielmehr kann
diese Begriindung nur in dem Sinne geschehen, daf’ die in der The-
orie vollzogene Idealisierung, d. h. die Extrapolation, durch welche
die Begriffsbildungen und Grundsatze der Theorie die Reichweite
entweder der anschaulichen Evidenz oder der Erfahrungsdaten
iiberschreitet, als eine widerspruchsfreie eingesehen wird. Fiir
diese Erkenntnis der Widerspruchsfreiheit niitzt uns auch die Be-
rufung auf die approximative Giiltigkeit der Grundsatze nichts,
denn ein Widerspruch kann ja gerade dadurch zustande kommen,
dafi eine Beziehung als strikte giiltig angenommen wird, die nur in

eingeschranktem Sinne besteht.

Wir sind also gendtigt, die Widerspruchsfreiheit von theoretischen
Systemen losgelOost von der Betrachtung der Tatsachlichkeiten zu
untersuchen, und damit befinden wir uns bereits auf dem Stand-

punkt der formalen Axiomatik.”
(Hilbert & Bernays, 1968, S. 2f.)
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An dieser Beschreibung von formal-abstrakter und empirisch-gegenstandlicher
Auffassung (im eben beschriebenen Sinne) mathematischer Begriffe und Zusam-
menhange wird deutlich, dass aus Hilberts und Bernays Sicht nicht die formal-
abstrakte Auffassung vor der empirisch-gegenstandlichen Auffassung entstehen
kann und insbesondere im Rahmen einer Reflexion des formal-abstrakten Stand-
punkts auch Anwendungen im empirisch-gegenstandlichen Sinne eingeschlos-

sen sind.

Besonders eindrucksvoll stellt Freudenthal (1960)'*> die Loslosung der Geometrie
von der Realitdt, also von einer empirisch-gegenstandlichen zu einer formal-abs-

trakten Auffassung durch Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie” (1899) dar:

,Ob die Axiome, wie bei KANT, aus der reinen Anschauung stam-
men, ob und wieweit sie idealisierte Erfahrung (HELMHOLTZ) oder
hypothetisches Urteil tiber die Wirklichkeit (RIEMANN) sind — das
ist immer wieder eine Streitfrage. Aber kein, Geometer oder Philo-
soph zweifelt daran, dafs die Geometrie vom wirklichen Raume
handelt und, seine Eigenschaften untersucht — PASCH, ENRIQUES,
VERONESE, PIERI, KLEIN, sie alle betonen es, und kurz vor Tores-
schlufs schreibt B. RUSSEL (An Essay on Foundations of Geometry
1897) noch eine Philosophie, in der wohl KANTS verwehte Fufistap-
fen, aber noch keine Spuren von der Tatze des Lowen [Anm. G.S.:
Hiermit ist Hilbert gemeint, vgl. (Toepell 1999, S. 14)] sichtbar sind,

,Wir denken uns drei verschiedene Systeme von Dingen ..." — damit
ist die Nabelschnur zwischen Realitat und Geometrie durchge-
schnitten. Geometrie ist reine Mathematik geworden, und die
Frage, ob und wie sie auf die Wirklichkeit angewandt werden

kann, beantwortet sich bei ihr ganz wie bei irgendeinem anderen

115 Im gleichen Werk gibt Freudenthal auch folgenden wichtigen Kommentar, der insbesondere
fiir die nachfolgenden historischen Untersuchungen leitend war: ,, Es ist wirklich erstaunlich, wie
man so ganz andere Auffassungen nach Hilberts ,Grundlagen’ zwanglos im Hilbertschen Sinne
interpretieren kann. Die menschliche Sprache ist offenbar ein merkwiirdiges Instrument. Der His-
toriker nehme sich in Acht: ein ganzes Buch kann in einem anderen historischen Kontext etwas
ganz anderes bedeuten [...]. Das Geheimnis jeder ernsthaften historischen Forschung ist: Quel-
lenstudium. Die Quellen zur Geschichte der Grundlagen der Geometrie um die Wende des 19.
Jahrhunderts sind in allgemein verstandlichen Sprachen geschrieben und leicht erhaltlich; aufser-
dem ist das Material leicht zu sichten, man braucht noch nicht, wie in der modernsten Geschichte,
zu fiirchten, dafs man im verfiigbaren Material ertrinke. Die Quellen entspringen noch isoliert,
und hédufig dauert es lange, bis sie sich in einen Fluf3 ergieflen.” (Freudenthal, 1960, S. 4)
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Zweige der Mathematik. Die Axiome sind nicht mehr evidente
Wahrheiten, ja es hat nicht einmal mehr Sinn, nach ihrer Wahrheit,
zu fragen.”

(Freudenthal, 1960, S. 14)

Die Metapher der durchtrennten Nabelschnur wirkt zundchst ein wenig skur-
ril''6, unterstiitzt aber ebenfalls die Deutung, die bereits aus den ,, Grundlagen der
Mathematik” (Hilbert & Bernays, 1968) gewonnen wurden. Néamlich, dass zu-
ndchst eine empirisch-gegenstandliche Auffassung vorlag, die dann durch eine
aktive Auseinandersetzung der handelnden Mathematiker*innen zu einer for-
mal-abstrakten Auffassung wurde. Ein weiteres wichtiges Merkmal der Meta-
pher der Nabelschnur ist, dass bestimmte Merkmale der empirisch-gegenstand-
lichen Auffassung erhalten bleiben, dhnlich wie auch Bernays und Hilbert (1968,
S. 2) die Auswahl formaler Systeme nach dem Interesse an empirisch-gegen-

standlichen Aspekten beschreiben.

Zuletzt soll noch auf ein weiteres Zitat von Freudenthal (1960, S. 16) eingegangen
werden, dass die Erleichterung, die mit einer solchen formal-abstrakten Auffas-
sung verbunden sein kann, auch wenn man die Verbindung zu einer empirisch-

gegenstandlichen Deutung verlasst, darstellt.

,HILBERTS Auffassung hat sich durchgesetzt. Die jiingeren Mathe-
matiker lieflen sich gerne erlosen von Definitionen wie ,Punkt ist
was keine Teile hat’, ,Einheit ist, wonach jedes Ding eins heifst’
(Siehe A. KORSELT, Jahresbericht DMV 12 (1903). Mit der reinlichen
Scheidung zwischen Mathematik und Wirklichkeitswissenschaft
hat HILBERT einer neuen Methodologie den Weg gewiesen.”
(Freudenthal, 1960, S. 16)

Diese neue Auffassung sieht Freudenthal ebenfalls von anderen Wissenschaft-
ler*innen vertreten, auch aus dem Bereich der Naturwissenschaften, so zitiert

auch er Einstein, der die Frage stellt:

,Wie ist es moglich, dafs [sic!] die Mathematik, die doch ein von
aller Erfahrung unabhangiges Produkt des menschlichen Denkens

ist, auf die Gegenstande der Wirklichkeit so vortrefflich passt?

116 Freudenthal (1960, S. 12) spricht im gleichen Aufsatz davon, dass Russel einen Vortrag auf
dem Internationalen Philosophenkongress von Paris im Jahre 1900 halt, , der an unfreiwilligen
Bierulk” grenzt.
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Kann denn die menschliche Vernunft ohne Erfahrung durch blofies
Denken Eigenschaften der wirklichen Dinge ergriinden?”
(Einstein, 1921, S. 3)

Diese Fragen beantwortet Einstein mit Bezug auf die von Hilbert, Bernays und

Freudenthal beschriebene Axiomatik:

,Insofern sich die Satze der Mathematik auf die Wirklichkeit bezie-
hen, sind sie nicht sicher, und insofern sie sicher sind, beziehen sie
sich nicht auf die Wirklichkeit. Die volle Klarheit tiber die Sachlage
scheint mir erst durch diejenige Richtung in der Mathematik Besitz
der Allgemeinheit geworden zu sein, welche unter dem Namen
,Axiomatik” bekannt ist. Der von der Axiomatik erzielte Fortschritt
besteht namlich darin, daf8 [sic!] durch sie das Logisch-Formale
vom sachlichen oder anschaulichen Gehalt sauber getrennt wurde;
nur das Logisch-Formale bildet gemafs der Axiomatik den Gegen-
stand der Mathematik, nicht aber der mit dem Logisch-Formalen
verkniipfte anschauliche oder sonstige Inhalt.”

(Einstein, 1921, S. 3f.)

Aus einer solchen Auffassung — wie der von Einstein, insbesondere iiber die Ge-
ometrie — folgt klar, dass die Mathematik ,als solche weder iiber Gegenstande
der anschaulichen Vorstellung noch tiber Gegenstande der Wirklichkeit etwas
auszusagen vermag” (Einstein, 1921, S. 5). Wenn Mathematik dennoch Aussagen
iiber die Natur oder anschauliche Gegenstande machen soll, ben6tigt die entspre-
chende formal-abstrakte Theorie eine empirische Erganzung. So schlagt Einstein
fiir eine praktische Geometrie starrer Korper folgende Erganzung vor, die ,, den
leeren Begriffsschemen der axiomatischen Geometrie erlebbare Gegenstande der
Wirklichkeit (Erlebnisse)” (Einstein, 1921, S. 5) zuordnet:

,Feste Korper verhalten sich beziiglich ihrer Lagerungsmoglichkei-
ten wie Korper der euklidischen Geometrie von drei Dimension;
dann enthalten die Satze der euklidischen Geometrie Aussagen
iiber das Verhalten praktisch starrer Korper.”

(Einstein, 1921, S. 6)
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Diese Konstruktion ist somit analog zum Vorgehen, dass bei der strukturalisti-
schen Rekonstruktion (vgl. 4.4.2) genutzt wird, bei der verschiedene formale Mo-
delle durch intendierte Anwendungen erweitert werden, sodass den Theorien

ein empirischer Gehalt zugesprochen werden kann.

Mithilfe dieser historischen Zitate sollte die Auffassung von Mathematik aus der
Perspektive der ,engen Axiomatik” deutlich geworden sein. Ein weiteres Bei-
spiel dieser Sichtweise, allerdings im Themengebiet der Wahrscheinlichkeits-
rechnung, findet sich in Untersuchung 2 in der Rekonstruktion der Auffassung
von Kolmogoroff (1933) im Kontext seines Werkes , Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung” (vgl. 7).

Um zu zeigen, dass es sich bei der formal-abstrakten Auffassung nicht um eine
antiquierte Auffassung handelt wird in Untersuchung 4 (vgl. 9) gezeigt, dass die
formal-abstrakte Auffassung auch heute in aktuellen Hochschullehrbiichern auf-
tritt!””. Nichtsdestotrotz lohnt sich auch in diesem Abschnitt ein Blick in einen
aktuellen Artikel, der aufzeigt, dass eine formal-abstrakte Sicht im hier darge-

stellten Sinne noch immer modern und passend ist.

Das Handbuch der Mathematikdidaktik beginnt mit ,, Kapitel 1: Gesellschaftliche
Bedeutung der Mathematik” von Loos und Ziegler (2015), in denen sie anhand
der Fragen , was ist Mathematik” und , wie steht sie im gesellschaftlichen Kon-
text” verschiedene Definitionen von Mathematik vergleichen und deren Unzu-
langlichkeiten aufzeigen. Am ehesten stimmen sie Hershs (1997) Idee einer , hu-
manistischen Mathematik” zu. Dies meint einerseits, dass Mathematik abhangig
ist von denjenigen Menschen, die sie betreiben aber zugleich die Entscheidungen
beim Mathematik treiben beeinflussen. Solche Einfliisse konnen einerseits aus
der Anwendung oder aus neuen Definitionen hervortreten, die bewusst losgelost
von Anwendungskontexten sind (Loos & Ziegler, 2015, S. 7). Insgesamt erscheint
Mathematik somit ein sozio-kulturelles Produkt zu sein, was scheinbar unver-
traglich zu mathematikphilosophischen Uberlegungen im klassischen Sinne zu

sein scheint. Diese Uberzeugung von Loos und Ziegler wird in ihrem Zitat nach

117 Dieses Auftreten der Auffassung in aktuellen Hochschullehrbiichern und Veréffentlichungen
ist in keiner Weise grundsatzlich kritisch zu sehen, vielmehr ist sie nétig, um Studierenden die
mathematische Kultur nahe zu bringen und auch die Freiheiten mathematischen Denkens aufzu-
zeigen. Die hier angefiihrten Autoren sehen genau darin den Wert der formal-abstrakten Auffas-
sung, einerseits in einem tieferen Verstandnis der Grundlagen der Mathematik und andererseits
in der Freiheit und Regelhaftigkeit mathematischer Begriffe (vgl. 9).
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Crowe deutlich, dass folgendermafsen lautet: ,Mathematik ist mehr und anderes
als Empiriker, Formalisten, Intuitionisten oder Platoniker glauben” (Loos & Zieg-
ler, 2015, S. 7). Hierbei zeigt sich, dass die Sicht auf diese traditionellen, mathe-
matikphilosophischen Kategorien recht einseitig ist. Wie anhand der obigen Bei-
spiele verdeutlicht, stellt die formal-abstrakte Auffassung gerade die Entschei-
dungen fiir bestimmte Definitionen und Grundlagen mathematischer Teilgebiete
in den Fokus und macht sie somit ,,humanistisch” im Sinne von Hersh. Dies wird
besonders deutlich an Loos und Zieglers (2015, S. 10) Aspekten zum Bereich ,Ma-
thematik als Wissenskultur”, in denen sie bemerken, dass Mathematik mehr ist
als ein ,,Schweizer Taschenmesser”, das ein , handliches Allzweck- und Alltags-
werkzeug” ist. Zwei dieser vier Aspekte thematisieren dabei die Nicht-Notwen-
digkeit von Anwendungsbeziigen, indem sie zum einen feststellen: ,Im Laufe
der Zeit stellten Menschen — sozusagen auch mathematisch ziselierte Dolche oder
Schmuck-Hellebarden her — Kunstwerke der Mathematik, nie fiir eine Anwen-
dung vorgesehen, aber durchaus wichtig fiir die Weiterentwicklung der Mathe-
matik.”; und weiterhin: ,,Reduziert man Mathematik als Werkzeug fiir die All-
tagsanwendung, dann besteht die Gefahr, die mit ihr verbundenen grofien phi-
losophischen Fragen auszublenden.” (Loos & Ziegler, 2015, S. 10). Damit ist ver-

mutlich nicht gemeint, dass Mathematik nicht grundséatzlich auch anwendbar ist!

Zusammenfassend ldsst sich nun eine formal-abstrakte Auffassung im in dieser
Arbeit verwendeten Sinne aufgrund der angefiihrten Beispiele folgendermafien

bestimmen:

o Stellt eine Beobachter*in fest, dass ein Subjekt in der Regel subjektive Er-
fahrungsbereiche, in denen ein gegebenenfalls vorhandener empirischer
Gehalt einer Theorie als Teil des spezifischen Wissens bewusst aufien vor-
gelassen wird, bzw. die Auslassung des empirischen Gehalts eine mogli-
che Perspektive ist, in gewissen — von der Beobachter*in identifizierten —
Kontexten aktiviert, wiirde diese dem Subjekt mit Bezug auf den identifi-
zierten Kontext eine formal-abstrakte Auffassung zuschreiben.

e Die nicht zwingende Anwendbarkeit, sowie Riickfithrung auf empirische
Entitdten wird als Entlastung fiir das mathematische Arbeiten verstan-
den.

e Mathematik wird als menschliche Konstruktion aufgefasst, deren Form
auf normativen Entscheidungen beruht, die aber auch aufgrund empi-

risch-gegenstandlicher Erfahrungen getroffen werden kénnen.
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5.3 Definition von Auffassungswechseln

In der Forschungshypothese wird davon gesprochen, dass es beim Ubergang von
der Schule zur Hochschule, sofern die Studierenden nicht durch die Hochschul-
ausbildung , tunneln“!’$, zu einem Auffassungswechsel der Studierenden von ei-
ner empirisch-gegenstandlichen zu einer formal-abstrakten Auffassung
kommt!. Beide Auffassungen sind hierbei so zu verstehen, wie in den vorange-
henden Abschnitten (vgl. 5.2.1, 5.2.2) dargelegt.

Von einem Auffassungswechsel wird dann gesprochen, wenn vor dem Auffas-
sungswechsel nur gewisse subjektive Erfahrungsbereiche aktiviert werden, die
zu einer Auffassung gehoren, und dann in spateren Zusammenhéngen in der
Regel subjektive Erfahrungsbereiche, die zu einer anderen Auffassung gehoren,
aktiviert werden. Entsprechend konnte man auch von einem Wechsel des Belief-

Systems sprechen (vgl. Abbildung 6).

Wichtig fiir diese Erlduterung von Auffassungswechseln ist einerseits, dass die
Menge aller subjektiven Erfahrungsbereiche nicht statisch ist, sondern dyna-
misch erweitert werden kann (vgl. 4.2.3). Und andererseits diese Zuschreibung
eines Auffassungswechsels abhdngig von der Beobachter*in des Tragers subjek-

tiver Erfahrungsbereiche ist (vgl. 4.3.2).

Ein Beispiel eines solchen Auffassungswechsels im obigen Sinne beschreibt Toe-
pell (1999, S. 14-15) im Vergleich verschiedener Werke von Hilbert, die schluss-
endlich zu den formal-abstrakten Definitionen in seinen , Grundlagen der Geo-
metrie” fithren. Auch wenn Toepell zu dem Schluss kommt, dass sich ,zusam-
men mit seiner Haltung in spateren Jahren zeigt [...], wie wenig sich Hilbert tat-
sachlich von der Anschauung gelost hat. Erkannte er, dafy die Sicherung seiner
Axiomensysteme letzten Endes auf Inhaltlichem beruhen?” (Toepell, 1999, S. 14—
15), halte ich dessen Interpretation insbesondere in Bezug auf die letzte Frage fiir

118 Im Artikel ,,,Was ist Mathematik’ lernen und lehren” nutzen Loos und Ziegler (2016) die Me-
tapher des Tunnelns zur Verdeutlichung von Felix Kleins doppelter Diskontinuitit, die insofern
sehr gliicklich gewahlt ist, da die Studierenden durch die universitdre Ausbildung tunneln kon-
nen, indem sie sich nicht von dieser beeinflussen lassen. In diesem Zusammenhang sprechen
Loos und Ziegler (2016, S. 167) davon die doppelte Diskontinuitdt zu vermeiden, was aber nicht
zwingend, wie vielfache Ansitze — gerade in der Hochschulmathematikdidaktik — versuchen be-
deutet, dass Diskontinuitdt zwingend vermieden werden sollte.

119 Neben dem bereits erklarten Tunneln kann es auch sein, dass Studierende bereits vor der Uni-
versitdt zu einer formal-abstrakten Auffassung gelangt sind. Dies hangt natiirlich von ihren sub-
jektiven Erfahrungen vor dem Studium, bspw. durch mathematisches Talent, Einfluss von Leh-
rer*innen, usw. ab.
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nicht produktiv. Denn wie im Abschnitt tiber die formal-abstrakte Auffassung
dargestellt, ist es nicht zwingend notwendig immer , Anschauungen” oder ,, An-
wendungen” auszublenden, vielmehr zeichnet sich eine formal-abstrakte Auf-
fassung dadurch aus, dass (bei Bedarf) von der Anschauung und Anwendung

abgesehen werden kann.
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Abbildung 6: Diagramm zu verschiedenen SEB'en (schwarz, violett und blau gefiillte
Figuren) innerhalb der , society of mind" (hellgelb gefiilltes Polygon) und
verschiedene indizierte Auffassungen (gestrichelte Polygone).

Der Auffassungswechsel vollzieht sich hier in der Abfolge durch
Erzeugen eines neuen SEB’es innerhalb der ,,society of mind” (vom ersten
zum zweiten Schritt in Leserichtung), die zundchst voneinander getrennt
sind, und dann in einem {iibergeordneten subjektiven Erfahrungsbereich
integriert werden (vom zweiten zum dritten Schritt).

Die Indizierung der verschiedenen Auffassungen erfolgt dabei durch eine
Beobachter*in. Die Auffassungen liegen nicht (zwingend) in der , society
of mind” vor.



Zusammenschau der theoretischen Ergebnisse

Das Ziel dieses zweiten Teils war darzustellen, auf welche Weise Auffassungen
gebildet werden konnen, wie sie sich verandern und welche Rolle sie fiir (Inter-)
Aktionen derjenigen spielen, denen eine bestimmte Auffassung zugeschrieben
werden kann. Natiirlich konnen diese Fragen nur mithilfe eines theoretischen

Rahmens beantwortet werden, der das Auffassungskonzept definiert.

In diesem zweiten Teil der Arbeit wurde eine solche Definition, die das wesent-
liche theoretische Ergebnis dieser Arbeit darstellt, durch eine Riickfiihrung des
Auffassungsbegriffs auf das Konzept der subjektiven Erfahrungsbereiche gege-
ben. Durch die Zusammenfassung von subjektiven Erfahrungsbereichen zu
Aquivalenzklassen, die von einer Beobachter*in indiziert werden kénnen, wer-

den Auffassungen identifiziert.

Ein wichtiges spezifisches Element der subjektiven Erfahrungsbereiche zur Bil-
dung der hier besonders interessierenden Auffassungen, einerseits einer empi-
risch-gegenstandlichen und andererseits einer formal-abstrakten, ist das des de-
klarativen Wissens. Entsprechend der Notwendigkeit dessen Struktur und Em-
pirizitat darzustellen und zu analysieren wurde der Ansatz des strukturalisti-
schen Theorienkonzepts dargestellt, welcher in Untersuchung 1 (vgl. 6) die Basis
der Methode der strukturalistischen Rekonstruktion bildet.

Die Verortung dieser Konzepte in der Hintergrundtheorie des Enaktivismus er-
folgte insbesondere wegen der Internalitat subjektiver Erfahrungsbereiche.
Durch das Konzept der strukturellen Kopplung zweier oder mehrerer Entitdten
kann eine Wechselwirkung zwischen subjektiven Erfahrungsbereichen einer Per-
son mit dessen Umwelt, bzw. weiteren Personen, bestehen und so im Umkehr-
schluss eigene Auffassungen aktivieren und deren Konstruktion initiieren. Auf
der Basis dieses Grundkonzepts struktureller Kopplungen zwischen Entitaten ist
es zudem tiberhaupt erst moglich, dass Forscher*innen Auffassungen von Indi-
viduen rekonstruieren und klassifizieren konnen. Die Perspektiven sind dabei
entsprechend der eigenen Struktur der Forscher*innen festgelegt. Dies bedeutet,
dass die Perspektiven abhédngig von den subjektiven Erfahrungsbereichen und
Auffassungen der Forscher*innen gepragt sind. Dieser besondere Zusammen-
hang wird vor allem in Untersuchung 5 (vgl. 10) deutlich, gilt aber auch fiir die

iibrigen Untersuchungen.
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Untersuchungen

Im dritten Teil dieser Arbeit werden auf Basis der theoretischen Uberlegungen
aus dem zweiten Teil und den sich daraus ergebenden Methoden insgesamt fiinf
Untersuchungen angestellt, die zur Beantwortung der in der Einfithrung aufge-
zeigten Forschungsfragen beitragen sollen. Die zu beantwortenden Forschungs-

fragen lauten:

1. Ist eine empirisch-gegenstandliche Auffassung in der Geschichte der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung nachzuweisen und wenn ja, wodurch zeichnet sich
diese aus?

2. Ist eine formal-abstrakte Auffassung in der Geschichte der Wahrscheinlich-
keitsrechnung nachzuweisen und wenn ja, wodurch zeichnet sich diese aus?

3. Ist eine empirisch-gegenstandliche Auffassung der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung im Schulkontext nachzuweisen und wenn ja, wodurch zeichnet sich
diese aus?

4. Ist eine formal-abstrakte Auffassung der Wahrscheinlichkeitsrechnung im
Hochschulkontext nachzuweisen und wenn ja, wodurch zeichnet sich diese
aus?

5. Inwieweit kann ein Blick von Studierenden in die Geschichte der Wahrschein-
lichkeitsrechnung im Rahmen von UberPro_WR die Reflexion ihrer Uber-
gangserfahrungen unterstiitzen und ihre Auffassung von Mathematik diver-

sifizieren?

Jede dieser Forschungsfragen wird in einer zugehorigen Untersuchung behan-
delt. Jede Untersuchung gliedert sich in fiinf Abschnitte. Den ersten Abschnitt
bildet eine kurze Einleitung, die jeweils einen Uberblick iiber die Untersuchung
gibt. Im Anschluss daran folgt eine Ubersicht der Ziele der Untersuchung. Ent-
sprechend der Zielsetzung wird dann der Kontext der Quelle(n) dargestellt. Die-
ser enthdlt im Rahmen der rein schriftlichen Quellen (Untersuchungen 1 bis 4,
vgl. 6,7, 8, 9) bspw. die Entstehungszeit, eine Kurzvorstellung der Autoren oder
die inhaltliche Struktur des Werkes. Bei den Fallstudien ergibt sich der Kontext
aus der Seminarkonzeption UberPro_WR. Darauf folgt die Darstellung der ver-
wendeten Methode(n). Zuletzt werden die Ergebnisse der jeweiligen Untersu-

chung und weitere Forschungsdesiderate vorgestellt.
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Jede Untersuchung steht grundsatzlich fiir sich. Allerdings spielen die Ergeb-
nisse der Untersuchungen 1-4 eine grofie Rolle fiir die Begriindung der Interven-
tion, die in Untersuchung 5 (vgl. 10) dargestellt ist, da im Seminar UberPro_ WR
den Studierenden des Seminars von Beginn an die in der Einleitung vorgestellte
Hypothese transparent vorgestellt wurde, sodass die einzelnen Seminar-Aktivi-
taten auch von den teilnehmenden Studierenden sinnstiftend verkniipft werden
konnen. In den folgenden Absitzen werden einige Hinweise auf die verbinden-

den Elemente der Untersuchungen gegeben.

In der 1. und 2. Untersuchung stehen zwei historische mathematische Quellen
mit Fach- bzw. Lehrbuchcharakter im Vordergrund. In der ersten Untersu-
chung (vgl. 6) werden von Mises’ (1931) , Vorlesungen aus dem Gebiete der An-
gewandten Mathematik: 1. Band Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwen-
dung in der Statistik und theoretischen Physik” (im Folgenden kurz , Vorlesun-
gen”) betrachtet und grundlegende Theorie-Elemente mit Bezug auf das Verhalt-
nis von Kollektiv und Wahrscheinlichkeitsbegriff strukturalistisch partiell rekon-
struiert. In der zweiten Untersuchung (vgl. 7) wird Kolmogoroffs (1973) Werk
,Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” (im Folgenden kurz ,, Grund-
begriffe”) untersucht. Dabei wird im Gegensatz zur Arbeit von von Mises auf
eine strukturalistische Rekonstruktion verzichtet, da Kolmogoroffs Werk
,Grundbegriffe” von ihm nicht als empirische Theorie intendiert ist, was sich an
der formal-abstrakten Auffassung Kolmogoroffs in diesem Werk zeigen wird.
Zudem geniigt Kolmogoroffs Arbeit mit seiner Axiomatik auf Basis der Mengen-
theorie den Prazisionsanspriichen des strukturalistischen Theorienkonzepts.
Eine zusammenfassende qualitative Inhaltsanalyse zeigt dann, welche Auffas-
sungen Kolmogoroff nicht nur implizit im Rahmen seiner , rein mathematischen
Entwicklung” (Kolmogoroff, 1973, S. 3) deutlich macht, sondern auch diejenigen,

die Kolmogoroff explizit artikuliert.
Die Wahl dieser Quellen erfolgte aus folgenden Griinden:

e Kolmogoroffs , Grundbegriffe” sind der Ausgangspunkt der modernen
Wahrscheinlichkeitstheorie;

e Kolmogoroff bezieht sich innerhalb seiner ,Grundbegriffe” explizit auf
von Mises , Vorlesungen” und rekurriert auf diese in Bezug auf anschau-

liche oder anwendungstheoretische Perspektiven;
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e Kolmogoroffs ,Grundbegriffe”, und davon insbesondere die Formulie-
rung seiner Axiome, bilden heute noch die Grundlage fiir Stochastik-Vor-
lesungen an Universitaten und zeichnen sich durch ihren formal-abstrak-
ten Charakter aus;

e vonMises ,Vorlesungen” waren in der mathematischen Gemeinschaft be-
kannt und wurden breit diskutiert (Shafer & Vovk, 2006, S. 43-44);

e von Mises Konzept des Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist durch den Kollek-
tivbegriff stark an Daten aus konkreten Zufallsversuchen gebunden und
damit mit dem Konzept der relativen Haufigkeiten eng verkniipft. Dies
entspricht dem mathematikdidaktisch und bildungspolitisch gewiinschten
Verstindnis des Wahrscheinlichkeitsbegriffs in der Schule (Arbeitskreis
Stochastik, 2002; Ministerium fiir Schule, Jugend und Kinder des Landes
Nordrhein-Westfalen, 2004);

e Beide Quellen zeigen, in welch kurzem Zeitraum Auffassungen entstehen
und sich verandern konnen, die die mathematische Community als Ganze
mafigeblich beeinflusst haben (vgl. Abbildung 7).

e In beiden Quellen artikulieren die Autoren ihre Auffassung in Bezug auf

die Wahrscheinlichkeitsrechnung sehr explizit.

Aulffallig fiir eine Leser*in dieser Arbeit konnte sein, dass die frithe Wahrschein-
lichkeitsrechnung, insbesondere das, was man heutzutage unter ,klassischer
Wahrscheinlichkeitsrechnung” versteht, in dieser Arbeit nicht behandelt wird.
Dies hat mehrere Griinde. Zum einen gibt es bereits eine Vielzahl von Arbeiten,
die diese Periode — einzelne Klassiker sowie grofiere Abschnitte der stochasti-
schen Entwicklung — sowohl aus fachlicher (Czuber, 1899; Struve & Struve, 1997)
wie auch mathematikdidaktischer Perspektive (Steinbring, 1980a; Biehler & En-
gel, 2015) betrachten. Zum anderen sind die Auffassungen, die im aktuellen
Schul- und Universitatskontext relevant sind, sehr dhnlich zu denen von von Mi-
ses und Kolmogoroff. Zwar werden im Schulkontext auch klassische Perspekti-
ven, wie Laplace’sche Zufallsexperimente aufgegriffen, die intendierte Fundie-
rung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs im Schulkontext erfolgt dennoch in einem

empirisch-gegenstandlichen Sinne (vgl. 8).

Die Analogie der Auffassungsunterschiede zwischen von Mises und Kolmo-
goroff sowie zwischen Schul- und Hochschulkontext nachzuweisen ist das Ziel
der Untersuchungen 3 und 4, die hinsichtlich des Mediums dhnliche Quellen,

namlich Schul- und Lehrbiicher nutzen. Entsprechend vorsichtig sind die den
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Untersuchungen grundlegenden Forschungsfragen formuliert. Denn durch die
Analyse von Schul- und Lehrbuchtexten konnen natiirlich hochstens die Auffas-
sungen der Autor*innen der Quellen rekonstruiert werden (wenn tiberhaupt),
nicht diejenigen der Nutzer*innen dieser Lehrbiicher. Die Ubernahme dieser
Auffassungen durch Lernende und Lehrende miisste dann zuséatzlich empirisch
nachgepriift werden (Fan, 2013), was im Rahmen dieser Arbeit nicht stattfinden
konnte, aber fiir die Untersuchung von Auffassungen iiber Mathematik als Gan-
zes wie auch in Bezug auf doméanenspezifische Auffassungen (z.B. Witzke &

Spies, 2018) ein weiteres Forschungsdesiderat bildet.

Emanuel Czuber, 1899:

: 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung
1 und ihre Anwendungen”

) “Die Entwicklung der Richard von Mises, 1928: |AndrE| Nikolajewitsch Kolmogoroff, 1933'
Moritz Pasch, 1882: a2 L ; :
a ) Wahrscheinlichkeitstheorie “Wahrscheinlichkeit, "Grundbegrlffe der |
Vorlesungen uber : " oo o !
o und ihrer Anwendungen. Statistik und Wahrheit 'Wahrschemllchkertsrechnung .
neuerT Geometrie™ | T b e e e e e e e e mm— = -
1880 1885 1890 1895 300 1905 1910 1915 1920 1925 . 1930 1935 1940 1945 1950 1956
David Hilbert, 1899; | Richard von Mises, 1931: X
“Grundlagen der David Hilbert, 1900 ' “Vorlesungen aus dem |
Geometrie” “Festrede auf internationalem 1 Gebiete der Angewandten |
Mathematiker-Kongref in Paris” : Mathematik/ :
1
1
1

Abbildung 7: Historische Verortung der in den ersten beiden Untersuchungen
zentralen Quellen (gerahmt).

In der 5. Untersuchung (vgl. 10) wird die Frage gestellt inwiefern das dort be-
schriebene Interventionsseminar UberPro_WR zur Reflexion eigener Uber-
gangserfahrungen und Diversifizierungen des Mathematikbildes der teilneh-
menden Studierenden fiihrt. Die besprochenen Quellen in den Untersuchungen
1 bis 4 waren — zumindest in Ausziigen — auch Lernmaterialien im Interventions-
seminar, die den Studierenden als Reflexionsanlass angeboten wurden. Neben
diesen Quellen umfasste das Seminar weitere Elemente, wie beispielsweise die
explizite Selbstreflexion mithilfe eines Reflexionsbuchs. Denn eine Perspektiver-
weiterung, oder Diversifizierung in Bezug auf die subjektiven Erfahrungsberei-

che, sowie der strukturellen Kopplung kann — laut der entwickelten theoreti-
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schen Annahmen (vgl. Theoretischer Teil) — nur innerhalb eines reflexionsanre-
genden Erfahrungsbereiches moglich sein'®. Die Mdoglichkeiten, die eine solche
Intervention fiir die Reflexion und Diversifizierung des eigenen Mathematikbil-
des bietet, werden durch eine intensive Fallstudie mit Bezug auf einen Teilneh-

mer des Seminars dargestellt.

120 Dies bedeutet nicht, dass Reflexionen iiber die eigene Auffassung immer von aufien induziert
werden miissen. Allerdings konnte sich zeigen (vgl. Untersuchung 5), dass geeignete Reflexions-
anlasse Selbstreflexionen fordern konnen. Entsprechend der Definition des Erfahrungsbereichs
ist der subjektive Erfahrungsbereich fiir das betroffene Individuum zudem als eine Erweiterung
des Erfahrungsbereichs zu sehen in dem es auf natiirliche Weise Selbstreflexion betreiben
kann (vgl. 4.3.1).






6 Empirisch-gegenstandliche Auffassung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung im 20. Jahrhundert

,Der leitende Gedanke dabei ist der, dafS [sic!] die mathematische Theorie der
Wahrscheinlichkeit nur solche Erscheinungen erfassen kann, bei denen , Wahr-
scheinlichkeit” wesentlich gleichbedeutend ist mit relativer Haufigkeit
innerhalb eines bestimmten Wiederholungsvorgangs. [...] Meine Hoffnung geht
dahin, mit der vorliegenden Darstellung nicht nur die Moglichkeit, sondern auch
die Notwendigkeit der verinderten Grundauffassung nachgewiesen zu haben.”
Richard E. von Mises (1931, S. IV)

In dieser Untersuchung wird der Frage nachgegangen ob eine empirisch-gegen-
standliche Auffassung der Wahrscheinlichkeitsrechnung (WR) in ihrer histori-
schen Entwicklung nachzuweisen ist. Dazu werden Ausziige aus der Quelle
,Vorlesungen aus dem Gebiete der angewandten Mathematik: Wahrscheinlich-
keitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik und Theoretischen Phy-
sik” (im Folgenden kurz ,, Vorlesungen”) von von Mises untersucht, deren beson-
deres Merkmal eine starke — und vor allem explizite — Forderung nach und For-
derung von einer empirisch-gegenstandlichen Auffassung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ist. Entsprechend handelt es sich bei von Mises” Auffassung um
ein exemplarisches Beispiel einer empirisch-gegenstandlichen Auffassung. Dies
macht diese Quelle und auch den im Seminar behandelten Auszug , 1. §1. 5. Das
Verhiltnis der Theorie zur Erfahrungswelt”, so didaktisch wertvoll fiir die Aus-

bildung von Lehrer*innen an der Hochschule (vgl. 10).

Entsprechend dieses Verstandnisses der Forschungsfrage wird hier nicht ver-
sucht eine vollstandige (mathematik-)historische oder (mathematik-)philosophi-
sche Untersuchung der Quelle durchzufiihren, sondern eine mathematikdidak-
tische mit einem besonderen Schwerpunkt auf den Fragen inwiefern und warum
von Mises , Vorlesungen” Reflexionsanldsse fiir die eigene Auffassung tiber die

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Mathematik bieten kann.

Diese Untersuchung gliedert sich im Folgenden in vier weitere Abschnitte. Im
ersten Abschnitt wird das Ziel der Untersuchung (6.1) erldutert und begriindet
sowie in die theoretischen Uberlegungen eingebettet. Im zweiten Abschnitt (6.2)
wird die , Vorlesung” in ihrem Kontext verortet. Dies beinhaltet zum einen In-

formationen zu von Mises, den Einfluss den diese Arbeit auf die mathematische
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Gemeinschaft hatte sowie eine Ubersicht ihres Zusammenhangs mit weiteren
Werken von von Mises. Im dritten Abschnitt wird die Methode (6.3) der struktu-
ralistischen Rekonstruktion erklért. Das Ziel dieser Rekonstruktion liegt in der
Offenlegung der Struktur der Theorie sowie deren empirischen Gehalt. Im letz-
ten Teil (6.4) werden die Untersuchungsergebnisse der hier angestellten partiel-

len Rekonstruktion dargestellt und kommentiert.

6.1 Ziele der Untersuchung 1
Das Ziel dieser Untersuchung liegt in der Beantwortung der ersten Forschungs-

frage, namlich

1. Ist eine empirisch-gegenstandliche Auffassung in der Geschichte der
Wahrscheinlichkeitsrechnung nachzuweisen und wenn ja, wodurch

zeichnet sich diese aus?

Diese Frage mutet fast trivial an. Schliefslich sind die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und gerade die Wahrscheinlichkeitstheorie seit Beginn ihrer Entwicklung
eng mit ihren Anwendungen in Form von ,realen” Zufallsexperimenten ver-

kntipft.

Als Ausgangspunkt mathematischer Stochastik wird die Analyse von Gliicks-
spielen gesehen. So beschreiben, bspw. Kiitting und Sauer (2014, S. 79) fiir diese
frithe Periode der Wahrscheinlichkeitsrechnung u.a. das klassische Problem
,Force majeure”, welches auch unter dem Namen Teilungsproblem bekannt ist.
Dieses Problem beschiftigte verschiedene Mathematiker, u.a. Pacioli, Tartaglia
und Leibniz. Das heute als Losung des Problems angesehene Ergebnis und der
zugehorige Briefwechsel durch Pascal und Fermat im Jahre 1654 markiert laut
einschlagiger Literatur die ,Geburtsstunde” der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung (Czuber, 1899, S. 1; Wirths, 1999).

In der darauffolgenden Zeit haben vor allem statistische Fragestellungen aus
dem Versicherungswesen und der Staatenkunde, aber auch juristische Fragestel-

lungen die Entwicklung der Stochastik gefordert.

Grofie Anwendungsfelder bildeten seit dem 19. Jahrhundert physikalische The-
orien und Modelle wie die Thermodynamik und zu Beginn des 20. Jahrhunderts
die Quantenphysik insbesondere im Sinne der Kopenhagener Deutung (Baker,

2015). Umso ,, merkwiirdiger” erscheint folgende Feststellung von Czuber (1899,
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S. 1), die vermutlich sowohl von Mises ,,Vorlesungen”, wie auch Kolmogoroffs

,Grundbegriffe” beeinflusst haben (vgl. 7):

,1. An der Schwelle der Wahrscheinlichkeitstheorie steht eine
Reihe von Begriffen, welche der Mathematik fremd sind, und iiber
deren Deutung die Discussion [sic!] nicht abgeschlossen ist, ja
heute lebhafter gefiihrt wird denn je. Und doch ist, ehe die Rech-
nung einsetzt, eine Einigung tiber dieselben erforderlich, wenn an-
ders den Resultaten eine bestimmte Bedeutung zukommen soll.
Denn auf dem Boden jener Begriffe ruht das oberste Princip der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, das ist die Definition des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs; von der Fassung jener Begriffe hangen aber
auch die Grenzen des Anwendungsgebietes unserer in vielfacher
Beziehung merkwiirdigen Theorie [Herv. G.S.] ab.”

(Czuber, 1899, S. 1)

Das Ziel von von Mises Werk, das in dieser Untersuchung als Quelle dient, ist
die Grundlegung der Wahrscheinlichkeitsrechnung als , mathematische Natur-
wissenschaft” (von Mises, 1931, S. 1), als Teil der angewandten Mathematik —
ohne Merkwiirdigkeiten. Von Mises Methode fiir diese Grundlegung ist die
Riickfithrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs auf den des Kollektivs und damit
eine starke Beschrankung des Anwendungsfelds. Diese Beschrankung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung umfasst nur Gebiete ,,in denen ,Wahrscheinlichkeit’ we-
sentlich gleichbedeutend [...] mitrelativer Haufigkeit [Herv.im Original]
innerhalb eines bestimmten Wiederholungsvorgangs [ist]” (von Mises, 1931,
S. IV). Was ,wesentlich gleichbedeutend” meint wird in der strukturalistischen
Rekonstruktion deutlich (vgl. 6.4). Dieser mit Bezug auf die Wiederholungsvor-
gange , frequentistisch” genannte Zugang, ist bis heute eine weitverbreitete Deu-
tung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs und spiegelt eine empirisch-gegenstandli-
che Auffassung der Wahrscheinlichkeitstheorie und fiir von Mises auch der
Wahrscheinlichkeitsrechnung!?! wieder, da das spezifische Element ,(propositi-
onales) Wissen” der zugehorigen subjektiven Erfahrungsbereiche als empirische

Theorie rekonstruiert werden kann (vgl. 4.4).

121 Von Mises nutzt in seiner ,Vorlesung” den Begriff der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf ver-
schiedene Arten. Manchmal bezeichnet er damit nur die Berechnung nach Definition der vorlie-
genden Kollektive und vor der Interpretation der Ergebnisse, auch , engere Wahrscheinlichkeits-
rechnung” genannt (von Mises, 1931, S. 1; von Mises & Geiringer, 1972, S. 263). Dann spricht er
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Die eben genannten Aspekte werden besonders deutlich im ,§1 Das Kollektiv
und die Wahrscheinlichkeit” des I. Abschnitts , Die Elemente der Wahrschein-
lichkeitsrechnung” in von Mises’ (1931, S. 7ff.) ,,Vorlesungen”, die in der folgen-

den Untersuchung im Zentrum stehen.

6.2 Kontext der Quelle zur Untersuchung 1

In diesem Abschnitt wird zunichst ein kurzer Uberblick {iber Richard von Mises
Leben und Werk gegeben, mit Beriicksichtigung ausgesuchter weiterer Werke
von von Mises, die seine , Vorlesungen” beeinflusst haben, sowie die Auswir-

kungen, die seine ,, Vorlesungen” auf die mathematische Gemeinschaft hatte.

Richard von Mises Leben sowie dessen vielfaltige Stationen — akademisch wie
geographisch — sind gut dokumentiert. Eingehende mathematikhistorische For-
schungen iiber von Mises liegen von Siegmund-Schultze vor, der sich in verschie-
denen Arbeiten mit Richard von Mises sowohl im Bereich der Wahrscheinlich-
keitstheorie (Siegmund-Schultze, 2010, 2006, 2004b) als auch der (mathemati-
schen) Physik und angewandten Mathematik (Siegmund-Schultze, 2004a) ausei-
nandergesetzt hat. Eine umfassende Ubersicht gibt Stadler (2016) im Rahmen sei-
ner Einfiihrung einer Wiederauflage von von Mises , Kleinem Lehrbuch des Po-

sitivismus“1?, welches ersterer erganzt um eine Einfiihrung herausgegeben hat.

davon, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung als mathematische Naturwissenschaft aufgefasst
wird (von Mises, 1931, S. 1). Ich unterscheide die Wahrscheinlichkeitstheorie in dieser Arbeit von
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, dadurch, dass unter der Wahrscheinlichkeitsrechnung nur die
Berechnungen und deren zugrundeliegenden Regeln gefasst werden, wohingegen die Anwen-
dungen und Konstruktion der Wahrscheinlichkeiten zusatzlich zu den Berechnungen und ent-
sprechenden zugrundeliegenden Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung die Wahrscheinlich-
keitstheorie bilden.

122 Von Mises (2016) ,Kleines Lehrbuch des Positivismus” ist rein vom Seitenumfang (im Suhr-
kamp Tschenbuch Druck etwa 450 Seiten) nicht als klein anzusehen. In der Einleitung kommen-
tiert von Mises den Titel seines Werkes folgendermafien, wodurch auch seine Absichten mit die-
sem Werk klar hervortreten.

,Der Titel, den das Buch trédgt, bedarf einer Erlduterung in mehrfacher Hinsicht.

Ich habe den Ausdruck , Positivismus” zur Bezeichnung der von mir vertretenen Anschauungen
gewahlt, weil er der bisherigen Verwendung und seiner Wurzel nach der zutreffendste zu sein
schien. [...] Die Bezeichnung , Lehrbuch” weist darauf hin, daf$ der Verfasser nicht den Anspruch
erhebt, was er vorbringt, als neu und original gelten zu lassen. Er fiihlt sich als Wortfiihrer einer
seit Jahrhunderten fortwirkenden Entwicklung und wiinscht nur, deren heutigen Stand deutlich
und nicht allzu unvollstdndig dargestellt zu haben. Ein Blick auf die Inhaltsiibersicht Seite 69 bis
73 zeigt, wie umfassend der in Betracht gezogene Gegenstandsbereich ist; die Einschrankung, die
der Titel mit dem Worte ,klein” vorsieht, wird somit nicht unbegriindet erscheinen.” (von Mises,
2016, S. 65).
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Diese Einleitung stellt fiir den hier gegebenen kurzen Uberblick iiber von Mises

(akademischen) Lebens die Hauptquelle dar.

Richard von Mises — mit vollstindigem Namen Richard Martin Edler von Mises
—wurde im Jahre 1883 in Lemberg innerhalb der dsterreich-ungarischen Monar-
chie geboren. Dieser Geburtsort resultierte allerdings aus der beruflichen Reise-
tatigkeit seines Vaters, einen graduierten Techniker der ETH Ziirich (vgl. Stadler,
2016, S. 8). Insgesamt kann davon gesprochen werden, dass von Mises klar in
und von seiner Wiener Heimatstadt gepragt war. Er maturierte mit Auszeich-
nung am humanistisch Akademischen Gymnasium in Wien, auf das ein Maschi-
nenbau Studium an der TU Wien folgte, wahrend seine erste wissenschaftliche
Arbeit ,, Zur konstruktiven Infinitesimalgeometrie der ebenen Kurven” entstand
und in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik publiziert wurde. Darauf folg-
ten iiber 150 weitere Veroffentlichungen, wobei von Mises’ Interessensgebiete
sehr weit reichten von der Mathematik, Aerodynamik, Statistik und Wahrschein-
lichkeitstheorie, Wissenschaftsgeschichte bis zur Philosophie (Stadler, 2016, S.
10). Zudem hat er aufgrund seiner Rilke Leidenschaft mehrere Werke von ihm
herausgegeben. Von Mises promovierte an der TU Wien und hat sich danach im
Rahmen seiner Stelle als ,, Assistent und Konstrukteur an der Lehrkanzel fiir Me-
chanik der Deutschen Hochschule in Briinn” habilitiert'?. Darauf folgte bis zum
Ende des ersten Weltkriegs eine Anstellung als aufserordentlicher Professor an
der Universitat in StrafSburg, wobei seine Lehrtatigkeit durch den Kriegsdienst
unterbrochen wurde (Stadler, 2016, S. 10). Wahrend seiner Zeit in Straf$burg und
danach stand er im Kontakt zu Wien und pflegte seine Kontakte zum Wiener
Kreis, insbesondere durch die Auseinandersetzung mit Werken von Mach und
Popper (Stadler, 2016, S. 11ff.). Nach verschiedenen anderen wissenschaftlichen
Stationen wurde er zum Ordinarius an der Universitat Berlin in den 20er Jahren
des 20. Jahrhunderts berufen. Zur gleichen Zeit wurde er Direktor des Institus
tir angewandte Mathematik bis er 1933 von den Nationalsozialisten entlassen
wurde'?. In Stadlers Ubersicht iiber von Mises ist folgende Beschreibung hin-
sichtlich Fragen zur empirisch-gegenstandlichen und formal-abstrakten Auffas-

sung im Rahmen dieser Arbeit besonders beachtenswert:

123 Diese Habilitation erfolgte bei Georg Hamel, dessen Verhiltnis zu von Mises verschiedene kri-
tische Phasen durchlief (vgl. Siegmund-Schultze, 2003).

124 Von Mises war jiidischen Glaubens hat allerdings auch zum Katholizismus konvertiert und
spater konfesssionslose Ansichten vertreten.
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,In den 13 Berliner Jahren begriindete er seinen internationalen Ruf
als Pionier und Theoretiker der angewandten Mathematik. Dies ge-
schah vor allem durch die Herausgabe der Zeitschrift fiir ange-
wandte Mathematik und Mechanik von 1921 bis 1933 mit der pro-
vokanten Zielsetzung, die angewandte Mathematik neben der ,rei-
nen Mathematik’ als autonomes Teilgebiet zu etablierem Diese
Pragmatisierung der formal-theoretischen Disziplin mufite eine
prominente Gegnerschaft wie die Gottinger Schule um Richard
Courant und David Hilbert herausfordern, die fiir die Einheit der
gesamten Disziplin eintraten und die programmatische Verkiin-
dung einer Teildisziplin nicht goutieren wollten, wie sie von Mises
im ersten Band der von ihm gegriindeten Zeitschrift vorgebracht
hatte:

,Es ist im Laufe des letzten Jahrhunderts, namentlich in Deutsch-
land, Brauch geworden, der ,reinen’ Mathematik eine ,ange-
wandte’ begrifflich gegeniiberzustellen. Gehen wir aber in der Ge-
schichte der Wissenschaften weiter zurtick, so geraten wir wohl in
Verlegenheit mit der Frage, wohin die Leistungen eines Archime-
des oder Newton, eines Euler oder Gauss zu rechnen seien. Kann
man vielleicht noch bei Gauss die einzelnen Arbeiten in solche der
einen und der andern Richtung [sic!] trennen, so bleibt es doch voll-
ends unklar, ob wir Newtons Grundlegung der Differentialrech-
nung und der Mechanik als reine oder als angewandte Mathematik
bezeichnen sollen. Auch die personliche Einstellung des Urhebers
scheint hier eine Entscheidung nicht immer zu ermoglichen: Man
kennt die Uberlieferung, die Archimedes als weitabgewandten
Theoretiker auftreten 1af3t, wahrend andrerseits feststeht, daf3 er
beim Bau von Kriegsmaschinen sehr wohl seine Kenntnisse in den
praktischen Dienst des Vaterlandes zu stellen wufste.””

(Stadler, 2016, S. 13-14)

Bis heute ist diese begriffliche Unterscheidung Standard fiir die Unterteilung ma-
thematischer Veranstaltungen in Studiengdangen oder mathematischen Arbeits-
gruppen der Mathematik. Die Anwendung klassischer reiner mathematischer

Teilgebiete (Schroeder, 1994) findet ebenso statt, wie Studierende ,, angewandte
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Mathematik” als anwendungsfrei wahrnehmen. Unabhéangig davon ist von Mi-
ses historischer Kommentar in Bezug auf die Frage, welche Auffassung Mathe-
matiker der Vergangenheit hatten sehr interessant (Witzke, 2009; Burscheid &
Struve, 1988).

Waihrend seiner Berliner Zeit veroffentlichte von Mises in Wien ein Vielfach, un-
ter anderem auch von Khinchine ins russische iibersetzte, popularwissenschaft-
liches Buch ,,Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit” (von Mises, 1928), in
dem von Mises seinen erkenntnistheoretischen Standpunkt der Wahrscheinlich-
keitstheorie, teilweise auch sehr polemisch, in sechs Vortragen darlegt (von Mi-
ses & Geiringer 1972, S. 262-265). Die Niederschrift seiner Gedanken zur Klarung
der Begriffe ,,Wahrscheinlichkeit” und ,Stastistik” erfolgt dabei hauptsachlich
im Prosatext, was das Nachvollziehen der mathematischen Konstruktion der
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Basis des Kollektivbegriffs erschwert. Beson-
ders interessant an diesem Werk, wie auch an von Mises , Vorlesungen”, ist sein
didaktisches Vorgehen am Ende seiner Kapitel eine Zusammenfassung anzubie-
ten. So findet sich auch am Ende von , Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahr-
heit“eine , Zusammenfassung der sechs Vortrage in sechzehn Lehrsatzen” Eine
Auswahl dieser Lehrsatze ist im Folgenden zum Verstandnis der Auffassung von

von Mises Wahrscheinlichkeitsbegriff gegeben:

,1. Die Aussagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung lassen sich
nicht richtig fassen, wenn man die Bedeutung des Wortes ,Wahr-
scheinlichkeit’ dem allgemeinen Sprachgebrauch entnimmt; sie
gelten vielmehr nur fiir einen bestimmten, kiinstlich abgegrenzten,
rationellen Wahrscheinlichkeitsbegriff [Herv. im

Original].

2. Von Wahrscheinlichkeit kann in rationellem Sinn erst dann die
Rede sein, wenn in jedem einzelnen Fall das Kollektiv [Herv.im
Original] genau beschrieben ist, innerhalb dessen die Wahrschein-
lichkeit betrachtet wird; Kollektiv heifSt eine gewissen Forderungen
geniigende Massenerscheinung, ein Wiederholungsvorgang, allge-
mein eine Folge von Beobachtungen, die man sich unbegrenzt fort-
setzbar denkt.

3. Wahrscheinlichkeit eines Merkmals (Beobachtungsergebnisses)

innerhalb eines Kollektivs heifst der Grenzwert, dem dierelative
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Haufigkeit [Herv.im Original] des Auftretens dieses Merkmals
in der Beobachtungsfolge bei unbegrenzter Fortsetzung der Versu-
che sich nahert; dieser Grenzwert bleibt ungeandert, wenn man die
Beobachtungsfolge einer beliebigen Stellenauswahl unterwirft:
Prinzip der Regellosigkeit oder des ausgeschlossenen

Spielsystems [Herv.im Original]. [...]

4. Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung im engeren Sinne
besteht ausschliefdlich darin, aus den als gegeben vorausgesetzten
Wahrscheinlichkeiten innerhalb gewisser ,Ausgangskollek-
tivs” [Herv. im Original] die Wahrscheinlichkeiten innerhalb sol-
cher Kollektivs zu rechnen, die aus den ersteren abgeleitet
werden [Herv. im Original]; die hier gemeinte Ableitung neuer
Kollektivs lafst sich stets auf die, eventuell wiederholte, Durchfiih-
rung von vier einfachen Grundoperationen [Herv.im

Original] zurtickfiihren.

5. Von dem Zutreffen eines Wahrscheinlichkeitswertes in irgend ei-
nem konkreten Fall —es mag sich um die Ausgangswerte einer
Rechnung oder ihre Ergebnisse handeln — kann man sich allein
nur durch den statistischen Versuch [Herv. im Original],
d.h. die Durchfiihrung einer geniigend langen Beobachtungsreihe,
iiberzeugen; es gibt weder eine a-priori-Erkennt-
nis [Herv. im Original] der Wahrscheinlichkeit noch auch die
Moglichkeit, mit Hilfeeiner anderen Wissenschaft [Herv.
im Original], etwa der Mechanik, auf Wahrsheinlichkeitswerte zu

schliefen.

6. Was man in der klassischen Theorie [Herv. im Original]
als Definition der Wahrscheinlichkeit ansieht, ist nur der Versuch
den allgemeinen Fall auf den speziellen der Gleichvertei-
lung [Herv. im Original] (bei dem alle Merkmale innerhalb des
Kollektivs gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen) zuriickzufiih-
ren;[Herv. im Original] eine solche Zuriickfithrung ist oft unmog-
lich, wie bei der Sterbenswahrscheinlichkeit, oft fithrt sie zu Wider-
spriichen, wie beim Ber trand schen Problem [Herv. im Original];
keinesfalls enthebt sie der Notwendigkeit, die Wahrscheinlichkeit
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im Falle der Gleichverteilung erst noch zu definieren. Ohne die Exr-
ganzung durch die Haufigkeitsdefinition kann die Wahrscheinlich-
keitsrechnung tiberhaupt zu keiner Aussage tiber den Ablauf von

Erscheinungen fiihren.

7. Die sogenannten Gesetze der groflen Zahlen [Herv.im
Original] enthalten nur dann sinnvolle Aussagen tiber den Ablauf
einer Beobachtungsfolge, wenn man von vornherein von der Hau-
tigkeitsdefinition der Wahrscheinlichkeit ausgeht; sie stellen dann
bestimmte, aus der Regellosigkeit folgende Eigenschaften der An-
ordnung der Beobachlungsergebnisse fest; bei Verwendung der
klassischen ,Definition’ liefern die Gesetze der grofien Zahlen le-
diglich rein arithmetische Eigenschaften gewisser Gruppen von
ganzen Zahlen, also Aussagen, die in keinerlei Beziehung
zum zeitlichen Ablauf von Vorgdangen [Herv.im Ori-

ginal] stehen.

8. Die Aufgabe, die der Wahrscheinlichkeitsrechnung innerhalb
der sogenannten mathematischen Statistik [Herv.im Ori-
ginal] zufallt, besteht darin, zu untersuchen, ob eine vorgegebene
statistische Aufnahme ein Kollektiv bildet [Herv.im Origi-
nal], bzw. ob und in welcher Weise sie sich auf Kollektivs von mog-
lichst einfacher Verteilung zurtickfithren [Herv. im Original]
last. Eine solche Zuriickfithrung liefert eine zusammenfassende,
systematische Beschreibung, also eine ,Erklarung’ der statistischen

Erscheinung.

12. Die Satze einer statistischen Theorie in der Physik [Herv. im
Original] unterscheiden sich grundsatzlich von denen jeder deter-
ministischen Theorie: sie stellen immer nur eine Behauptung dar-
tiber auf, welchen Verlauf ein Versuch oder eine grofiere Versuchs-
reihe bei hinreichend haufiger Wiederholung in der iberwie-
genden Mehrheit der Falle [Herv.im Original] nehmen
wird; diese Mehrheit kann eine so starke sein, dafs praktisch

[Herv. im Original] der Unterschied aufgehoben wird.
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16. Daf3 eine statistische Theorie eine ,nur vorlaufige’ Art der Na-
turerklarung gegentiber einer deterministischen, das ,Kausali-
tatsbediirfnis’ [Herv. im Original] befriedigenden darstellt, ist
ein Vorurteil [Herv.im Original], das aus der geschichtlichen
Entwicklung der Naturwissenschaften verstanden werden kann,

das aber mit zunehmender Einsicht verschwinden muf3.”

(von Mises & Geiringer, 1972, S. 262-265)

Aus diesen Lehrsétzen lasst sich fiir von Mises Auffassung entsprechend des dar-

gestellten propositionalen und prozeduralen Wissens ableiten, dass

er eine rationelle und, im Sinne des Positivismus des Wiener Kreises, wis-
senschaftliche Begriffsbestimmung des Wahrscheinlichkeitsbegriff for-
dert; [Lehrsatze 1,2]

der Zufall fiir von Mises Wahrscheinlichkeitsverstandnis eine bedeutende
Rolle spielt, der entsprechend auch in der mathematischen Grundlegung
berticksichtigt werden sollte; [Lehrsatz 3]

er einen engeren und weiteren Begriff der Wahrscheinlichkeitsrechnung
nutzt, wobei er unter dem ersten nur die Berechnung von Wahrscheinlich-
keiten aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten versteht und beim zweiten,
weiteren Verstandnis zusdtzlich gepriift werden muss, ob es sich bei ei-
nem vorliegenden Versuch, bzw. bei einer Datenreihe um ein Kollektiv
handelt; [Lehrsatz 4,8]

aus seiner Sicht eine Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung nur
dann erfolgreich sein kann, wenn die Haufigkeitsdefinition zu Grunde ge-
legt wird. Ahnliches gilt dabei auch fiir die Nutzung und Erklarung des
Gesetzes der grofien Zahl; [Lehrsatz 6,7]

seine Perspektiven mafigeblich von seinen physikalischen Denkweisen
gepragt sind. [Lehrsatz 5,12,16]

Diese Auffassung findet sich in analoger Form auch in seinen ,,Vorlesungen”

wieder, in denen er allerdings zusatzlich den Wahrscheinlichkeitsbegriff

durch eine geeignetere symbolische Darstellung praziser fasst (vgl. 6.4.1)

Im Jahre 1933 wurde von Mises aufgrund des Nazi-Regimes und durch Ein-

setzung des , Gesetzes zur Wiederherstellung des Berufsbeamtentums” ent-

lassen. 1934 erhielt er eine Stelle als ordentlicher Professor der Universitat Is-

tanbul. 1939 emigrierte von Mises dann in die USA, wo er an der Harvard
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University arbeitete. Wahrend dieser Zeit hat er viele seiner Arbeiten auch ins
Englische tibersetzt und dabei neu kommentiert. Dabei bleibt er trotz des Er-
folgs der mafstheoretischen Grundlegung, bestarkt durch Kolmogoroffs Ver-
offentlichung der ,Grundbegriffe”, bei seiner Auffassung von Wahrschein-

lichkeitsrechnung und vertritt sie vehement (Mises & Geiringer, 1964).

Richard von Mises starb 1953 in Boston Massachusetts.

6.3 Methodik der Untersuchung 1

In der nachfolgenden Untersuchung wird die strukturalistische Rekonstruktion
auf Ausziige des I. Abschnitts von von Mises , Vorlesungen” angewendet. Die
Methode der strukturalistischen Rekonstruktion basiert auf der Theorie des
strukturalistischen Theorienkonzepts, welches ausfiihrlich in Abschnitt 4.4 erlau-

tert wurde.

Es gibt mittlerweile eine grofie Anzahl strukturalistischer Rekonstruktionen zu
verschiedenen Bereichen, wie der Geometrie, der Analysis oder dem Mengen-
und Zahlbegriff (Struve, 1990; Witzke, 2009; Burscheid & Struve, 2010; Schlicht,
2016). Die Darstellung der vorliegenden Rekonstruktionen orientiert sich an den
Formen bisheriger Rekonstruktionen, die in den vorgenannten Werken durchge-
fithrt wurden. Als Hauptvorlage, insbesondere hinsichtlich der Verwendung
ausfiihrlicher Erklarungen zur formalen Darstellung, haben mir die Rekonstruk-

tionen von Struve (1990) gedient.

6.4 Ergebnisse der Untersuchung 1

Die Ergebnisse werden in zwei Abschnitten dargestellt. Der erste Abschnitt ent-
hélt eine partielle strukturalistische Rekonstruktion des Theorie-Elements
T(WRvVM_AIt) zum Konzept der Alternative als einfachstes Kollektiv in von Mi-
ses (1931) , Vorlesungen”. Im zweiten Abschnitt wird dieses Ergebnis in Bezie-

hung zu weiteren Ausziigen von von Mises Werken gesetzt.

6.4.1 Partielle strukturalistische Rekonstruktion des Theorie-Elements
,einfachstes Kollektiv oder Alternative”

,,Als einfachstes Kollektiv oder Alternative bezeichnen wir eine
unendliche Folge gleichartiger Beobachtungen, deren jedesmali-
ges Ergebnis durch zwei Zeichen, etwa ,0” und , 1“, dargestellt

werden kann, wofern folgende zwei Forderungen erfiillt sind:
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Erste Forderung: [Herv.im Original] Ist ny, bzw. n,
die Anzahl derjenigen unter den n ersten Beobachtungen,
deren Ergebnis ,0” bzw. , 1" ist, so existieren die Grenz-

werte

. Ng . g
Lim— = wg; Lim— = w;.
n—-oo N n—-oo N

Zweite Forderung:[Herv.im Original] Wird aus der
Gesamtfolge durch ,Stellenauswahl” eine unendliche Teil-
folge gebildet, so existieren auch innerhalb dieser Teilfolge

die gleichen Grenzwerte

[...]

Die Grenzwerte der relativen Haufigkeiten

. Do .
wy = Lim—; w; = Lim—
n-oo N n—-oo N

nennen wir die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten des Merk-
mals ,0” bzw. ,,1” innerhalb des betrachteten Kollektivs.”
(von Mises, 1931, S. 14)

6.4.1.1 Voriiberlegungen zu T(WRvM 4;;)

Neben dem einfithrenden Zitat von von Mises indem er das einfachste Kollektiv,
die Alternative, definiert werden hier einige Vortiberlegungen dargestellt, insbe-
sondere hinsichtlich einer ersten intuitiven Vorstellung der intendierten Anwen-

dungen.

1. Die intendierten Anwendungen des Theorie-Elements T(WRvM 4,)
umfassen Massenerscheinungen oder Wiederholungsvorgange durch
deren Untersuchung sich eine , Folge von Beobachtungen” ergibt (vgl.
Def. €), wobei nur zwei Beobachtungsergebnisse w, und w, auftreten.
Paradigmatische Beispiele sind hier der Miinzwurf, das Auftreten von
geraden und ungeraden Zahlen in einer Dezimaldarstellung oder ein
Urnenexperiment aus dem bspw. mit ,,0“ und ,1” nummerierte Ku-
geln gezogen werden. In allen Fallen ist es nicht notwendig, dass es

sich um einen Laplace-Versuch handelt, die beiden Ergebnisse also
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eine gleichgrofle (im Folgenden naher zu spezifizierende) Wahrschein-
lichkeit haben.

2. Die Rekonstruktion der ((partiellen) potentiellen) Modelle erfolgt auf
Grundlage der Darstellung ,Das einfachste Kollektiv (Alternative)”
(Mises, 1931, S. 10-15, §1,2). Weitere Elemente des Kerns K des Theo-
rie-Elements, insbesondere die Beschrankungen (Constraints) C erge-
ben sich aus den folgenden Paragraphen des 1. Abschnitts , Die Ele-
mente der Wahrscheinlichkeitsrechnung” (Mises, 1931), da Sie auch
tiir allgemeine Kollektive und allgemeine Wahrscheinlichkeitsbegriffe
gelten. Dies ergibt sich daraus, dass T(WRvM ;) eine Spezialisierung
des Theorie-Elements T(WRvM ;) fiir allgemeine Kollektive ist.

6.4.1.2 Definition 1: Menge partiell potentieller Modelle M,,,,(W RvM ;)
M,,,(WRVM 4;,): x ist ein partielles potentielles Modell von WRvM 4,
(x € Mpp(WRvMAlt)) genau dann, wenn €, ;, Q, g, wq, b, Hypy, hyy

existieren, sodass

(1) x =< § O, N, Q, b, X, Hy,, hyy >
(2) €= (ej) }1st eine endliche Folge mit m Gliedern

)

)

3)

4) b:€-Q
(5) X:Q - {0,1}; X(w;) =i; i €{0,1}
(6) Hn:{0,1} > {1, ..., n};

H,, (i) = |{sj € s:X(b(gj)) =i je{l, n}}|1 € {0,1}
|{sjEE:X(b(sj))=i; je{l,...,m}}‘

m

(7) hon: {01} > @; by (i) = 22

,i €{0,1}

Zu (2): Die Gegenstande der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind laut von Mises
Massenerscheinungen oder Wiederholungsvorgénge (hier bezeichnet mit €), die
aus ,einer sehr grofien Zahl aufeinander folgender Elemente (Beobachtungen)”
(von Mises, 1931, S. 9) bestehen. Solche Beobachtungen werden hier als Elemente

einer Folge ¢; dargestellt.

Zu (3): Diese Folgen von Beobachtungen haben im Falle der Alternative zwei Be-
obachtungsergebnisse, die von Mises auch Merkmale nennt. Entsprechend ist Q
die Ergebnismenge oder der Merkmalsraum, der im Falle der Alternative zwei

Elemente w, und w; enthalt.
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Zu (4): Jeder Beobachtung ¢; wird genau ein Beobachtungsergebnis/Merkmal w;

zugeordnet. Dies formuliert von Mises folgendermaflen:

,In allen Fallen sehen wir den Beobachtungsvorgang, die Messung
nicht das physische Objekt selbst, als das Element der von uns be-
trachteten Massenerscheinung an. Wir werden daher auch statt Ele-
ment des Kollektivs den konkreteren Ausdruck ,Beobachtung”,
statt Merkmal ,Beobachtungsergebnis” gebrauchen. Indem wir
dies auch im Falle des Wiirfelns oder der Losziehung tun (also das
Ziehen aus der Urne und das Ablesen der Losnummer als eine ,,Be-
obachtung” bezeichnen), erweitern wir nur unbedeutend den {ibli-
chen Sprachgebrauch. Wesentlich ist, daf§ der Einzelvorgang in sich
abgeschlossen ist und sich nach einer dauernd gleichbleibenden
Vorschrift vollzieht, die iiber die Bestimmung des Merkmals oder
die eventuelle Ausscheidung des Versuches eindeutig verfiigt.”
(von Mises, 1931, S. 9)

In dieser Rekonstruktion wurde dafiir eine passende Zuordnung durch eine

Funktion b definiert.

Zu (5): Entsprechend der Tatsache, dass bei den Anwendungen dieses Theorie-
elements nur zwei Beobachtungsergebnisse vorliegen sollen, mochte von Mises
aus Griinden der , Vereinheitlichung” oder Verallgemeinerung ein Merkmal im-
mer mit , 0” und das andere immer mit , 1" bezeichnen. Dazu gibt er den Hinweis
,oft nennt man das eine Merkmal , Ereignis” und spricht dann von der Alterna-
tive ,,ob das Ereignis eintritt oder nicht eintritt” (von Mises, 1931, S. 10). Diese
Zuordnung wird in dieser Rekonstruktion mit einer Funktion X rekonstruiert,

die wie tiblich als Zufallsvariable verstanden werden kann.

Zu (6): Von Mises nutzt den Begriff der , absoluten Haufigkeit” nicht. Allerdings
bezeichnet er , [h]ier und im Folgenden [...] mit n,, bzw. ny die Anzahl derjeni-
gen unter den ersten n Versuchen (Elementen), deren Ergebnis das Zeichen 1
bzw, 0 tragt” (von Mises, 1931, S. 10). Dies entspricht der absoluten Haufigkeit
H, des Wertes der Zufallsvariable X. Der Notation von von Mises in Bezug auf
no und n; wird hier nicht gefolgt, da dies zu Verwirrung fiihren kann, insbeson-

dere beim Grenziibergang der relativen Haufigkeiten in M, (WRvM 4;,).

Zu (7): Basierend auf den Uberlegungen zu (6) kann in iiblicher Weise die relative

Haufigkeit definiert werden, die von Mises folgendermafien explizit definiert:
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,Haben wir in einer beliebigen Zahl n von Beobachtungen n,-mal
ein bestimmtes Ergebnis, so nennen wir ny: n die relative Haufig-
keit dieses Ergebnisses und werden mit dieser Grofie spater den
Wahrscheinlichkeitsbegriff in Verbindung bringen.”

(von Mises, 1931, S. 9)

6.4.1.3 Definition 2: Menge potentieller Modelle M,(W RvM 4;;)
M,(WRvM ;,): x ist ein potentielles Modell von WRvM 4y, (x € M,(WRVM 4;,))

=7 =@ ..
genau dann, wenn &, &, ), wg, w1, b, X, Hyp, i, €, b, hy, T, h,(n) existieren, sodass

(1) x =< & Q, N, Q,R, b, X, Hyp, hony €, b, iy, po, 2T, RO >
(2) < €N, Q b, X, Hy, by, > ist My, (WRVM 5y,

)
)
(3) €= (ej) ist eine unendliche Folge; €; = ¢;;j € {1, ...,m}; £ € € g EE
4 b

(5) hn: (0,1} = R; iy (i) =

(6) p: €[0,1]

T = {(Ejl)leN: (j1)en ist eine streng monoton wachsende Folge und es gilt
€J cNund |]| =Ry}

|{Eje§:X(E(Ej)T)l=i;jE{l'""n}H ;nm€N,i€{0,1}

|(#,€5:x(5(z),) )=t 7eT)|

n

8 19:{0,1} » R; AV () = ;i€{01};Ln€EN

Zu (2): Wie in Abschnitt 4.4 dargestellt ist jedes potentielle Model auch ein parti-
ell potentielles Modell. Dies liegt daran, dass zur Konstruktion der partiell po-
tentiellen Modelle die theoretischen Begriffe aus den potentiellen Modellen aus-
geschlossen werden. Mehr dazu in Zu (4), Zu (5), Zu (6) und Zu (7).

Zu (3): € ist das, was von Mises unter einem Kollektiv versteht. Im Rahmen seiner
ersten Forderung an die Existenz der Grenzwerte relativer Haufigkeiten formu-
liert er folgende Bedingungen an die betrachteten Massenerscheinungen, bzw.

Beobachtungsfolgen:

, Bs mufs moglich sein, sich die Folge der Einzelerscheinungen oder
Beobachtungen (Elemente) unbeschrankt fortsetzbar zu denken,

[...]”
(von Mises, 1931, S. 10)

Diese Denkméglichkeit wird hier durch eine theoretische Erweiterung € der kon-

kreten Beobachtungsfolge € erreicht. Diese zeichnet sich wie dargestellt dadurch
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aus, dass sie in den ersten'? n Stellen mit der konkreten Beobachtungsfolge €

tibereinstimmt.

Zu (4): Auch fiir diese theoretische Erweiterung €, also insbesondere die Glieder,
die nach der n-ten Stelle auftreten, sollen jeweils Beobachtungsergebnisse oder
Merkmale zugeordnet werden. Entsprechend wird b theoretisch zu b erweitert,
die auch den Gliedern von € nach der n-ten Stelle Beobachtungsergebnisse aus

Q = {wy, w1} zuordnet.

Zu (5): Die relativen Haufigkeiten aus dem partiellen potentiellen Modell werden
ebenso theoretisch erweitert wie die vorangehenden Grofien. Entsprechend der
Definition von € ist die relative Haufigkeit h, fiir jedes n € N festgelegt und
stimmt fiir alle n € N mit n < m mit h,, aus dem partiell-potentiellen Modell

iuberein.

Zu (6): p; ist eine reelle Zahl, die im spater zu bestimmenden Modell iiber eine
Grenzwertbetrachtung der h,, als Wahrscheinlichkeit einer Alternative festgelegt
wird. Im Sinne des Begriffsgeriist des Theorie-Elements allerdings in x €

M,(WRvM 4;,) bereits enthalten sein muss.

Zu (7): T ist die Menge aller unendlichen Teilfolgen der Elemente der Menge €.
Diese wird im Folgenden zur Definition des Modells M(WRvM 4;;) bendtigt um
die Forderung zu erfiillen, dass jede unendliche Teilfolge — daher auch die Fest-
legung der Kardinalitat X, der Indexmenge / — den gleichen Grenzwert relativer

Haufigkeiten besitzt, wie die Gesamtfolge aus der die Teilfolge gebildet wurde.

Zu (8): Eﬁf) ist die relative Haufigkeit, die den jeweiligen Alternativen zugeordnet

wird, in Bezug auf die Teilfolgen.

Mithilfe dieser Begrifflichkeiten ist nun die Formulierung der Fundamentalge-

setze im Modell des Theorie-Elements moglich.

6.4.1.4 Definition 3: Menge der Modelle M(W RvM ,;,)
M(WRvMy,;,): x ist ein potentielles Modell von WRvMy;, (x € M(WRvM 4;,)) ge-

=T =@ . .
nau dann, wenn &, g;, Q, wg, Wy, b, Hy, hi, €, b, hyy, 0o, 01, T, h,(l) existieren, sodass

125 Es miissten nicht die ersten n Stellen sein. Man kénnte bspw. auch davon ausgehen, dass die
beobachtete Folge erst in der zwdlften Stelle des Kollektivs beginnt. Zur leichteren Notation ist
es aber zweckmaRig die hier vorgeschlagene Ubereinstimmung der ersten n Stellen zu wahlen.
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(1) x =< 8; Q; NI Q) bl Hml hml EI bl hn' Po, pl’T’ E;t) >
() < €N, Q b, Hy, hin, €, b, by po, 01, T, B > ist M,,(WRvM ;)

und folgende Axiome gelten
(A1) lim h,(i) = p;; p; € [0,1],i € {0,1}
n—-oo
(A2)  lim RP@) = lim h,(i); VI €T; i € {0,1}
n—-oo n—->oo

Zu (A 1): Diese Darstellung entspricht der ersten Forderung, die von Mises im
Einleitungszitat formuliert, dass die Grenzwerte der relativen Haufigkeiten der
Alternativen ,,0” und ,1” bei Vorliegen des einfachsten Kollektivs konvergieren

gegen je ein p; € [0,1];i € {0,1}.

Zu (A 2) Diese Darstellung entspricht der zweiten Forderung, die von Mises im
Einleitungszitat formuliert, dass auch die relativen Haufigkeiten der Alternati-
ven ,,0” und ,1“ der unendlichen Teilfolgen bei beliebiger , Stellenauswahl” je-
weils die gleichen Grenzwerte besitzen, wie die relativen Haufigkeiten der ur-

spriinglichen Beobachtungsfolge.

6.4.1.5 Intertheoretische Verbindungen L(W RvM 4;,) und
Beschrdnkungen C(W RvM 4,,): Ein Lésungsplan und Problemaufriss

Zur Vervollstandigung eines Theorie-Kerns wie in Definition 2 (vgl. 4.4.2.1) be-
schrieben ist es erforderlich intertheoretische Verbindungen L(WRvM ;) und
Beschrankungen C(WRvM ;) fiir den Theorie-Kern auszuarbeiten, wobei ers-
tere nicht zwingend erforderlich sind. Trotzdem lasst sich leicht ein Losungsplan
zum Auffinden intertheoretischer Verbindungen aufstellen. Von Mises (1931) be-
spricht nach der Einfiihrung des einfachsten Kollektivs, der , Alternative”, die
Verallgemeinerung zum ,,allgemeinen Kollektiv” mit mehreren Merkmalen im
Merkmalsraum, bzw. Ergebnissen in der Ergebnismenge. Wenn man eine struk-
turalistische Rekonstruktion des ,allgemeinen Kollektivs” formuliert, ergibt sich
eine intertheoretische Verbindung durch den Spezialfall der ,, Alternative” unter

den , allgemeinen Kollektiven”.

Schwieriger ist dagegen der strukturalistische Zugriff auf die Beschrankungen,
die Teil des Theorie-Kerns sein miissen. Analog zu typischen Beispielen solcher
Beschrankungen — wie etwa die gleiche Verwendung der Erdmasse in den Sys-
temen Erde-Sonne und Mond-Erde — geht es bei Beschrankungen darum gleiche
Entitdten in verschiedenen Anwendungen in verschiedenen Rollen zu beobach-

ten, denen dann bestimmte {ibergreifenden Eigenschaften zugeschrieben werden
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sollen. Findet man keine solchen Beschrankungen hat das Theorie-Element kei-
nen empirischen Gehalt, was das Ansinnen, eine Rekonstruktion zu versuchen,

nutzlos werden liefe.

Einen Ausgangspunkt fiir eine Losung, den ich im Rahmen dieser Dissertation
nicht verfolgen konnte, scheint mir in der Rekonstruktion und Einbettung der
,Grundoperationen” (von Mises, 1931, S. 73ff.) zur Bildung neuer Kollektive von
von Mises zu liegen. Gerade die Grundoperation der ,, Verbindung” erscheint mir
ein besonders guter Kandidat fiir die Rekonstruktion von Beschrankungen der
Theorie-Elemente zu sein, in Analogie zum angefiihrten astronomischen Bei-
spiel. Bei der Verbindung werden zwei Kollektive verbunden, wodurch sich die
relativen Haufigkeiten der Merkmale entsprechend der neuen Beobachtungs-
folge anpassen. Diese Veranderung der Haufigkeiten sollte gewissen Beschran-
kungen unterliegen, sodass ein Kollektiv in der einen Anwendung dhnliche Aus-
wirkungen fiir die Wahrscheinlichkeiten der Merkmale der neuen Beobach-
tungsfolge in Abhangigkeit der weiteren Kollektive hat, wie in einer anderen An-
wendung. Fiir diese Betrachtungen miissten zunéchst diese , Grundoperationen”
in das Fundamentalgesetz des Theorie-Elements eingebracht werden. Eine typi-
sche intendierte Anwendung fiir diese ,,Grundoperation” ware bspw. das Wer-
fen mit mehreren Miinzen. Bei dieser Problemstellung handelt es sich um ein in-
teressantes Forschungsdesiderat, dass insbesondere tiefere Einblicke in den em-
pirischen Gehalt von von Mises Wahrscheinlichkeitsrechnung geben kann, aber
auch besonders geeignet erscheint Experimente in Bezug auf diese ,,Grundope-

rationen” fiir den Stochastikunterricht an der Schule zu identifizieren.

6.4.2 Ergebnisse der partiellen strukturalistischen Rekonstruktion im Kontext

Die Zusammenstellung insbesondere aber Lehrsatz 7 reicht bereits aus um die
gestellte Forschungsfrage positiv zu beantworten, da von Mises einerseits beson-
ders starke Wertungen vornimmt und auch starke Emotionen innerhalb seines
Erfahrungsbereichs zusatzlich zum rekonstruierten empirisch-gegenstandlichen
Wissen expliziert. Diese sind im nachfolgend wiederholten Lehrsatz entspre-

chend der vorhergehenden Hervorhebungen markiert.

7. Die sogenannten Gesetze der groflen Zahlen enthalten
nur dann sinnvolle Aussagen iiber den Ablauf einer Beobach-
tungsfolge, wenn man von vornherein von der Haufigkeitsdefini-
tion der Wahrscheinlichkeit ausgeht; sie stellen dann bestimmte,

aus der Regellosigkeit folgende Eigenschaften der Anordnung der
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Beobachtungsergebnisse fest; bei Verwendung der klassischen
,Definition” liefern die Gesetze der grofsen Zahlen lediglich rein
arithmetische Eigenschaften gewisser Gruppen von ganzen Zah-
len, also Aussagen, die in keinerlei Beziehung zum

zeitlichen Ablauf von Vorgingen stehen.

Kolmogoroff (1933) verweist in seinem ersten Kapitel ,,Die elementare Wahr-
scheinlichkeitsrechnung”, ,,§2 Das Verhaltnis zur Erfahrungswelt” in Fufinote 2
auf S. 3 auf ,§5 Das Verhéltnis der Theorie zur Erfahrungswelt” in von Mi-
ses (1931) ,,Vorlesungen”. Dieser Auszug bildet neben der wichtigen Querver-
bindung zu Kolmogoroffs , Grundbegriffen” auch ein wichtiges Material im be-
schriebenen Seminar (vgl. 10). Entsprechend sollen hier zur Erganzung der oben
vorgenommenen Analyse noch einige Aspekte aus diesem Textstiick behandelt

werden um von Mises Standpunkt klarer darzustellen.

Von Mises zeigt in seinem Text eine Auffassung der exakten Naturwissenschaft,
entsprechend des sog. EJASE-Modells von Einstein (Holton, 1981). Diese zeich-
net sich durch ihr ,Doppeltes Gesicht aus” (von Mises 1931, S. 21). Einerseits
wird die die Naturwissenschaft durch einen rein deduktiven Aufbau bestimmt.
Dazu gehort eine Basis von begrifflich gefassten Axiomen und mathematische
Schlussfolgerungen aus Axiomen (bestimmt durch Logik), wobei die Axiome
selbst nur auf Forderungen bzgl. Widerspruchslosigkeit, Unabhangigkeit und
Vollstandigkeit gepriift werden konnen. Auf der anderen Seite sollte ,,jede solche
Theorie, wenn sie tiberhaupt einen verniinftigen Zweck erfiillt [Herv. G.S.], einem
bestimmten Tatbestand von beobachtbaren, unserer sinnlichen Wahrnehmung
zuganglichen Erscheinungen” (von Mises, 1931, S. 21) beschreiben. In Auseinan-
dersetzung mit der Axiomatisierung der Geometrie gibt er als Beispiel die Kugel
an, deren Definition durch die Eigenschaft festgelegt wird, dass alle ihre Punkte
den gleichen Abstand zum Mittelpunkt haben. Eine Eigenschaft, die nicht empi-
risch nachpriifbar ist'?. Grundsatzlich zahlt von Mises (1931, S. 22) die Geometrie
ebenfalls zur angewandten Mathematik und fiihrt sie als Analogie zur Wahr-

126 An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass Uberlegungen angestellt und Verfahren entwi-
ckelt wurden eine moglichst exakte Silizium Kugel herzustellen um die Masseneinheit Kilo-
gramm neuzudefinieren. https://www.ptb.de/cms/forschung-entwicklung/forschung-zum-
neuen-si/ptb-experimente/kilogramm-und-mol-atome-zaehlen.html


https://www.ptb.de/cms/forschung-entwicklung/forschung-zum-neuen-si/ptb-experimente/kilogramm-und-mol-atome-zaehlen.html
https://www.ptb.de/cms/forschung-entwicklung/forschung-zum-neuen-si/ptb-experimente/kilogramm-und-mol-atome-zaehlen.html
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scheinlichkeitstheorie an. So erklart von Mises den theoretischen Status des Kol-
lektivs, der in der partiellen Rekonstruktion nachgewiesen wurde, folgenderma-

fen:

,Das Kollektiv, wie es durch unsere Axiome als abstrakter Begriff
definiert wird, existiert natiirlich nirgends in der Wirklichkeit,
ebenso wenig wie etwa eine Ebene, eine Kugel oder sonst eine ma-
thematische Flache sich in der Erfahrungswelt nachweisen ldsst.
Das reale Spiel mit einem Wiirfel kann man nicht unbeschréankt
wiederholen und daher 1af3t sich auch nicht feststellen, ob die rela-
tiven Haufigkeiten Grenzwerte zustreben oder nicht. Der genau
gleiche Fall liegt vor, wenn man in der Mechanik voraussetzt, die
Geschwindigkeit eines Punktes sei eine differenzierbare Funktion
der Zeit, d.h. es existiere der Grenzwert des Differenzenquotienten
Geschwindigkeit durch Zeit. Kein Versuch, keine Messung kann diese
Existenz bestatigen, die Annahme der Differenzierbarkeit rechtfertigt sich
durch die Gesamtheit der Folgerungen, zu denen sie (mit anderen Annah-

men zusammen) fiihrt [Herv. G.S.].”
(von Mises, 1931, S. 22-23)

Auch die Zweckmafigkeit, die eine empirische Theorie hinsichtlich ihrer Pas-
sung auf das Phanomen hat, wird von von Mises am Beispiel der verschiedenen
Anwendungsbereiche der Newtonschen und Einsteinschen Mechanik in Bezug
auf Bewegungen im Sonnensystem erldautert, wobei ,letztere[r] nur dann den
Vorzug [gegeben wird], wenn man einem umfassenderen Erscheinungsgebiet
gerecht werden will” (von Mises, 1931, S. 23).

Besonders interessant in von Mises Darstellung ist die sog. Forderung nach ei-
nem ausgeschlossenem Spielsystem — in der Rekonstruktion mit Axiom (A2) be-
zeichnet, dessen Analogie er im physikalischen , Verbot des perpetuum mobile”
also dem Energieerhaltungssatz sieht. Beide zeichnen sich dadurch aus, dass sie
sich praktisch nicht tiberpriifen lassen, was sich darin zeigt, dass es viele Versu-
che gegeben hat ein , perpetuum mobile” zu bauen bzw. in einem Casino ein
Spielsystem zu erkennen. Alle diese Versuche blieben erfolglos (von Mises, 1931,
S. 23-24). Insofern gibt es eine empirische Begriindung, aber natiirlich keinen Be-

weis, fiir die vorgestellten Verbotssatze.
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Die Approximation der auftretenden relativen Haufigkeiten durch die aus der
Theorie bestimmten Wahrscheinlichkeiten sind nur in dem Mafie genau, wie die
Ausgangswahrscheinlichkeiten genau sind (von Mises, 1931, S. 24-25). Diese
Ausgangswahrscheinlichkeiten sind entsprechend von Mises Voriiberlegungen
zum Kollektiv nur hinsichtlich dreier Fille zu unterscheiden (von Mises, 1931,
25-27):

1. Gliicksspiele, die er als kiinstliche Einrichtungen versteht ,besonders
gut” Forderung (A2) zu erfiillen, und aus der Tradition heraus moglichst
gleichverteilte Elementarereignisse zu erzeugen.

2. Statistik, in der die Genauigkeit der Aussagen der resultierenden Wahr-
scheinlichkeiten besonders von den Ausgangsdaten abhangt;

3. Aufgaben der theoretischen Physik, in denen von makroskopischen Gro-
en, wie Druck und Temperatur auf Vielteilchensysteme und deren Ei-

genschaften geschlossen wird.

Zuletzt mochte ich noch auf von Mises Diskussion der Gliicksspiele eingehen,
die klar eine aprioristische Sichtweise solcher Gliicksspiele ablehnt und die Ent-
wicklung solcher Gliicksspiele als Argument gegen diese Auffassung der Exis-

tenz von a-priori Wahrscheinlichkeiten ins Feld fiihrt.

,Natiirlich bedurfte es einer sehr langen Erfahrungsreihe, die eine
gewisse Hohe des Kulturstandes voraussetzt, bis man wufSte, wel-
che Eigenschaften [Herv. im Original] etwa eines Wiirfels die Gleich-
Wahrscheinlichkeit seiner sechs Seitenflichen einigermafien ver-
bilirgen, — daf$ [sic!] es nicht auf die Schriftzeichen ankommt, die
man auf die Seiten aufmalt, oder auf andere Zauberspriiche, auch
nicht auf die biologische und geologische Vorgeschichte der einzel-
nen Teile des Wiirfels, sondern nur auf gewisse geometrische und
mechanische Symmetrien. [...] Schliefdlich aber bekam man auf die-
sem Wege physikalische Objekte, durch die bei geeigneter Hand-
habung einfache, vorausgewahlte Zahlen als Wahrscheinlichkeiten
realisiert wurden, und es konnte sich der Irrtum einstellen, als
wiren diese Zahlenwerte fiir die vorhandenen Objekte a priori,
d.h. vor aller Erfahrung, bekannt gewesen. [Herv. kursiv, im Ori-
ginal; Herv. fett, G.S.]”

(von Mises, 1931, S. 25-26)
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6.4.3

Zusammenfassung der Ergebnisse von Untersuchung 1

Von Mises Auffassung ist exemplarisch fiir eine empirisch-gegenstandliche Auf-

fassung. Dies zeigt sich neben seiner Konzeption der Grundbegriffe seiner Wahr-

scheinlichkeitstheorie an den starken Bewertungen anderer Auffassungen und

der hohen Emotionalitat mit der von Mises seine Auffassung verteidigt und als

einzig sinnvolle herausstellt.

6.4.4 Forschungsdesiderate, die sich aus Untersuchung 1 ergeben

Inwiefern konnen die in dieser Untersuchung rekonstruierten partiellen
Theorie-Elemente < M,,(WRvMy;), M(WRvM_;.), My, (WRVM,;,) > durch
eine strukturalistische Rekonstruktion der von von Mises vorgeschlage-
nen Grundoperationen , Auswahl”, ,Mischung”, , Teilung” und , Verbin-
dung” um Verbindungen L(WRvMjy,;,) und Beschrankungen C(WRvMy;;)
erganzt werden? Und damit auch die Auswahl von Experimenten im
Stochastikunterricht der Schule informieren?

Welche weiteren Einblicke in den empirischen Gehalt von von Mises
Wahrscheinlichkeitstheorie bieten strukturalistische Rekonstruktionen
des allgemeinen Kollektivs und des allgemeinen Wahrscheinlichkeitsbe-
griffs sowie der Umgang mit geometrischen Verteilungen bei von Mises?
Kann Kolmogoroffs Schema zur Anwendung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung (vgl. 7.2, 7.4) als Bestandteil eines Theorienetzes in Zusammen-

hang mit von Mises Wahrscheinlichkeitsrechnung gebracht werden?
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»Zweck des vorliegenden Heftes ist eine axiomatische Begriindung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Der leitende Gedanke des Verfassers war dabei, die
Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche noch unlingst fiir ganz
eigenartig galten, natiirlicherweise in die Reihe der allgemeinen Begriffsbildung der
modernen Mathematik einzuordnen.”

A. N. Kolmogorff (1933, S. III)

In dieser Untersuchung wird der Frage nachgegangen, ob eine formal-abstrakte
Auffassung der Wahrscheinlichkeitsrechnung in ihrer historischen Entwicklung
nachzuweisen ist. Dazu wird die Quelle , Grundbegriffe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung” (im Folgenden kurz , Grundbegriffe”) von Kolmogoroff (1933)
untersucht, deren besonderes Merkmal eine klare Explikation des formal-abs-
trakten Standpunkts des Autors in seinem Werk ist. Entsprechend handelt es sich
bei Kolmogoroffs Auffassung, die in diesen , Grundbegriffen” vertreten wird,
um ein exemplarisches Beispiel fiir eine solche formal-abstrakte Auffassung. Dies
macht diese Quelle, und auch die im Seminar ausgewahlten Ausziige (Kolmo-
goroff, 1933, S. I-7), so didaktisch wertvoll fiir die Ausbildung von Lehrer*innen
an der Hochschule (vgl. 10).

Entsprechend dieses Verstandnisses der Forschungsfrage wird hier — genau wie
in Abschnitt 6 — nicht versucht eine vollstindige (mathematik-)historische oder
(mathematik-)philosophische Untersuchung der Quelle anzustellen, sondern
eine mathematikdidaktische Untersuchung mit einem Schwerpunkt auf der
Frage durchzufiihren inwiefern und warum Kolmogoroffs ,Grundbegriffe” Re-
flexionsanlasse fiir die eigene Auffassung zur Wahrscheinlichkeitsrechnung und

Mathematik bieten konnen.

Diese Untersuchung gliedert sich im Folgenden in vier weitere Abschnitte. Im
ersten Abschnitt wird das Ziel der Untersuchung erldutert und begriindet sowie
in die theoretischen Uberlegungen eingebettet. Im zweiten Abschnitt wird das
Werk , Grundbegriffe” in seinem Kontext verortet. Dies beinhaltet zum einen In-
formationen zu Kolmogoroff, den Einfluss den diese Arbeit auf die mathemati-
sche Gemeinschaft hatte, eine Ubersicht ihres Zusammenhangs mit weiteren

Werken anderer Autoren und einer Darstellung der Werkstruktur. Im dritten
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Abschnitt wird die Methode der zusammenfassenden Inhaltsanalyse nach May-
ring (2015b) erklart. Im letzten Teil werden die Untersuchungsergebnisse darge-

stellt und kommentiert.

7.1 Ziele der Untersuchung 2
Das Ziel dieser Untersuchung liegt in der Beantwortung der zweiten Forschungs-

frage, namlich

1. Ist eine formal-abstrakte Auffassung in der Geschichte der Wahrschein-
lichkeitsrechnung nachzuweisen und wenn ja, wodurch zeichnet sich

diese aus?

Im Gegensatz zur 1. Untersuchung ist diese Frage nicht (zwingend) direkt ein-
leuchtend, zumal die Wahrscheinlichkeitsrechnung bzw. Stochastik (noch heute)
zur sogenannten ,angewandten Mathematik” gehoren. Welchen Zweck kann
also eine formal-abstrakte Auffassung der Wahrscheinlichkeitsrechnung — auch
anderer mathematischer Bereiche wie der Geometrie — iberhaupt haben, wenn
ihre Urspriinge klar in Anwendungsproblemen liegen (vgl. 6.1). Die Schwierig-
keiten, die sich bei der Ubertragung auf Anwendungen ergeben, wurden unter
anderem von Czuber (1899, S. 1) dargestellt. Das zugehorige Zitat findet sich in
Untersuchung 1 (vgl. 6.2). Der Kern dieser Anwendungsproblematik liegt in der
Frage, auf welche Weise die Wahrscheinlichkeitsrechnung so grundgelegt wer-
den kann, dass sie moglichst verschiedene Anwendungsfille abdeckt, die bei-
spielsweise einer eher subjektivistischen, aprioristischen oder frequentistischen
Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs entsprechen. Kolmogoroff (1933)
hat mit seinem Werk , Grundbegriffe” eine solche Grundlegung vorgelegt und
ist damit ein exemplarisches Beispiel fiir einen Trager einer formal-abstrakten
Auffassung, wie sie in Abschnitt 5.2.2 beschrieben wurde. Das heifst, dass in der
Regel nur subjektive Erfahrungsbereiche aktiviert wurden, in denen ein gegebe-
nenfalls empirischer Gehalt einer Theorie als Teil des spezifischen Wissens be-
wusst aufsen vorgelassen wird. Das Ziel dieser Untersuchung 2 liegt nun darin,
offenzulegen, an welchen Stellen seines Werkes diese formal-abstrakte Auffas-

sung rekonstruiert werden kann und wie sich diese ausdrtickt.

7.2 Kontext der Quelle zur Untersuchung 2
Eine sehr lesenswerte und ausfiihrliche Darstellung der Genese der , Grundbe-

griffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” von Kolmogoroff (1933) findet sich in
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Shafer und Vovk (2006), mit dem Schwerpunkt auf dem mathematischen Forma-
lismus im Sinne einer Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der ,Philoso-
phie der Wahrscheinlichkeit” (Shafer & Vovk, 2006, S. 70). Zusatzlich beinhaltet
ihre Arbeit Fragen nach den Vorarbeiten von Kolmogoroffs , Grundbegriffen”
und der Art und Weise wie Kolmogoroff den Formalismus in Beziehung zur em-
pirischen Welt setzt — wobei nach der Untersuchung (vgl. 7.3) die Frage gestellt
werden sollte, ob und inwiefern diese Verbindung aus Kolmogoroffs Sichtweise
iiberhaupt relevant fiir seine , Grundbegriffe” ist. In der nachfolgenden Analyse
wird sich zeigen, dass Kolmogoroff selbst explizit auf diese Fragekomplexe ein-
geht (vgl. 7.4).

In ihrer Einleitung zitieren Shafer und Vovk (2006, S. 70) Fréchet, der im Rahmen
eines Kolloquiums in Genf 1937 die , organisatorische Fahigkeit” von Kolmo-
goroff bei der Zusammenstellung der Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung in seinem Werk ,Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung”
wiirdigt. Interessanterweise erinnern Fréchets Worte an Freudenthals Wiirdi-
gung von Hilbers , Grundlagen der Geometrie”, der die explizite Durchfiihrung
von Hilberts Standpunkt hervorhebt. Fréchet lobt dagegen die Fahigkeit Kolmo-
goroffs, die bereits vorliegenden grundlegenden Konzepte gesammelt, zusam-
mengestellt, gepriift und schlussendlich — besonders wichtig fiir den Erfolg von
Kolmogoroffs , Grundbegriffen” — gr