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Kurzfassung 
Zunehmende Schadensfälle an Bauwerken in der vergangenen Zeit sowie der immer 
schlechter werdende Zustand der zivilen Infrastruktur als Folge der steigenden Anzahl 
von schweren Naturkatastrophen und einer immer höheren Verkehrsbelastung führen 
weltweit zu immensen Kosten für die Sanierungs- und Instandhaltungsarbeiten im Bau-
wesen. Zur Gewährleistung der Dauerhaftigkeit und zur Vorbeugung von schweren 
Schadensereignissen kommt der Entwicklung moderner Hochleistungswerkstoffe und 
der Zustandsüberwachung von Bauwerken eine stetig wachsende Bedeutung zu. Die 
zerstörungsfreie Prüfung unter der Verwendung ultraschallbasierter Verfahren kann 
hierzu einen wichtigen Beitrag leisten. Neben den konventionellen und bewährten line-
aren Ultraschallverfahren, wie der Impakt-Echo-Methode und der Laufzeitmessung, 
bieten insbesondere die sogenannten nichtlinearen Ultraschallverfahren das Potential 
zur zuverlässigen Materialcharakterisierung und Schädigungsbeurteilung von Werkstof-
fen. Dabei beziehen sich die nichtlinearen Ultraschallverfahren auf die nichtlinearen 
Eigenschaften eines Werkstoffes und sind durch eine hohe Sensitivität zur frühzeitigen 
Materialveränderung in Form von Mikroschädigungen gekennzeichnet, welche den kon-
ventionellen linearen Ultraschallverfahren meistens verborgen bleiben.  

Für die praktische Anwendung neuartiger Ultraschallverfahren im Bauwesen ist es zu-
nächst notwendig, die maßgebenden Zusammenhänge und akustischen Effekte der 
nichtlinearen Wellenausbreitungen in Werkstoffen zu verstehen. Hierfür eignen sich 
insbesondere numerische Simulationsverfahren, welche auch bei komplexen Materialei-
genschaften und 3-D Problemen herangezogen werden können. Im numerischen Teil 
dieser Arbeit wird daher auf der Basis der klassischen CHEBYSHEV-Pseudospektralen-
Kollokationsmethode ein effizientes numerisches Verfahren hoher Genauigkeit entwi-
ckelt, welches zudem die Implementierung beliebiger nichtlinearer Materialgesetze er-
laubt. Anschließend werden die nichtlinearen Wellenausbreitungsprobleme im Beton 
unter der Berücksichtigung der Dämpfung und der Schädigung numerisch behandelt. 
Danach werden im experimentellen Teil dieser Arbeit die linearen und nichtlinearen 
Ultraschallverfahren zur Charakterisierung und Schädigungsbeurteilung in unbewehr-
tem und stahlbewehrtem Hochleistungsbeton erprobt. Ihre Anwendbarkeit zur ultra-
schalltechnischen Bestimmung der linearen und nichtlinearen Eigenschaften von Hoch-
leistungsbetonen wird anhand von Beispielen gezeigt. Die Sensitivität der nichtlinearen 
Ultraschalltechnik zur Detektion mechanisch induzierter Schädigungen in Form von 
Mikrorissbildung und -wachstum wird untersucht und demonstriert.  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

Abstract 
Increasing damages on building structures in recent times, as well as the deteriorating 
state of civil infrastructure resulting from the growing number of severe natural catas-
trophes and higher traffic load, are causing immense costs for refurbishment and 
maintenance work in the construction sector worldwide. To ensure the durability and 
to prevent serious damage events, the development of modern high-performance mate-
rials and health monitoring of buildings is becoming increasingly important. Non-de-
structive testing using ultrasound-based methods can make a valuable contribution on 
this. In addition to the conventional and proven linear ultrasound methods, such as the 
impact-echo method and the pulse-velocity measurement, especially the so-called non-
linear ultrasound methods offer the potential for reliable material characterization and 
damage assessment of construction materials. In this case, nonlinear ultrasound meth-
ods are related to the nonlinear elastic parameters of a material and are characterized 
by a high sensitivity to early material degradation in the form of micro-damage, which 
is usually hidden from the conventional linear ultrasound methods. 

For the practical application of novel ultrasound methods in the construction sector, it 
is first necessary to understand the relevant relationships and acoustic effects of non-
linear wave propagation in construction materials. Numerical simulation methods, 
which can be used in the case of complex material properties and 3-D problems, are 
suitable for this purpose. Therefore, in the numerical part of this thesis, based on the 
classical Chebyshev-pseudospectral-collocation method, an efficient numerical method 
of high accuracy is developed, which allows to implement arbitrary nonlinear material 
laws. Subsequently the nonlinear wave propagation in concrete under the consideration 
of acoustic attenuation and damage is treated numerically. In the subsequent experi-
mental part of this work the linear and nonlinear ultrasound techniques are tested for 
characterization and damage assessment in unreinforced and steel-reinforced high-per-
formance concrete. Their applicability for the ultrasonic determination of the linear 
and nonlinear properties of high-performance concrete is shown by means of examples. 
The sensitivity of nonlinear ultrasound technology for the detection of mechanically 
induced damage in the form of microcrack formation and growth is examined and 
demonstrated.  
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Richtung mit Partikelbewegung in y-Richtung 

0
, , , ,/x z x zc cD T T  relative Geschwindigkeitsänderung einer Transversalwelle in x-

Richtung mit Partikelbewegung in z-Richtung 
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a  hysteretischer Nichtlinearitätsparameter, Parameter zur Trans-

formation des Berechnungsgitters  

0a  hysteretischer Nichtlinearitätsparameter im ungeschädigten Zu-
stand 

a¢  relativer akustischer hysteretischer Nichtlinearitätsparameter  

1 2 3, ,a a a¢ ¢ ¢  unterschiedliche relative akustische Nichtlinearitätsparameter 
(hysteretisch nichtlinear) 

refa¢  relativer akustischer Nichtlinearitätsparameter (hysteretisch 
nichtlinear) ohne Dämpfungseinfluss 

Da  akustischer Dämpfungsparameter 

D,L D,T,a a  longitudinaler/ transversaler akustischer Dämpfungsparameter 

D,L,1a  longitudinaler Dämpfungsparameter der Fundamentalamplitude 

D,L,2a  longitudinaler Dämpfungsparameter der 2. Harmonischen 

D,L,3a  longitudinaler Dämpfungsparameter der 3. Harmonischen 
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D,La¢  relative Änderung des longitudinalen akustischen Dämpfungspa-
rameters 

Na , N,1b , N,2b  Hystereseparameter im NAZAROV-Modell 

b  Nichtlinearitätsparameter (quadratisch nichtlinear) 

0b  Nichtlinearitätsparameter (quadratisch nichtlinear) im ungeschä-
digten Zustand 

b¢  relativer akustischer Nichtlinearitätsparameter (quadratisch 
nichtlinear) 

1 2 3, ,b b b¢ ¢ ¢  unterschiedliche relative akustische Nichtlinearitätsparameter 
(quadratisch nichtlinear) 

refb ¢  relativer akustischer Nichtlinearitätsparameter (quadratisch 
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ten Zustand 

g¢  relativer akustischer Nichtlinearitätsparameter (kubisch nichtli-
near) 

1 4g -  Hystereseparameter im NAZAROV-Modell  

, ,xy xz yzg g g  Schubverzerrungen im kartesischen Koordinatensystem 

, ,xy xz yzg g g    Schubverzerrungsraten im kartesischen Koordinatensystem 

2  Ld  relativer Fehler nach der 2L -Norm 

ε GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensor 

ije  Komponenten des GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensors 

ε  GREEN-LAGRANGE-Verzerrungsratentensor 

ije  Komponenten des GREEN-LAGRANGE-Verzerrungsratentensors 

ε̂  Verzerrungsvektor des KELVIN-Eigensystems 

Kε  Verzerrungsvektor in KELVIN-Notation 

0e  Dehnung im vergangenen Belastungsschritt  

*e  Hystereseparameter im DUHEM-Modell  

me  maximale Dehnung im NAZAROV-Modell 
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me + , me -  maximale/minimale Dehnung im NAZAROV-Modell 

, ,x y ze e e  Normaldehnungen im kartesischen Koordinatensystem 

, ,x y ze e e    Normaldehnraten im kartesischen Koordinatensystem 

, , ,, ,
N N Nx y zs s se e e  Normaldehnungen infolge der einachsigen Zugbeanspruchung Ns  

h  dynamische Viskosität 

f,ih  Faserorientierungsbeiwert der Faser i 

Sh  Faserorientierungsbeiwert des Gesamtquerschnittes 

Vh  volumetrischer Faserorientierungsbeiwert 

q  Polarwinkel im sphärischen Koordinatensystem, Rotationswinkel

maxq  Rotationswinkel bei maximaler Geschwindigkeitsänderung 

90°q  Rotationswinkel 90° zu maxq  

l  1. LAMÉ-Konstante, Eigenwerte, Wellenlänge 

m  2. LAMÉ-Konstante, Schubmodul 

,l m  dynamische Viskositäten im KELVIN-VOIGT-Modell 

L T,l l  longitudinale und transversale Wellenlänge  

n  Querkontraktionszahl 

ix  GAUSS-LOBATTO-Punkte 

ix  GAUSS-Punkte 

,x h  GAUSS-LOBATTO/GAUSS-Punkte auf einem 2-D Einheitsgebiet 

p  Kreiszahl 

0r  Massendichte im unbelasteten Zustand 

Br  Massendichte des Betons 

fr  Fasergehalt 

gesr  Gesamtmassendichte 

Str  Massendichte des Stahls 

σ  CAUCHYscher Spannungstensor 

σ̂  Spannungsvektor des KELVIN-Eigensystems 

Kσ  Spannungsvektor in KELVIN-Notation 
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1 2 3

4 5 6

ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ, ,

σ σ σ
σ σ σ

 Spannungskomponenten des KELVIN-Eigensystems 

Ns  einachsige Zug- bzw. Druckbeanspruchung 

xs , ys , zs  Normalspannungen im kartesischen Koordinatensystem 

t  Zeitvariable, Zeitverschiebung 

bt  Verbundspannung 

b,maxt  maximale Verbundspannung 

xyt , xzt , yzt  Schubspannungen im kartesischen Koordinatensystem 

j  Azimutwinkel im sphärischen Koordinatensystem 

0 1,j j  Phasenwinkel zweier Ultraschallsignale 

A G-ψ  Hilfsvariablen in der CPML-Implementierung 

y  Transformationsvariable 

w  Kreisfrequenz, Transformationsvariable 

 

Mathematische Notationen 

 
∇  Nabla-Operator 

( )d   DIRAC-Delta-Funktion 

ijd  KRONECKER-Delta 

Î Element aus einer Menge 

( )H   HEAVISIDE-Funktion 

( )J  JACOBI-Matrix 

( )rect   Rechteckfunktion 

( )r   Spektralradius 

sign( ) Vorzeichenfunktion, Signumfunktion 

*  mathematische Faltung 

Æ  arithmetischer Mittelwert  

,   EUKLIDische Norm  
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FFT Fast Fourier Transform (schnelle FOURIER-Transformation) 
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GPU Graphics Processing Unit (Grafikprozessor) 
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KT KURGANOV-TADMOR 

NL nichtlinear 

NLP Nichtlinearitätsparameter 

OPC Ordinary Performance Concrete 

PDG partielle Differentialgleichung 

PML Perfectly Matched Layer 

RWP Randwertproblem 

TVD Total Variation Diminishing  

UHPC Ultra-High Performance Concrete 
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1 Einleitung 

1.1 Motivation und Ziele 

Aufgrund der fortschreitenden Entwicklung neuartiger und optimierter Konstruktions-
werkstoffe, entsteht hieraus sogleich die Forderung nach einer sinnvollen Charakteri-
sierung dieser Materialien vor dem werkstofftechnischen Hintergrund. Im Bauwesen 
konnten in den letzten Jahrzehnten Hochleistungsbetone entwickelt werden, die bei 
hohen Druckfestigkeiten und optimierten Eigenschaften im physikalischen und chemi-
schen Verhalten gleichzeitig die Anforderungen für baupraktische Anwendungen erfül-
len [8, 28, 53, 65, 109]. Die Kenntnis über die genauen mikromechanischen Vorgänge 
bei quasistatischer Beanspruchung sowie die Beurteilung von Schädigungsprozessen in 
diesen Materialien sind hierbei von entscheidender Bedeutung, um für zukünftige An-
wendungen einen sicheren und optimalen Einsatz gewährleisten zu können. Weiterhin 
gewinnt infolge zunehmender Schadensfälle an Bauwerken und den damit steigenden 
Investitionskosten zur Sanierung bzw. Instandhaltung die zerstörungsfreie Zustands-
überwachung von Beton- und Stahlbetonkonstruktionen an Bedeutung. Der Grundge-
danke hierbei ist, möglichst frühzeitig versagensrelevante bzw. die Gebrauchstauglich-
keit und die Dauerhaftigkeit einschränkende Schäden zu erkennen und geeignete Er-
tüchtigungsmaßnahmen zu treffen.  

Neben anderen zerstörungsfreien Prüfmethoden ist im Ingenieurwesen insbesondere der 
Einsatz elastischer Ultraschallwellen zur Material- und Schädigungscharakterisierung 
weit verbreitet. Ein wesentlicher Vorteil der ultraschallbasierten Prüfverfahren liegt 
dabei unter anderem in der hohen Flexibilität und Robustheit dieser Verfahren sowie 
in der direkten Beziehung der maßgebenden Ultraschallparameter zu den mechanischen 
bzw. elastischen Eigenschaften des zu untersuchenden Materials. Heutzutage stehen im 
Ingenieurwesen unterschiedliche Ultraschallverfahren zur Verfügung. Der Großteil die-
ser Verfahren ermöglicht dabei die Visualisierung und Detektion sogenannter makro-
skopischer Inhomogenitäten, Schäden oder Fehler in einem Werkstoff. Im Bauwesen ist 
dabei insbesondere die Lokalisierung von Kiesnestern, Bewehrungseinlagen und Rissen 
von zentraler Bedeutung [38, 139]. Die hierfür eingesetzten Ultraschallverfahren, wie 
das Impakt-Echo-Verfahren [38], die Laufzeitmessung [9, 54, 139] oder die Dämpfungs-
messung [160, 165, 196], basieren meist auf einer linearen Annahme der zugrundliegen-
den Werkstoffeigenschaften und sind hinsichtlich des Auflösungsvermögens von Mate-
rialdefekten an die aus der Prüffrequenz resultierende Wellenlänge gebunden. Somit 
sind für die praktischen Anwendungen physikalische Grenzen bezüglich der Detektion 
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von Mikroschädigungen gesetzt. Neben diesen sogenannten „linearen Ultraschallverfah-
ren“ existieren zahlreiche „nichtlineare Ultraschallverfahren“ [142], welche sich auf die 
nichtlinearen Eigenschaften eines Materials beziehen und ein Auflösungsvermögen von 
Materialveränderungen deutlich unterhalb der Wellenlänge des eingesetzten Ultra-
schallsignals ermöglichen. Somit sind diese nichtlinearen Ultraschallverfahren weitaus 
empfindlicher bezüglich frühzeitiger Schädigung (Mikrorissbildung im Beton) als ver-
gleichbare lineare Ultraschallverfahren und stellen hiermit ein vielversprechendes Prüf-
verfahren zur Materialcharakterisierung und Schädigungsanalyse dar [188, 189, 225].  

Zu den zentralen nichtlinearen Ultraschallverfahren dieser Arbeit zählen dabei die Fre-
quenzanalyse der höherharmonischen Ultraschallamplituden und die akustoelastische 
Ultraschallprüfung. 

Für Beton wurde die Frequenzanalyse der höherharmonischen Ultraschallamplituden 
bisher insbesondere zur Beurteilung des Schädigungsprozesses während statischer Be-
anspruchung verwendet [176, 187-189, 225]. In [188, 189] wurden dabei lineare und 
nichtlineare Ultraschalluntersuchungen an normalfesten Betonproben unter zunehmen-
der einachsiger Druckbeanspruchung durchgeführt. Dabei zeigte sich, dass die Sensiti-
vität der nichtlinearen Ultraschallparameter zum Beanspruchungsniveau (Schädigungs-
zustand im Beton) deutlich höher ist als die der linearen Ultraschallparameter (Lauf-
zeit-, und Dämpfungsänderung). Weiterhin konnte hierbei festgestellt werden, dass das 
Maß der gemessenen materiellen Nichtlinearität durch den entsprechenden Wasser-Ze-
ment-Wert (w/z-Wert) des Betons und damit durch die Druckfestigkeit beeinflusst 
wird. Zudem konnte in [45] gezeigt werden, dass mittels der nichtlinearen Ultraschall-
technik die korrosionsbedingte Schädigung in stahlbewehrtem Beton beurteilt werden 
kann. Neben der klassischen Methode unter Verwendung longitudinaler Ultraschallwel-
len wurden in den letzten Jahren insbesondere auch nichtlineare Ultraschallverfahren 
unter Einsatz von RAYLEIGH-Wellen zur Schädigungsbeurteilung erprobt. Hiermit 
konnte die Schädigungsentwicklung infolge Kriechen [106], thermischer Beanspruchung 
[105], Karbonatisierung [104] und Ermüdung [106] in Betonstrukturen erfolgreich un-
tersucht werden. In einer aktuellen Studie [228] wurde unter anderem eine vollständig 
luftgekoppelte nichtlineare Ultraschallmethode zur Beurteilung des Risswachstums im 
Beton vorgestellt [42]. Des Weiteren lässt sich die höherharmonische Frequenzanalyse 
unter Verwendung eines monochromatischen Signals auch auf eine Anregung mit un-
terschiedlichen Frequenzen und Wellenarten übertragen. Diese Art der nichtlinearen 
Ultraschalltechnik wird häufig auch als „nichtlineares Wellenmischen“ (engl.: nonlinear 
wave-mixing) bezeichnet [101, 133]. Dabei werden die resultierenden Summen- und Dif-
ferenzenfrequenzen zweier interagierender Ultraschallsignale unterschiedlicher Frequen-
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zen untersucht. Das nichtlineare Wellenmischen ist dabei an bestimmte Interaktions-
bedingungen zwischen den Ultraschallwellen gebunden. Unter anderem konnte gezeigt 
werden, dass mittels des nichtlinearen Wellenmischens lokalisierte Schädigungen detek-
tiert werden können [101, 134, 201].  

Die in der Literatur berichteten Forschungsarbeiten und Studien zeigen, dass die nicht-
lineare Ultraschalluntersuchung der höherharmonischen Amplituden bzw. das nichtli-
neare Wellenmischen geeignete Methoden zur frühzeitigen Schädigungsbeurteilung und 
Materialcharakterisierung sind und die Sensitivität dieser Methoden um ein Vielfaches 
höher liegt als bei den konventionellen linearen Ultraschallmethoden. Aufgrund des 
komplexen Materialverhaltens und der heterogenen Gefügestruktur von Beton stellen 
sich jedoch grundsätzliche Fragen mit Blick auf die wesentlichen Schädigungsmecha-
nismen und deren Einflüsse auf das nichtlineare Materialverhalten. Die Hauptschwie-
rigkeiten bzw. Herausforderungen bei der Anwendung der nichtlinearen Ultraschall-
technik zur Schädigungsbeurteilung im Beton sind dabei die starken Einflüsse der akus-
tischen Dämpfung und Streuung auf die nichtlinearen akustischen Parameter. Weiter-
hin erschweren Nichtlinearitäten aus der Ultraschallmesstechnik und dem Kontakt 
selbst, sogenannte Systemnichtlinearitäten, die Auswertung der nichtlinearen Materi-
aleigenschaften. 

Die akustoelastische Ultraschallprüfung eignet sich unter anderem sehr gut zur absolu-
ten Messung der nichtlinearen Materialparameter und damit zur detaillierten Materi-
alcharakterisierung. Für Beton wurden in der Vergangenheit bereits zahlreiche akus-
toelastische Versuche zur Bestimmung der nichtlinearen Materialeigenschaften durch-
geführt [40, 125, 132, 162, 166, 191, 195, 224]. Hierbei wurde insbesondere nachgewie-
sen, dass die gemessenen nichtlinearen Materialparameter von Beton deutlich höhere 
Werte aufweisen als die von homogenen Werkstoffen, wie Stahl. Weiterhin konnte eine 
starke Änderung der nichtlinearen Materialparameter mit zunehmender Schädigungs-
evolution beobachtet werden. Neben der klassischen Messmethodik unter Auswertung 
der Kopfwelle des Ultraschallsignals wurden auch neuartige Methoden zur Bestimmung 
der Geschwindigkeitsänderung, wie die „Coda-Wellen-Interferometrie (CWI)“, verwen-
det [80, 81, 137, 184]. Bei diesem Verfahren werden mittels geeigneter Korrelationsver-
fahren die Coda-Wellen eines Ultraschallsignals, welche nach mehrfacher Reflexion und 
Streuung im Beton am Empfängerprüfkopf ankommen, untersucht. Diese Vorgehens-
weise eignet sich insbesondere für stark heterogene Materialien und besitzt aufgrund 
der Tatsache, dass die analysierten Coda-Wellen bereits einen langen Weg durch das 
zu prüfende Material zurückgelegt haben, ein hohes Auflösungsvermögen auch bei sehr 
kleinen Laufzeitänderungen. Weiterhin wurden in den letzten Jahren die sogenannten 
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dynamo-akustoelastischen Versuche (DAE-Versuche) durchgeführt [171, 192]. Hierbei 
wird die Änderung der Wellengeschwindigkeit in Abhängigkeit eines dynamisch verän-
derlichen Beanspruchungsfeldes gemessen. Die DAE-Versuche bieten dabei die Mög-
lichkeit eine Vielzahl von nichtlinearen und dehnratenabhängigen Eigenschaften und 
Effekten zu analysieren, welche in einem „klassischen“ akustoelastischen Versuch nicht 
auflösbar bzw. detektierbar sind. Somit können insbesondere hysteretische Effekte und 
Änderungen im nichtlinearen Materialverhalten detailliert untersucht werden.  

Die bisher durchgeführten nichtlinearen Ultraschallexperimente zeigen das große Po-
tential und die Vielfältigkeit dieser Verfahren hinsichtlich einer frühzeitigen Schädi-
gungsbeurteilung und Materialcharakterisierung von Beton auf. Gleichzeitig ergeben 
sich bei der Anwendung der nichtlinearen Ultraschallverfahren auf komplexe und hete-
rogene Materialien wie Beton aber auch zahlreiche ungeklärte Zusammenhänge. Diese 
beziehen sich insbesondere auf die wesentlichen nichtlinearen Materialeigenschaften 
und die mikrostrukturellen Schädigungsvorgänge im Beton sowie deren Einflüsse auf 
die nichtlinearen Ultraschallparameter. Daneben ist die Lokalisierung von Schädigung 
und die Charakterisierung der Schädigungsart mittels nichtlinearer Ultraschallverfah-
ren ein Kernpunkt aktueller Forschungsarbeiten. Um einen Beitrag zur aktuellen For-
schung im Bereich der nichtlinearen Ultraschalltechnik zu leisten und um das Einsatz-
potential der linearen und nichtlinearen Ultraschallverfahren zur Materialcharakterisie-
rung und Schädigungsbeurteilung im Beton zu beurteilen, sollen in dieser Arbeit zu-
nächst realitätsnahe zweidimensionale (2-D) und dreidimensionale (3-D) nichtlineare 
Wellenausbreitungsprobleme numerisch simuliert werden und anschließend geeignete 
lineare und nichtlineare Ultraschallversuche an Hochleistungsbetonen experimentell 
durchgeführt werden. 

Der numerischen Simulation kommt dabei insbesondere bei der Untersuchung der we-
sentlichen Effekte und Zusammenhänge der nichtlinearen Wellenausbreitung im Beton 
eine große Bedeutung zu, da hier für realitätsnahe 2-D bzw. 3-D nichtlineare Wellen-
ausbreitungsprobleme in aller Regel keine analytischen Lösungen bereitstehen.  

Die 2-D und 3-D nichtlineare Wellenausbreitung in Werkstoffen (Festkörpern) wurde 
bisher nur in vereinzelten Studien numerisch untersucht. In [119, 198] wurde dabei die 
2-D Wellenausbreitung in einer quadratisch nichtlinear-elastischen Halbebene mittels 
einem speziellen Finite-Volumen-Verfahren (FV-Verfahren), dem sogenannten KURGA-

NOV-TADMOR-Schema (KT-Schema), numerisch simuliert. Dieses Verfahren wurde un-
ter anderem auch in [134, 198] verwendet, um das nichtlineare Wellenmischen in einem 
quadratisch nichtlinear-elastischen 2-D Gebiet zu untersuchen. Des Weiteren wurde 
das KT-Schema auch für eine numerische Studie zur eindimensionalen (1-D) 
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Wellenausbreitung in einem hysteretisch nichtlinearen Material verwendet. Hierbei 
konnte gezeigt werden, dass dieses Verfahren auch zur Simulation stark nichtlinearer 
Probleme unter Entstehung von Schockwellen gut geeignet ist. 

Weiterhin wurde die Finite-Elemente-Methode (FEM) in [43, 55, 131] zur numerischen 
Untersuchung des nichtlinearen Wellenmischens von LAMB-Wellen in einem quadra-
tisch nichtlinear-elastischen Festkörper eingesetzt. Hierbei wurden unter anderem die 
kommerziellen FE-Programme COMSOL-Multiphysics und ABAQUS verwendet. Auch 
zur Simulation der 2-D nichtlinearen Wellenausbreitung in einem durch Mikrorisse ge-
schädigten Festkörper wurde die FE-Software ABAQUS eingesetzt. Weiterhin wurden 
mittels der FEM die Wellenausbreitungen in einem hysteretisch nichtlinearen Festkör-
per numerisch simuliert [13, 44, 235]. Hierbei wurden die hysteretisch nichtlinearen Ma-
terialeigenschaften durch die Verwendung des sogenannten PREISACH-MAYERGOYZ-
Raums [168] berücksichtigt und dabei neuartige nichtlineare Ultraschallmethoden zur 
Lokalisierung einer Schädigung numerisch untersucht.  

Zusätzlich wurde in [23] auch eine diskontinuierliche GALERKIN-FEM (DG-FEM) zur 
numerischen Simulation der Wellenausbreitung in einem nichtlinear hyperelastischen 
Festkörper entwickelt, um dabei die Vorteile der FEM hinsichtlich der geometrischen 
Flexibilität und die der FV-Verfahren hinsichtlich der parallelen Berechnungsstruktur 
in einem numerischen Verfahren zu vereinen.  

Neben den bereits erwähnten numerischen Verfahren wurden insbesondere die Finiten-
Differenzen-Verfahren (FD-Verfahren) zur Simulation der nichtlinearen Wellenausbrei-
tung eingesetzt. Hierbei wurden in der Regel gestaffelte [219] und nicht-gestaffelte FD-
Verfahren 2. Ordnung [113, 143] verwendet. 

Schließlich wurde auch die sogenannte FOURIER-Pseudospektralmethode [68, 115-117] 
zur numerischen Simulation von nichtlinearen Wellenausbreitungsproblemen erprobt 
[22, 78, 227]. Diese kann vereinfacht als FD-Verfahren höchster Ordnung betrachtet 
werden und ist üblicherweise auf die Anwendung periodischer Probleme begrenzt. 

Die bisher durchgeführten numerischen Untersuchungen zur nichtlinearen Wellenaus-
breitung in Festkörpern zeigen, dass generell alle eingesetzten numerischen Verfahren 
bei moderater materieller Nichtlinearität anwendbar und akkurat sind. Bei hohen 
Nichtlinearitäten führt jedoch das Vorhandensein von Schockwellen in der Lösung zu 
numerischen Stabilitätsproblemen infolge des sogenannten RUNGE-Phänomens [213], 
welches zu unphysikalischen Schwingungen an den Diskontinuitäten führt. In diesem 
Fall können nur spezielle Verfahren, wie das KT-Schema eingesetzt werden. Weiterhin 
kann festgestellt werden, dass die numerischen Verfahren niedriger Ordnung (z. B. die 
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FD-Verfahren 2. Ordnung) eine hohe Knotenanzahl pro Wellenlänge benötigen, um das 
Wellenausbreitungsproblem richtig wiederzugeben. Somit erhöht sich hier insbesondere 
für 2-D bzw. 3-D Probleme der Speicherplatzbedarf und die Rechenzeit erheblich. Da-
gegen bieten die sogenannten pseudospektralen Methoden den großen Vorteil der spekt-
ralen Konvergenz, die wiederum zu einer hohen Genauigkeit bei geringer Knotenanzahl 
pro Wellenlänge führt [49, 71]. Dieser Vorteil der pseudospektralen Methoden wirkt 
sich dabei insbesondere auf die numerische Untersuchung der wesentlichen akustischen 
Effekte bei der nichtlinearen Wellenausbreitung aus, da hier in der Regel sehr kleine 
nichtlineare Phänomene, wie die Entstehung der Höherharmonischen, analysiert wer-
den.  

Zur Wahl eines geeigneten numerischen Verfahrens für die Simulation der nichtlinearen 
2-D und 3-D Wellenausbreitungsprobleme im Beton, sollen in dieser Arbeit neben dem 
KT-Schema [120] und den gestaffelten FD-Verfahren [66, 219] auch die sogenannten 
CHEBYSHEV-Pseudospektralen-Kollokationsmethoden (CPS-Methoden) [169, 205, 206] 
implementiert und untersucht werden. Dabei soll insbesondere auf Basis der klassischen 
CPS-Methode eine modifizierte (gestaffelte) CPS-Methode entwickelt und erprobt wer-
den, welche die Vorteile der spektralen Methoden mit denen der gestaffelten FD-Ver-
fahren verbinden soll.  

Es ergeben sich also die folgenden Hauptziele für den numerischen Teil dieser Arbeit: 

• Implementierung ausgewählter numerischer Verfahren zur Simulation der nicht-
linearen Wellenausbreitung in Festkörpern. 

• Vergleich und Gegenüberstellung der numerischen Verfahren hinsichtlich der 
Rechengenauigkeit, der Rechenzeit und der Anwendbarkeit komplexer nichtli-
nearer Materialgesetze. 

• Auswahl eines geeigneten numerischen Verfahrens auf Basis dieser Voruntersu-
chungen.  

• Numerische Untersuchung zu den Einflüssen der akustischen Dämpfung und lo-
kalisierter Schädigung auf die wesentlichen Merkmale der nichtlinearen Wellen-
ausbreitung. 

Nachfolgend werden im experimentellen Teil dieser Arbeit lineare und nichtlineare Ult-
raschallmethoden zur Materialcharakterisierung und Schädigungsbeurteilung in Hoch-
leistungsbetonen eingesetzt. Dabei werden die wesentlichen Erkenntnisse der numeri-
schen Untersuchungen berücksichtigt und die folgenden Hauptziele aufgestellt:  

• Bestimmung der linearen und nichtlinearen Materialeigenschaften von hochfes-
tem und ultrahochfestem Beton mittels Ultraschalls. 
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• Materialcharakterisierung von hochfestem und ultrahochfestem Beton durch 
Einordnung der Ultraschallergebnisse in den mikrostrukturellen bzw. werkstoff-
technischen Hintergrund der Betone. 

• Bewertung des Einsatzpotentials linearer und nichtlinearer Ultraschalltechnik 
zur Schädigungsbeurteilung von mechanisch beanspruchten unbewehrten und 
stahlbewehrten Hochleistungsbetonen. 

• Gegenüberstellung der Sensitivität linearer und nichtlinearer Ultraschalltechnik 
zur frühzeitigen Materialschädigung und Untersuchung des Einsatzpotentials 
dieser Verfahren zur Beschreibung verschiedener Schädigungsstadien in Hoch-
leistungsbetonen. 

1.2 Gliederung der Arbeit 

Nach dieser Einleitung werden im Kapitel 2 zunächst die für diese Arbeit wesentlichen 
elastodynamischen Grundgleichungen hergeleitet. Diese umfassen die kinematischen 
Grundgleichungen zur Beschreibung der Beziehungen zwischen den Verzerrungsgrößen 
und Verschiebungen, die konstitutiven Grundgleichungen zur Beschreibung des linea-
ren und nichtlinearen Materialverhaltens und die entsprechenden Bewegungsgleichun-
gen eines Festkörpers. Die behandelten nichtlinearen Materialgesetze beziehen sich da-
bei auf ein 3-D hyperelastisches Materialverhalten sowie auf ausgewählte skalare Hys-
teresemodelle aus der Literatur. Nach Aufstellung der zugehörigen Bewegungsgleichun-
gen werden die Lösungen für die lineare und nichtlineare 1-D Wellenausbreitung unter 
Berücksichtigung unterschiedlicher Materialmodelle hergeleitet. 

Das Kapitel 3 dient im ersten Abschnitt der Beschreibung der numerischen Lösungs-
methoden. Dabei werden für einige ausgewählte numerische Methoden die Herleitungen 
bzw. Lösungsalgorithmen erläutert. Im Anschluss finden eine Verifikation und ein Ver-
gleich der in dieser Arbeit implementierten numerischen Methoden statt. Dabei liegt 
der Fokus dieses Kapitelabschnittes auf der Beschreibung der speziell für die numeri-
sche Untersuchung entwickelten CHEBYSHEV-Pseudospektralen-Kollokationsmethode. 
Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels werden die für diese Arbeit relevanten Grundla-
gen der Ultraschalltechnik erläutert und ein kurzer Überblick zu den wichtigsten line-
aren und nichtlinearen Ultraschallverfahren gegeben. Dabei liegt der Schwerpunkt auf 
der Beschreibung der Messmethodik. 

Die numerische Untersuchung von ausgewählten elastodynamischen Wellenausbrei-
tungsproblemen wird im Kapitel 4 durchgeführt. Die in diesem Kapitel untersuchten 
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numerischen Beispiele sind dabei so gewählt, dass hierdurch auf phänomenologischer 
Ebene reale Schädigungszustände im Beton nachgebildet werden können. Zentrale 
Punkte der anschließenden Auswertung beziehen sich dabei auf die Auswahl geeigneter 
akustischer Nichtlinearitätsparameter (NLP) zur Schädigungsbeurteilung unter der Be-
rücksichtigung von Dämpfungseffekten und lokalisierter Schädigung. 

Die experimentellen Ultraschallversuche werden in Kapitel 5 vorgestellt. Diese umfas-
sen insgesamt vier getrennt durchgeführte Ultraschallexperimente an Hochleistungsbe-
tonen. Zunächst wird der Begriff des Hochleistungsbetons erläutert und die eingesetzte 
Messtechnik beschrieben. Anschließend werden die einzelnen experimentellen Versuche 
präsentiert. Die ersten beiden Versuche sind im Kontext einer Materialcharakterisie-
rung von hochfestem und ultrahochfestem Beton zu verstehen. Hierbei befasst sich der 
erste Versuch mit der Bewertung der Stahlfaserorientierung in stahlfaserverstärktem 
ultrahochfestem Beton mittels linearer Ultraschalltechnik und der zweite Versuch mit 
der Bestimmung der elastischen Konstanten von hochfestem und ultrahochfestem Be-
ton. In den letzten beiden experimentellen Versuchen dieses Kapitels wird eine Schädi-
gungsbewertung von unbewehrten und stahlbewehrten Betonproben mittels linearer 
und nichtlinearer Ultraschalltechnik durchgeführt.  

Die wesentlichen Erkenntnisse der numerischen und experimentellen Untersuchungen 
werden im Kapitel 6 zusammengefasst. Weiterhin wird ein Ausblick hinsichtlich der 
Entwicklung neuartiger numerischer Methoden und Ultraschallverfahren auf Basis der 
in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse gegeben.  

Im Anhang werden zunächst die Spannungskomponenten des 1. PIOLA-KIRCHHOFF-
Spannungstensors für einen quadratisch nichtlinear-elastischen und isotropen 3-D Fest-
körper angegeben. Weiterhin wird die FOURIER-Transformation als zentrale Methode 
zur Überführung der Zeitbereichslösungen in den Frequenzbereich kurz beschrieben. 
Außerdem wird ein auf dem rheologischen Grundmodell des linearen Standard-Festkö-
pers basierendes Dämpfungsmodell (ZENER-Modell) vorgestellt. Zuletzt werden die in 
dieser Arbeit zur expliziten Zeitintegration verwendeten RUNGE-KUTTA-Verfahren auf-
geführt. 



 9 
 
 

 

2 Grundlagen der Elastodynamik  

Die Elastodynamik beschreibt im Wesentlichen die zeitabhängige Bewegung eines elas-
tischen Körpers aus seiner statischen Gleichgewichtslage infolge einer einwirkenden Be-
anspruchung und dient als Grundlage zur Beschreibung der elastischen bzw. der akus-
tischen Wellenausbreitung. Die charakteristischen Eigenschaften der elastischen Wellen 
werden dabei durch die elastodynamischen Grundgleichungen der Kinematik, des Ma-
terialgesetzes und der Bewegungsgleichungen beschrieben. Daher werden in diesem Ka-
pitel zunächst die kinematischen und konstitutiven Grundgleichungen eines isotropen 
und homogenen Festkörpers angegeben. Hierbei wird insbesondere die materielle Nicht-
linearität als Kernthema dieser Arbeit ausführlich behandelt. Am Ende dieses Kapitels 
werden die wesentlichen Merkmale der linearen und nichtlinearen Wellenausbreitung 
anhand von ausgewählten 1-D Problemen im unberandeten Festkörper beschrieben.  

2.1 Kinematik 

Unter Einwirkung von Kräften erfährt ein Festkörper Verformungen. Der Zusammen-
hang zwischen den Verschiebungen und den zugehörigen Dehnungs- und Verzerrungs-
größen des Kontinuums wird dabei durch die Kinematik beschrieben. Hierzu wird ein 
kontinuierlicher materieller Körper   im 3-D euklidischen Raum betrachtet, dessen 
Materiepunkte P sich zum Ausgangszeitpunkt 0t =  in der Referenzkonfiguration auf 
dem Gebiet 0W  befinden und infolge der Bewegung (Deformation) des Körpers die Mo-
mentankonfiguration (t t= ) auf dem Gebiet W  einnehmen (siehe Abbildung 2.1). 

1e
2e

3e

X x

uP

P ¢

1 1,X x

2 2,X x

3 3,X x

dX
dx

0W W

Referenzkonfiguration 

bei 0t =
Momentankonfiguration 

bei t t=

 
Abbildung 2.1: Verschiebungsvektor u eines Körpers   aus der Referenzkonfiguration zur Momen-
tankonfiguration. 



10  2  Grundlagen der Elastodynamik 
 

 

Dabei wird im kartesischen Koordinatensystem die Position der Punkte in der Refe-
renzkonfiguration durch die materiellen Koordinaten T

1 2 3[ , , ]X X X=X  bestimmt und 
die Position der Punkte in der Momentankonfiguration durch die räumlichen Koordi-
naten T

1 2 3[ , , ]x x x=x  definiert. 

Der Verschiebungsvektor u  des Körpers   ergibt sich dabei nach der LANGRANGschen 
Betrachtungsweise zu  

 ( ) ( ), ,t t= -u X x X X . (2.1) 

Weiterhin sind die infinitesimalen Änderungen der Lage um die materiellen Punkte in 
der Referenzkonfiguration und der Momentankonfiguration durch die Linienelemente 
dx und dX definiert. Dabei sind die Linienelemente über den Deformationsgradienten 
F verbunden 

 
( )d

d

¶ +¶ ¶
= = = = +

¶ ¶ ¶
1

X ux x uF
X X X X

. (2.2) 

Der Deformationsgradient F ist ein Tensor 2. Stufe und beinhaltet neben den Dehnun-
gen und Verzerrungen auch die Starrkörperbewegungen (Rotation und Translation). 
Für die Elastodynamik sind ausschließlich die Dehnungen und Verzerrungen des Fest-
körpers von Bedeutung. Daher müssen diese zunächst aus dem Deformationsgradienten 
erhalten werden. Wählt man als Maß für die Dehnungen und Verzerrungen die Diffe-
renz der Quadrate der infinitesimalen Linienelemente, so ergibt sich unter Verwendung 
von Gleichung (2.2) der GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensor zu 

 ( ) ( ), , , ,
1 1 1

.
2 2 2

ji k kT
ij i j j i k i k j

j i i j

uu u u
u u u u

X X X X

æ ö¶¶ ¶ ¶ ÷ç ÷= = - = + + = + +ç ÷ç ÷ç¶ ¶ ¶ ¶è ø
ε 1F Fε  (2.3) 

Hierbei wird die übliche Indexnotation mit , , 1,2, 3i j k =  und die Ableitungsdefinition 
entsprechend ,i j i ju u X= ¶ ¶  verwendet. 

Im Fall kleiner Verzerrungen können die quadratischen Anteile der Verschiebungsgra-
dienten im Verzerrungstensor (2.3) vernachlässigt werden und man erhält den lineari-
sierten GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensor zu 

 ( ), ,
1 1

2 2
ji

ij i j j i
j i

uu
u u

X X

æ ö¶¶ ÷ç ÷= = + = +ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø
εε . (2.4) 

Des Weiteren wird die Gleichung (2.4) als geometrisch lineare Beziehung und die all-
gemeine Gleichung (2.3) als geometrisch nichtlineare Beziehung bezeichnet.  
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Unter Verwendung des zugehörigen Geschwindigkeitsvektors / t= ¶ ¶u u  lässt sich ana-
log zum GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensor der Verzerrungsratentensor 2. Stufe  

 ( ), , , ,
1 1

2 2
ji k k

ij i j j i k i k j
j i i j

uu u u
u u u u

X X X X

æ ö¶¶ ¶ ¶ ÷ç ÷= = + + = + +ç ÷ç ÷ç¶ ¶ ¶ ¶è ø

       εε  (2.5) 

bzw. in linearisierter Form 

 ( ), ,
1 1

2 2
ji

ij i j j i
j i

uu
u u

X X

æ ö¶¶ ÷ç ÷= = + = +ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø

   εε  (2.6) 

definieren. Verwendet man im weiteren Verlauf für die räumlichen Koordinaten, die 
Verschiebungen und die Geschwindigkeiten des Festkörpers die folgenden Zuordnungen 

 
T T T T T T

1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , ,   , , , , ,   , , , , ,X X X x y z u u u u v w u u u u v wé ù é ù é ù é ù é ù é ù= = =ê ú ê ú ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û ë û ë û      (2.7) 

so ergeben sich die zugehörigen Dehnungen und Verzerrungen in Matrizenform zu 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 2

2 2

2 2

x xy xz x xy xz

yx y yz yx y yz

zx zy z zx zy z

e e e e e e e g g
e e e e e e g e g
e e e e e e g g e

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú= =ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

. (2.8) 

Hierbei sind xe , ye  und ze  die Normalverzerrungen bzw. Dehnungen und xyg , yxg , ,xzg  

zxg , yzg  und zyg  die Schubverzerrungen bzw. Gleitungen des Festkörpers. In gleicher 
Weise lassen sich die Verzerrungsraten in Matrizenform definieren. 

2.2 Materialgesetze 

2.2.1 Lineare Materialgesetze 

Zunächst wird in diesem Abschnitt das lineare Materialverhalten eines isotropen und 
homogenen 3-D Festkörpers beschrieben. Dabei stehen die Spannungen des Festkörpers 
über konstante Materialparameter in einem linearen Zusammenhang mit den zugehö-
rigen Verzerrungsgrößen bzw. Verzerrungsraten. 

2.2.1.1 Linear-elastisches Materialverhalten 

Unter der Voraussetzung eines isotropen, homogenen und linear-elastischen Material-
verhaltens ergibt sich der Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Verzer-
rungen nach dem HOOKEschen Gesetz zu 
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 2ij kk ij ijs le d me= +=s . (2.9) 

Hierbei sind l  und m  die sogenannten LAMÉ-Konstanten (elastische Konstanten 2. 
Ordnung) und ijd  das KRONECKER-Delta. Der Spannungstensor s  in (2.9) wird auch 
als CAUCHYscher Spannungstensor bezeichnet. Weiterhin lassen sich die beiden unab-
hängigen LAMÉ-Konstanten in den zugehörigen Elastizitätsmodul E, die Querkontrak-
tionszahl n  und den Longitudinalmodul M überführen 

 
( )
( ) ( )
3 2

,  ,  2
2

E M
m l m l

n l m
l m l m

+
= = = +

+ +
. (2.10) 

Setzt man in der Gleichung (2.9) den linearisierten GREEN-LAGRANGE-Verzerrungsten-
sor (2.4) ein, so erhält man das grundlegende Materialgesetz eines geometrisch und 
materiell linearen isotropen 3-D Festkörpers in Matrizenform als 

 

2 0 0 0

2 0 0 0

2 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

x x

y y

z z

xy xy

xz xz

yz yz

s l m l l e
s l l m l e
s l l l m e
t m g
t m g
t m g

é ù é ù é ù+ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú+ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú+ê ú ê ú ê ú= ⋅ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

 (2.11) 

mit den Normalverzerrungen bzw. Dehnungen 

 , ,x y zu x v y w ze e e= ¶ ¶ = ¶ ¶ = ¶ ¶  (2.12) 

und den Schubverzerrungen bzw. Gleitungen  

 
2 ,

2 ,

2 .

xy xy

xz xz

yz yz

v x u y

w x u z

w y v z

g e
g e
g e

= = ¶ ¶ + ¶ ¶
= = ¶ ¶ + ¶ ¶
= = ¶ ¶ + ¶ ¶

 (2.13) 

Weiterhin werden die Normalspannungen xs , ys  und zs  sowie die Schubspannungen 

xyt , xzt  und yzt  verwendet. 

2.2.1.2 Linear-viskoelastisches Materialverhalten 

Die lineare Viskoelastizität ist für die Beschreibung zahlreicher mechanischer Prozesse 
von einer zentralen Bedeutung. Hierbei wird das Spannungs-Dehnungsverhalten eines 
linear-elastischen Materials um einen viskosen verzerrungsratenabhängigen Anteil er-
weitert. Die beiden rheologischen Grundmodelle zur Beschreibung eines viskoelasti-
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schen Materialverhaltens sind das KELVIN-VOIGT-Modell und das MAXWELL-Modell, 
welche aus der Parallelschaltung und der Reihenschaltung eines Feder-Elementes 
(HOOKEsches Element mit E) mit einem Dämpfer-Element (viskoser Anteil mit h ) 
resultieren (siehe Abbildung 2.2). Auf Basis dieser Grundmodelle lassen sich eine Viel-
zahl weiterer Modelle entwickeln, um hiermit eine möglichst genaue Beschreibung des 
realen Materialverhaltens zu erzielen. Von besonderer Bedeutung für die Beschreibung 
der gedämpften Wellenausbreitung in Werkstoffen ist dabei das lineare Standardmodell 
der Festkörper (auch ZENER-Modell genannt). Dieses lässt sich gleichwertig entweder 
als Reihenschaltung eines KELVIN-VOIGT-Elements mit einem Federelement bilden oder 
als Parallelschaltung eines MAXWELL-Elementes mit einem Federelement (siehe Abbil-
dung 2.2). Über die Zusammenschaltung mehrerer linearer Standard-Festkörpermodelle 
lässt sich das zeitabhängige Werkstoffverhalten und somit auch das viskoelastodyna-
mische Verhalten sehr genau beschreiben. 

Kelvin-Voigt:

KVh

KVE

ss

Maxwell:

MhME
ss

Linearer Standardfestkörper (Zener-Modell):

KVh

ss
KVE

1E

1E

⇔

MhME ss

1 KV
M

1 KV

,
E E

E
E E

=
+

2

1 KV
M KV

1 KV

,
E E

E E
h h

æ ö÷ç= ÷ç ÷ç ÷+è ø

2
1

1
1 KV

E
E

E E
=

+  
Abbildung 2.2: Rheologische Grundmodelle. 

Ausgehend vom Materialgesetz (2.9) des isotropen und linear-elastischen 3-D Festkör-
pers lässt sich unter Verwendung des KELVIN-VOIGT-Modells der linear-viskoelastische 
Fall betrachten. Hierzu werden, in Anlehnung an das 1-D KELVIN-VOIGT-Modell mit 

 Es e he= +  , (2.14) 

zusätzlich zu den linear-elastischen Konstanten l  und m  zwei weitere Konstanten l  
und m  zur Berücksichtigung der dynamischen Viskosität h  eingeführt und hiermit das 
folgende Materialgesetz eines isotropen und linear-viskoelastischen 3-D Festkörpers er-
halten 

 2 2ij kk ij ij kk ij ijs le d me le d me= + + +=  σ , (2.15) 
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mit den linearisierten Dehnraten bzw. Dehngeschwindigkeiten / t= ¶ ¶ε ε  nach der 
Gleichung (2.6). Hieraus resultiert eine Matrizendarstellung ähnlich zu Gleichung (2.11) 
mit einer Elastizitätsmatrix (für die Verzerrungen) und einer Dämpfungsmatrix (für 
die Verzerrungsraten). 

2.2.2 Nichtlineare Materialgesetze 

Die grundlegenden Theorien zur nichtlinearen Wellenausbreitung gehen zurück auf die 
frühen Arbeiten von SIGNORINI [193], MURNAGHAN [151], TRUESDELL und TOUPIN [214], 
LANDAU und LIFSHITZ [123]. Die klassische Theorie basiert dabei auf einer nichtlinearen 
Betrachtung der konstitutiven und kinematischen Grundgleichungen (Hyperelastizi-
tätstheorie). Dabei werden die Deformationen des elastischen Kontinuums nicht mehr 
als infinitesimal klein, sondern als endlich (geometrisch nichtlinear), angenommen. Zu-
sätzlich wird eine nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung (materielle Nichtlinea-
rität) vorausgesetzt. Den Ausgangspunkt zur Herleitung der maßgebenden nichtlinea-
ren konstitutiven Gleichungen bildet dabei die Formulierung einer geeigneten elasti-
schen Formänderungsenergiedichtefunktion. Hierbei kann die Formänderungsenergie-
dichte W für ein linear-elastisches Materialverhalten um elastische Anteile höherer Ord-
nungen erweitert werden, um beispielsweise einen quadratischen oder kubischen Zu-
sammenhang zwischen den Spannungen und den Dehnungen zu berücksichtigen. Für 
den klassischen quadratisch nichtlinear-elastischen Fall müssen bei der sogenannten 
„Fünf-Konstanten-Theorie“ neben den linear-elastischen Konstanten drei weitere nicht-
linear-elastische Konstanten 3. Ordnung verwendet werden. Grundsätzlich beschreibt 
die Hyperelastizitätstheorie [148, 151, 172] ein reversibles und dehnratenunabhängiges 
nichtlinear-elastisches Materialverhalten, welches auf höhere Ordnung (vgl. [230]) er-
weiterbar ist. Für viele homogene und ungeschädigte Materialien kann mit einer solchen 
Theorie das zugrundeliegende elastische Materialverhalten ausreichend genau wieder-
gegeben werden. Betrachtet man jedoch stark heterogene und geschädigte Materialien, 
so zeigt sich hier ein sehr komplexes nichtlineares Materialverhalten, welches oftmals 
maßgeblich von der Dehngeschwindigkeit und der Belastungsgeschichte bzw. Vorbelas-
tung abhängt. Daher wurden in den letzten Jahrzehnten basierend auf experimentellen 
Untersuchungen zusätzlich zur klassischen Nichtlinearitätstheorie mehrere (skalare), 
nichtlineare Materialgesetze entwickelt und vorgeschlagen [52, 85, 86, 152, 159]. Für 
die Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens in Beton ist dabei insbesondere 
das, durch irreversible Reibungsvorgänge im Betongefüge hervorgerufene, hysteretisch 
nichtlineare Materialverhalten [82, 83, 155, 216, 232] von zentraler Bedeutung und soll 
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daher in dieser Arbeit neben dem hyperelastisch nichtlinearen Materialverhalten aus-
führlich behandelt werden. 

2.2.2.1 Hyperelastisch nichtlineares Materialverhalten 

Zur Beschreibung eines quadratisch nichtlinear-elastischen Materialverhaltens wird die 
Formänderungsenergiedichtefunktion W eines isotropen 3-D Festkörpers unter Berück-
sichtigung elastischer Terme bis zur 3. Ordnung als [79] 

 2 3
1 2 1 1 2 3

2 2
2 2

2 3

l m
W I I I mI I nI

l m
m

+ +
= - + - +  (2.16) 

definiert. Hierbei sind l  und m  die elastischen Konstanten 2. Ordnung und l, m und n 
die elastischen Konstanten 3. Ordnung (MURNAGHAN-Konstanten [151]). Die Invarian-
ten 1I , 2I  und 3I  des GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensors ε  (2.3) sind dabei wie 
folgt definiert: 
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=

 (2.17) 

Unter Verwendung des KRONECKER-Deltas ikd  werden die zugehörigen Spannungen 
über den 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor 

 i
ij ik

k kj

u W
P

X
d

e

æ ö¶ ¶÷ç ÷= = +ç ÷ç ÷ç ¶ ¶è ø
P  (2.18) 

definiert. Sukzessives Einsetzen der Gleichungen (2.17) und (2.3) in die Formände-
rungsenergiedichtefunktion (2.16) und anschließendes Einsetzen in die Gleichung (2.18) 
liefert die im Anhang A.1 angegebenen Komponenten des 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Span-
nungstensors. Die nichtlinearen Anteile des Spannungstensors sind dabei grundsätzlich 
aus einem geometrisch nichtlinearen Anteil und einem physikalisch nichtlinearen Anteil 
zusammengesetzt. Der geometrisch nichtlineare Anteil wird dabei ausschließlich durch 
die linearen Materialkonstanten bestimmt und der physikalisch nichtlineare Anteil 
durch die zugehörigen nichtlinearen Materialkonstanten. Da in vielen Werkstoffen die 
nichtlinearen Materialkonstanten deutlich größere Werte annehmen als die entspre-
chenden linearen Parameter, ist es mit Blick auf die numerischen und experimentellen 
nichtlinearen Untersuchungen oftmals vertretbar, die geometrisch nichtlinearen Anteile 
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zu vernachlässigen. Hiermit gelangt man zur Beschreibung infinitesimaler Deformatio-
nen in einem klassischen nichtlinear-elastischen Medium und verlässt generell den Gel-
tungsbereich endlicher Deformationen. Für diesen Sonderfall wird der 1. PIOLA-KIRCH-

HOFF-Spannungstensor symmetrisch und entspricht dem CAUCHYschen Spannungsten-
sor (2.9). Daher lauten die Spannungskomponenten für den infinitesimalen nichtlinear-
elastischen 3-D Fall (vgl. Abschnitt 2.2.1.1) 

 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2

NL 2

      2
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,

x x y z x y z x y z

y z xy yz xz yz
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m n
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M Ms e l e e e e e e e e

e e g g g g

= + + + + + + +

+ - + + + + -
 (2.19) 

 ( ) ( ), ,y x z xx y x zs s s s= « = «  (2.20) 

 ( ) ( )
4

2 ,xy x y z xz yz z xyxy xy
n

mt e e e g g e gmg g= + + + + -  (2.21) 

 ( ) ( ), .xz xy yz xyy z x zt t t t= « = «  (2.22) 

Dabei wurden die linearisierten Verzerrungskomponenten nach Gleichung (2.12) und 
Gleichung (2.13) verwendet. Zusätzlich wurden der Longitudinalmodul 2M l m= +  
und der „nichtlineare Longitudinalmodul“ NL 2M l m= +  zur verkürzten Schreibweise 
verwendet. 

2.2.2.2 Hysteretisch nichtlineares Materialverhalten 

Zum grundlegenden Verständnis zeigt die Abbildung 2.3 exemplarisch die Spannungs-
Dehnungs-Beziehung für den quadratisch nichtlinear-elastischen Fall und für den hys-
teretisch nichtlinearen Fall. Grundsätzlich beschreibt ein hysteretisch nichtlineares Ma-
terialverhalten einen pfadabhängigen und irreversiblen Prozess und unterscheidet sich 
somit ganz wesentlich vom vollständig reversiblen hyperelastischen Materialverhalten. 
Somit ist das zentrale Merkmal eines hysteretischen Materialverhaltens die hiermit ver-
bundene Energiedissipation (Umwandlung von mechanischer Energie in Wärme). Auf-
grund der starken Ausprägung dieses pfad- und verzerrungsratenabhängigen Material-
verhaltens in Beton bedarf es neben den hyperelastischen Materialgesetzen zusätzlicher 
Hysteresemodelle zur vollständigen und möglichst realitätsnahen Beschreibung des zu-
grundeliegenden Materialverhaltens. Die Mehrzahl der Hysteresemodelle ist dabei nicht 
im Sinne eines viskoelastischen Materialverhaltens verzerrungsratenabhängig. Dies be-
deutet ganz konkret, dass die Form der Hysterese nicht durch den Betrag der Verzer-
rungsrate selbst beeinflusst wird. In der Regel ist hierbei ausschließlich die Richtung 
bzw. das Vorzeichen der Verzerrungsrate von Bedeutung. Üblicherweise werden 
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Hysteresemodelle auch in passive und aktive Hysteresen unterteilt. Dabei erlauben ak-
tive Hysteresemodelle auch kleine Hystereseumläufe innerhalb der Haupthysterese.  

s

e

Quadratisch 

nichtlinear-elastisch 

(hyperelastisch)

Hysteretisch nichtlinear 

 
Abbildung 2.3: Spannungs-Dehnungs-Diagramm für ein hysteretisch nichtlineares und ein quadratisch 
nichtlinear-elastisches Materialverhalten. 

Aufgrund der hohen Bedeutung der magnetischen Hysteresen im Bereich der Elektro-
technik (Zusammenhang zwischen magnetischem Feld und Magnetisierung eines ferro-
magnetischen Materials) sind die meisten Hysteresemodelle zunächst für diesen Anwen-
dungsbereich entwickelt worden und wurden erst später auf andere Wissenschaftsbe-
reiche wie die Elastodynamik übertragen bzw. angewandt. Die meisten der in der Lite-
ratur verwendeten Hysteresemodelle sind dabei in skalarer Form aufgestellt. Für die 
elastodynamische Beschreibung aktiver Materialhysteresen wurden dabei insbesondere 
das Duhem-Modell der Hysteresen [46, 59, 93, 147] und das sogenannte Preisach-Ma-
yergosz-Modell [145, 168, 216] verwendet. Hiermit lassen sich zahlreiche spezielle Hys-
tereseeffekte berücksichtigen und experimentell ermittelte elastische Hysteresekurven 
detailliert abbilden. Zusätzlich wurden von Nazarov [152, 155, 156] analytische Be-
schreibungen für passive Hysteresen eingeführt. Zur Erweiterung der skalaren 1-D Hys-
teresemodelle auf den allgemeinen 2-D bzw. 3-D Fall hat sich die sogenannte Kelvin-
Dekompositionsmethode [44, 52, 78, 90, 219] in den letzten Jahren etabliert. Neben die-
ser Methodik wurde auch eine vollständige 3-D Berücksichtigung eines quadratisch 
hysteretisch nichtlinearen Materialverhaltens über eine entsprechende Definition der 
Formänderungsenergiedichtefunktion vorgeschlagen [84]. In dieser Arbeit wird dabei 
die Methodik unter Verwendung der Kelvin-Dekomposition eingesetzt, da diese eine 
große Freiheit und Flexibilität hinsichtlich der Implementierung komplexer Hysterese-
modelle anbietet. Hierbei wird zum einen das Hysteresemodell nach Nazarov [155] und 
zum anderen das Duhem-Modell [147] verwendet. Im Folgenden sollen zunächst diese 
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beiden Modelle im konstitutiven Zusammenhang beschrieben werden und aufbauend 
hierauf die KELVIN-Dekompositionsmethode für den allgemeinen 3-D Fall erläutert wer-
den.  

Skalares Hysteresemodell nach NAZAROV 

Die grundlegende Spannungs-Dehnungs-Beziehung wird nach NAZAROV [155] folgen-
dermaßen definiert:  

 ( )( ),x E fs e e e= -  . (2.23) 

Zur Definition der freien Funktion f werden dabei zwei Fälle unterschieden. Der erste 
Fall entspricht hierbei einer teilelastischen Hysterese mit 
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


 (2.24) 

Hierbei sind Na , N,1b  und N,2b  die hysteretischen Parameter zur Charakterisierung des 
nichtlinearen Materialverhaltens und me  die maximale Dehnung des aktuellen Hyste-
reseumlaufs. Die Funktion f für den zweiten Fall einer rein elastischen Hysterese ist 
dabei folgendermaßen definiert: 
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 (2.25) 

Hierbei sind 1 4g -  die hysteretischen Parameter und Nn  der Exponent der Hysteres-
funktion. Weiterhin sind me +  und me -  die maximale und die minimale Dehnung des 
aktuellen Hystereseumlaufs. 

Skalares Hysteresemodell nach DUHEM 

Die skalare Spannungs-Dehnungs-Beziehung für das DUHEM-Modell der Hysteresen ist 
wie folgt definiert [147]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

0 0, s sdf
f f e g e d

d

e
a e e a t e

e

t
s e e e s e e t t

t
⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ -

é ù
ê úé ù= + - + -ê úê úë û ê úë û

ò . (2.26) 

Hierbei ist 0e  die Dehnung im vorausgegangenen Belastungsschritt (Ausgangsdehnung) 
und a  der sogenannte hysteretische Nichtlinearitätsparameter (NLP), welcher die 
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Ausprägung der Nichtlinearität angibt. Zusätzlich ist ( )s e= sign  die Vorzeichenfunk-
tion, angewendet auf die Dehnrate bzw. die Dehngeschwindigkeit e . Die Funktionen f 
und g werden nach HODGDON [93] folgendermaßen gewählt [147]:  

 ( ) ( ) ( )
D,4

*
D,1 D,2 D,3tan , 1 .

A

f
f A A g A e

e

e ee e e
e

-

é ù
ê ú¶ ê ú= = -ê ú¶ ê ú
ë û

 (2.27) 

Hierbei sind D,1A , D,2A , D,3A , D,4A , *e  frei wählbare Parameter, welche die Eigenschaf-
ten bzw. die Form der Hysteresekurve bestimmen. 

KELVIN-Dekompositionsmethode 

Zur Erweiterung der zuvor beschriebenen 1-D hysteretischen Spannungs-Dehnungs-Be-
ziehungen auf den 2-D bzw. 3-D Fall wird in dieser Arbeit die KELVIN-Dekompositi-
onsmethode verwendet. Hierbei wird für den linear-elastischen Fall zunächst der Elas-
tizitätstensor 2. Stufe in der VOIGTschen Notation VC  in die entsprechende KELVIN-
Notation KC  transformiert 

 K V=C TC T , (2.28) 

wobei die Transformationsmatrix 1/2 1/2 1/2diag([1, 1, 1, 2 , 2 , 2 ])=T  verwendet wird. Die 
zugehörigen Spannungen und Verzerrungen in der KELVIN-Notation sind dabei folgen-
dermaßen definiert:  

 
T

K , , , 2 , 2 , 2x y z xy xz yzs s s t t té ù= ê úë û
σ , (2.29) 

 
T

K , , , 2 , 2 , 2x y z xy xz yze e e e e eé ù= ê úë û
ε . (2.30) 

Anschließend wird das zugehörige Eigenwertproblem des KELVIN-Systems 

 ( ) KK 0l- =C E ε  (2.31) 

gelöst, womit das folgende linear unabhängige Eigensystem  

 ˆ ˆˆ =Cσ ε  (2.32) 

formuliert werden kann. Hierbei sind der Elastizitätstensor Ĉ , der Spannungsvektor σ̂  
sowie der Verzerrungsvektor ε̂  des Eigensystems wie folgt definiert: 

 ( )ˆ diag 3 2 ,  2 ,  2 ,  ,  ,  ,l m m m m m mé ù= +ê úë ûC  (2.33) 
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( ) ( ) ( )

T

1 2 3 4 5 6

T
1 1 1
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é ù= + + - - -ê úë û

ε ε ε ε ε εε
 (2.35) 

In dem so erhaltenen konstitutiven Gleichungssystem (Eigensystem) sind die Spannun-
gen voneinander unabhängig und „losgelöst“ vom ursprünglichen kartesischen Koordi-
natensystem. Somit wird bei einer Dehnung entlang einer ausgewählten Spannungs-
richtung keine elastische Arbeit in den übrigen Spannungsrichtungen verrichtet (inva-
riantes System) [219]. Daher können die skalaren hysteretisch nichtlinearen Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen separat für jede Spannungsrichtung im Eigensystem definiert 
werden, z. B.: 

 ( ) ( )1 1 1 1̂ˆ ˆˆ 3 2 ,fs l m e e eé ù= + +ê úë û
 . (2.36) 

Zur Transformation der resultierenden Spannungen aus dem Eigensystem in das ur-
sprüngliche KELVIN-System kann dann die inverse Operation zu (2.28)-(2.32) durchge-
führt werden.  

2.3 Bewegungsgleichungen 

Nach dem 2. NEWTONschen Axiom steht die vektorielle Summe der auf einen Körper 
einwirkenden Kräfte im Gleichgewicht mit der zeitlichen Änderung des linearen Ge-
samtimpulses. Hieraus resultieren unter der Vernachlässigung von Volumenkräften und 
der Verwendung des CAUCHYschen Spannungstensors die grundlegenden Bewegungs-
gleichungen für einen 3-D Festkörper im kartesischen Koordinatensystem 
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Hierbei sind T[ , , ]u v w=  u  die Partikelbeschleunigungen in den x-, y- und z-Richtungen 
und 0r  die Massendichte des undeformierten Festkörpers. Die Bewegungsgleichungen 
(2.37) lassen sich über die Indexnotation in kompakter Form darstellen als 
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Analog hierzu erhält man die Bewegungsgleichungen unter Verwendung des 1. PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungstensor zu 
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r
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. (2.39) 

2.3.1 Hyperbolische partielle Differentialgleichungen 
2. Ordnung 

Wählt man als unbekannte Zustandsgrößen in den Bewegungsgleichungen die Verschie-
bungen u, so ergibt sich hieraus ein Gleichungssystem aus hyperbolischen partiellen 
Differentialgleichungen (PDG) 2. Ordnung. Dies bedeutet, dass die Verschiebungen u 
zweimal nach der Zeit t und dem Weg X (LAGRANGE-Koordinaten) abgeleitet werden. 
Im Folgenden werden die Bewegungsgleichungen 2. Ordnung für den linear-elastischen 
und den linear-viskoelastischen Fall aufgestellt. 

Bewegungsgleichungen des linear-elastischen Festkörpers 

Einsetzen des linear-elastischen Materialgesetzes (2.9) und des linearisierten GREEN-
LAGRANGE-Verzerrungstensors (2.4) in die allgemeinen Bewegungsgleichungen (2.38)
liefert die folgenden Bewegungsgleichungen für den linear-elastischen Festkörper in In-
dexnotation: 

 ( )0 , ,i i jj j jiu u ur m l m= + + . (2.40) 

Bewegungsgleichungen des linear-viskoelastischen Festkörpers 

In gleicher Weise ergeben sich nach Einsetzen des viskoelastischen Materialgesetzes 
(2.15) in die Gleichung (2.38) und unter Verwendung der linearisierten Verzerrungen 
und (2.4) Verzerrungsraten (2.6) die folgenden Bewegungsgleichungen für den linear-
viskoelastischen Fall: 

 ( ) ( )0 , , , ,i i jj j ji i jj j jiu u u u ur m l m m l m= + + + + +   . (2.41) 
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Analog hierzu können die Bewegungsgleichungen unter Berücksichtigung geometrisch 
und physikalisch nichtlinearer Zusammenhänge aufgestellt werden. In vielen Fällen ist 
es jedoch zweckmäßig, gerade im Hinblick auf die komplexen nichtlinearen Zusammen-
hänge, die elastodynamischen Grundgleichungen auf ein PDG-System 1. Ordnung zu 
reduzieren. 

2.3.2 Hyperbolische partielle Differentialgleichungen 
1. Ordnung 

Führt man in der allgemeinen Bewegungsgleichung (2.38) den Geschwindigkeitsvektor 
/ t= ¶ ¶u u  als neue Zustandsgröße ein, so ergibt sich hieraus zunächst folgende Bewe-

gungsgleichung: 
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Nach Einführung der Verzerrungen als Zustandsgrößen und Berücksichtigung der line-
arisierten Verzerrungsraten  

 1

2
ij ji

j i

uu

t x x

æ ö¶ ¶¶ ÷ç ÷= +ç ÷ç ÷ç¶ ¶ ¶è ø

ε
 (2.43) 

lässt sich für den allgemeinen 3-D Fall im kartesischen Koordinatensystem das folgende 
System aus hyperbolischen Erhaltungsgleichungen 1. Ordnung formulieren [74]: 

 ( ) ( ) ( )
t x y z

¶ ¶ ¶ ¶
= + +

¶ ¶ ¶ ¶
q q q qf g h . (2.44) 

Dabei sind die elastodynamischen Zustandsgrößen in dem Zustandsvektor q zusammen-
gefasst 
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und die Funktionen der Zustandsgrößen ( )f q , ( )g q  und ( )h q  als Fluss über das be-
trachtete 3-D Volumen unter Verwendung der kinematischen und konstitutiven Glei-
chungen wie folgt definiert:  
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Somit entspricht die zeitliche Änderung der Zustandsgrößen der räumlichen Änderung 
des Flusses im Kontrollvolumen. Das in diesem Abschnitt vorgestellte System aus Er-
haltungsgleichungen bildet dabei die Grundlage der in dieser Arbeit untersuchten nu-
merischen Berechnungsverfahren. Aufgrund der gewählten Zustandsgrößen kann diese 
Formulierung auch als Verzerrungs-Geschwindigkeits-Formulierung bezeichnet werden. 
Im Unterschied zu den 3 Verschiebungszustandsgrößen bei der Formulierung 2. Ord-
nung erhält man bei der Formulierung 1. Ordnung also insgesamt 9 Zustandsgrößen (3 
Geschwindigkeiten und 6 Verzerrungen). 

2.4 Anfangs-Randwertprobleme und Randwertprobleme 

2.4.1 Anfangs-Randwertprobleme 

Das Anfangs-Randwertproblem (ARWP) wird durch die Bewegungsgleichungen und 
die Anfangs- und Randbedingungen bestimmt. Betrachtet man dazu den in der Abbil-
dung 2.4 dargestellten 3-D Bereich eines homogenen elastischen Kontinuums, so müssen 
in dem gesamten Bereich ÎWX  die im Abschnitt 2.3 angegebenen Bewegungsglei-
chungen durch die gesuchte Lösung erfüllt werden. Die Anfangsbedingungen eines sich 
zum Zeitpunkt 0t =  in Ruhe befindlichen und kräftefreien Körpers lauten dabei 

 ( ) ( ), 0 , 0 0,   i iu t u t= = = = Î WX X X , (2.47) 

 ( ), 0 0,   it t = = Î WX X . (2.48) 

Dabei ist der Spannungsvektor it  in der Gleichung (2.48) als Produkt aus dem Span-
nungstensor ijs  und dem Normaleneinheitsvektor jn  definiert durch 

 ( ) ( ) ( ), ,ii j jt t t ns=X X X . (2.49) 

Zuletzt muss das elastodynamische Problem durch die zugehörigen Randbedingungen 
definiert werden. Hierzu werden am Rand G = ¶W  des Gebietes W  die Verschiebungen 
und Kräfte vorgegeben 

 ( ) ( ), , ,   i i uu t u t= Î GX X X , (2.50) 

 ( ) ( ), , ,   i i tt t t t= Î GX X X . (2.51) 
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Dabei wird die Randbedingung (2.50) als die wesentliche Randbedingung (DIRICHLET-
Randbedingung) bezeichnet und die Randbedingung (2.51) als die natürliche Randbe-
dingung (NEUMANN-Randbedingung). 

2.4.2 Randwertprobleme 

Zur analytischen und numerischen Lösung von elastischen Wellenausbreitungsproble-
men ist es oftmals sinnvoll das ursprüngliche ARWP vom Zeitbereich in den Frequenz-
bereich zu überführen. Hierbei erhält man nach Anwendung der FOURIER-Transforma-
tion (siehe Anhang A.2) auf die zeitabhängigen Bewegungsgleichungen (2.38) die fol-
genden frequenzabhängigen Bewegungsgleichungen 

 ( ) ( )2
, 0, , ,   ij j ius w r w w= - Î WX X X . (2.52) 

In dieser Form enthalten die Bewegungsgleichungen keine zeitlichen Ableitungen bzw. 
Abhängigkeiten von der Zeit t, sodass das ursprüngliche Anfangs-Randwertproblem 
(ARWP) in ein Randwertproblem (RWP) überführt wird. Hierfür müssen nur die zu-
gehörigen Bedingungen am Rand G = ¶W  des Bereichs W   

 ( ) ( ), , ,   i i uu uw w= Î GX X X , (2.53) 

 ( ) ( ), , ,   i i tt tw w= Î GX X X , (2.54) 

wie in Abbildung 2.4 dargestellt, vorgegeben werden. 
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Abbildung 2.4: 3-D Körper und Randbedingungen. 
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2.5 1-D lineare Wellenausbreitungsprobleme im 
unberandeten Festkörper 

Zum Verständnis der grundlegenden Zusammenhänge der elastischen Wellenausbrei-
tung und der Akustik wird in diesem Abschnitt zunächst die 1-D lineare Wellenaus-
breitung behandelt. Hierbei liegen die konstitutiven und kinematischen Grundgleichun-
gen in linearer Form vor. Zunächst soll dabei die 1-D ungedämpfte Wellenausbreitung 
in einem rein linear-elastischen Material betrachtet werden. Anschließend soll zur Be-
schreibung der maßgebenden Effekte die 1-D gedämpfte Wellenausbreitung in einem 
linear-viskoelastischen Festkörper (KELVIN-VOIGT-Material) behandelt werden. 

2.5.1 1-D ungedämpfte lineare Wellenausbreitungsprobleme 

Für die 1-D ungedämpfte lineare Wellenausbreitung in x -Richtung ergibt sich aus der 
Gleichung (2.40) die folgende allgemeine skalare Wellengleichung 

 
2 2

2
2 2

u u
c

x t

¶ ¶
=

¶ ¶
 

. (2.55) 

Hierbei ist c die Wellengeschwindigkeit und u die Verschiebung. In einem isotropen 
unberandeten Festkörper sind die Longitudinalwelle und die Transversalwelle die bei-
den charakteristischen Wellenmoden bzw. Wellentypen. Dabei breitet sich die Longitu-
dinalwelle mit der Longitudinalwellengeschwindigkeit 

 L
0 0

2M
c

l m
r r

+
= =  (2.56) 

und die Transversalwelle (Scherwelle) mit der Transversalwellengeschwindigkeit 

 
0

c
m
r

=T  (2.57) 

im Festkörper aus. Da die allgemeine skalare Wellengleichung (2.55) die 1-D Wellen-
ausbreitung für beide Wellenarten beschreibt, sollen die folgenden Definitionen bezüg-
lich der Wellengeschwindigkeit c und der Verschiebung u gelten 

 L T, ,

, , ,

c c c

u u v w

=
=

 (2.58) 
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wobei sich für die betrachtete Ausbreitung in x-Richtung die Verschiebung u auf die 
longitudinale Wellenausbreitung bezieht und die beiden Verschiebungen v bzw. w auf 
die transversale Wellenausbreitung.  

Die allgemeine Lösung der linearen homogenen hyperbolischen PDG 2. Ordnung (ska-
lare Wellengleichung (2.55)) kann dabei geschrieben werden als 

 ( ) ( ) ( )1 2,u x t f x ct f x ct= + + - . (2.59) 

Die Gleichung (2.59) ist hierbei die klassische Lösung nach D’ALEMBERT. Hierbei sind 

1f  und 2f  beliebige aber mindestens zweimal differenzierbare Funktionen, welche so zu 
wählen sind, dass die zugehörigen Anfangs- und Randbedingungen des 1-D Gebietes 
erfüllt werden. Grundsätzlich beschreibt diese allgemeine Lösung zwei in unterschiedli-
che Richtungen verlaufende Wellen. Üblicherweise wird für die Funktionen 1f  und 2f  
der allgemeinen Lösung ein zeitharmonischer Exponentialansatz gewählt. Somit erhält 
man beispielsweise die folgende allgemeine Lösung für die 1-D longitudinale Wellenaus-
breitung in x -Richtung 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2, i ft kx i ft kx i t kx i t kxu x t A e A e A e A ep p w w- + - ++ - + -= + = + . (2.60) 

Hierbei ist f die Frequenz, 2 fw p=  die Kreisfrequenz, 2 / /k cp l w= =  die Kreiswel-
lenzahl und l  die Wellenlänge der entsprechenden Wellenart. Weiterhin sind A+  und 
A-  die zugehörigen Verschiebungsamplituden der in positiver und negativer x-Richtung 
verlaufenden Wellen. Neben der Lösung der skalaren Wellengleichung unter Verwen-
dung von Exponentialfunktionen lässt sich diese auch mittels trigonometrischer Funk-
tionen als 

 ( ) ( ) ( ), sin sinu x t A t kx A t kxw w+ -= - + +  (2.61) 

ausdrücken. Die 1-D Wellengleichung im Zeitbereich (2.55) lässt sich entsprechend zu 
Abschnitt 2.4.2 durch die Anwendung der FOURIER-Transformation (siehe Anhang A.2) 
in die 1-D Wellengleichung im Frequenzbereich transformieren 
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   . (2.62) 

Diese Bewegungsgleichung wird auch als skalare HELMHOLTZ-Gleichung bezeichnet. 
Hierbei ist ( , )u x w  die FOURIER-transformierte Verschiebung. Die Gleichung (2.62) ist 
hierbei eine gewöhnliche Differentialgleichung, für welche man unter Verwendung eines 
Exponentialansatzes folgende allgemeine Lösung erhält: 
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 ( ), ikx ikxu x A e A ew + - -= + . (2.63) 

Für die Behandlung der 1-D Wellenausbreitung in diesem Kapitel sowie mit Blick auf 
den numerischen Teil dieser Arbeit ist der Sonderfall der Wellenausbreitung in unbe-
randeten Medien von Bedeutung. Hierzu wird eine in positiver x-Richtung laufende 
sinusförmige Longitudinalwelle im unberandeten Medium betrachtet. In diesem Fall 
wird ausschließlich der erste Term aus der allgemeinen Lösung (2.61) berücksichtigt 
und mit u u= , L L/k k cw= = , LA A+ =  folgende Lösung für die 1-D longitudinale 
Wellenausbreitung im Zeitbereich erhalten:  

 ( ) ( )L L, sinu x t A t k xw= - . (2.64) 

2.5.2 1-D gedämpfte lineare Wellenausbreitungsprobleme 

Im folgenden Abschnitt soll die 1-D gedämpfte longitudinale Wellenausbreitung in ei-
nem linear-viskoelastischen KELVIN-VOIGT-Material behandelt werden. Hierbei treten 
für die rein lineare Wellenausbreitung zwei zentrale akustische Effekte auf. Zum einen 
die akustische Dämpfung, also das Abklingen der Wellenamplitude über den zurückge-
legten Weg, sowie die akustische Dispersion, welche zu einer frequenzabhängigen Wel-
lengeschwindigkeit bzw. Wellenzahl führt. Wie im Abschnitt 2.5.1 erhält man aus den 
3-D viskoelastischen Bewegungsgleichungen (2.41) die folgende 1-D Wellengleichung 
für eine Longitudinalwelle 
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Nimmt man für die Lösung dieser Bewegungsgleichung einen Exponentialansatz für die 
in positiver x-Richtung laufenden Longitudinalwelle  

 ( ) ( )L, i t k xu x t A e w -= L  (2.66) 

an und setzt diesen in die Gleichung (2.65) ein, so erhält man folgende Beziehung: 

 ( ) 2 22

0

2
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2
0i t k xA kce k iw l

w
m

r
w- +

+
æ ö÷ç ÷- -ç ÷ç ÷çè ø

=L
L LL . (2.67) 

Auflösen der Gleichung (2.67) nach der gesuchten Wellenzahl Lk  liefert unter Verwen-
dung von Gleichung (2.56) 
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Somit ergibt sich für den viskoelastischen Fall eine komplexwertige Wellenzahl. Setzt 
man die positive Lösung in den Exponentialansatz (2.66) ein, so erhält man folgende 
Lösung für die longitudinale gedämpfte 1-D Wellenausbreitung in positiver x-Richtung: 

 ( ) ( )( ) ( )L L LL,
i t a b i x i t a xb xu x t A e A e e
w w- - --= =L L . (2.69) 

Die Lösung besteht also allgemein aus einem reellen und einem imaginären Exponenti-
alterm. Der erste Term in der Gleichung (2.69) bezieht sich auf die wegabhängige 
Dämpfung der Welle und der letzte Term auf die dispersive Wellenausbreitung. Hierbei 
sei hervorgehoben, dass die Wellenzahl für den vorliegenden viskoelastischen Fall kom-
plexwertig ist und durch die frequenzabhängige Gleichung (2.68) definiert ist. Dies 
bedeutet, dass die Wellenzahl für den viskoelastischen Fall nicht mehr mit der Wellen-
zahl Lk  des linear-elastischen Falls übereinstimmt. Aufgrund der Relevanz der akusti-
schen Dämpfung in dieser Arbeit wird im Folgenden der Dämpfungsparameter der lon-
gitudinalen Wellenausbreitung D,L Lba =  eingeführt. Nach [36, 37] kann der Dämp-
fungsparameter des KELVIN-VOIGT-Materials auf nachfolgende Weise bestimmt wer-
den. Definiert man zunächst die komplexe longitudinale Wellengeschwindigkeit 
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+ + ++
= = , (2.70) 

so lässt sich hieraus die frequenzabhängige Phasengeschwindigkeit über die Auswertung 
des Realteils der komplexen Wellengeschwindigkeit (2.70) bestimmen. Unter der Ver-
wendung dieser Phasengeschwindigkeit lässt sich der Dämpfungsparameter über die 
nachfolgende Beziehung bestimmen [36]: 

 
( )( )2

D,L L L
L

1
Re

Q Q
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w
a = + - . (2.71) 

Hierbei wird der sogenannte akustische Gütefaktor bzw. Q-Faktor verwendet. Dieser 
beschreibt im Wesentlichen, nach wie vielen Wellenlängen die Amplitude um den Fak-
tor 1 e 1 abgenommen hat, [37] und ist hierbei wie folgt definiert:  
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Für kleine Dämpfungen 1Q   ist der dispersive Einfluss vernachlässigbar und man 
erhält die folgende vereinfachte näherungsweise Gleichung für den Dämpfungsparame-
ter 

 
( )
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D,L
L2 Re

M

M c

w
a = . (2.73) 

Die hier für die Longitudinalwellenausbreitung angegebene Lösung und die zugehörigen 
akustischen Parameter lassen sich in gleicher Weise für die Transversalwellenausbrei-
tung herleiten. Daher soll lediglich die für diese Arbeit relevante Definition des Q-
Faktors der transversalen Wellenausbreitung als 

 TQ
m
wm

=  (2.74) 

angegeben sein. Hiermit lässt sich analog zu der Gleichung (2.71) der Dämpfungspara-
meter der transversalen Wellenausbreitung D,Ta  bestimmen. 

Abschließend zeigt sich in der Gleichung (2.73) die für ein KELVIN-VOIGT-Material 
typische quadratische Abhängigkeit der Dämpfung von der Kreisfrequenz ( 2

D,La wµ ). 
In der Praxis zeigen die meisten Werkstoffe im relevanten Ultraschallbereich meistens 
eine hiervon abweichende eher lineare Abhängigkeit der Dämpfung von der Kreisfre-
quenz ( D,La wµ ). Daher bedarf es häufig zur realistischen Abbildung des akustischen 
Dämpfungsverhaltens zusätzlicher rheologischer Materialmodelle. Eine gute Beschrei-
bung realer Werkstoffe wird dabei mit einem Materialmodell erreicht, welches zu einem 
konstanten Q-Verlauf über den betrachteten Frequenzbereich führt. Im numerischen 
Teil dieser Arbeit wird zur Modellierung eines näherungsweise konstanten Q-Faktors 
die in [18, 19, 34, 64, 173] verwendete Methode implementiert. Hierbei wird als Grund-
modell das bereits im Abschnitt 2.2.1.2 vorgestellte lineare Standardmodell der Fest-
körper verwendet. Durch die Zusammenschaltung mehrerer linearer Standardmodelle 
lässt sich damit das Relaxationsverhalten sehr genau beschreiben und ein konstanter 
Q-Verlauf über einen weiten Frequenzbereich erzielen. Eine Beschreibung dazu unter 
Verwendung eines einzelnen linearen Festkörper-Standardmodells ist im Anhang A.3 
aufgeführt. 
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2.6 1-D nichtlineare Wellenausbreitungsprobleme im 
unberandeten Festkörper 

Im Gegensatz zur linear-elastischen Wellenausbreitung führt die Wellenausbreitung in 
einem nichtlinear-elastischen Festkörper zu einer sukzessiven Änderung der zugehöri-
gen Wellenform. Diese nichtlineare Wellenverzerrung ist auch in der Gas- und Fluid-
dynamik im Zusammenhang mit der Schockwellen-Entstehung von zentraler Bedeu-
tung. Daher sind hierzu gerade aus diesem Bereich umfangreiche analytische Gleichun-
gen und Lösungen in der Literatur angegeben [15-17, 58, 231], welche auch auf den 
Festkörper übertragen werden können. Dabei entstehen zusätzlich zur eigentlichen Pri-
mär-, Fundamental- oder auch Grundfrequenz zusätzliche höherharmonische Anteile 
im Frequenzspektrum des Wellensignals. Grundsätzlich sind die Abweichungen von der 
linearen Lösung bzw. die nichtlinearen Anteile der Wellenamplitude abhängig von zahl-
reichen Eigenschaften der Welle selbst. Ein weiterer Unterschied zur linearen Wellen-
ausbreitung besteht darin, dass in einem nichtlinearen Medium verschiedene Wellen-
moden miteinander interagieren und dabei sogenannte nichtlineare Resonanzwellen ent-
stehen [39, 84, 99, 111, 112]. Um diesen Zusammenhang theoretisch herzuleiten und die 
wesentlichen nichtlinearen Effekte hervorzuheben, soll in diesem Abschnitt zunächst 
die 1-D longitudinale Wellenausbreitung in x-Richtung in einem nichtlinearen Medium 
betrachtet werden.  

2.6.1 1-D ungedämpfte nichtlineare 
Wellenausbreitungsprobleme 

2.6.1.1 Quadratisch nichtlineares hyperelastisches Material 

Im Fall der 1-D longitudinalen Wellenausbreitung in positiver x-Richtung in einem 
quadratisch nichtlinearen hyperelastischen Material vereinfachen sich die 3-D Bewe-
gungsgleichungen (2.39) zu 

 ,0 , ,xx x xxu u uM Bur =-  (2.75) 

mit ( )NL  2 1,5B M M= + , dem linearen Longitudinalmodul 2M l m= +  und dem „nicht-
linearen Longitudinalmodul“ NL 2M l m= + . Unter der Annahme, dass die Gesamtlö-
sung u dieser nichtlinearen Bewegungsgleichung (2.75) nicht stark von der linearen 
Lösung (2.64) abweicht, kann über die Störungstheorie die folgende Näherungslösung 
angenommen werden: 

 0 1u u u= + . (2.76) 
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Hierbei wird angenommen, dass der nichtlineare Anteil 1u  in der Gesamtlösung klein 
gegenüber dem linearen Anteil 0u  ist, d. h. 1 0u u . Einsetzen der Näherungslösung 
(2.76) in die Bewegungsgleichung (2.75) liefert  

 ( )( )0, 1, 0, 1, 10 0 0 1 0, ,xx xx x x xx xxu u u u u uu u M M Br r ++ - - = +  . (2.77) 

Setzt man die Lösung des linearen Problems 0,0 0 0xxuMur - =  als bekannt voraus, so 
ergibt sich nach dem Einsetzen der linearen Lösung (2.64) in die Gleichung (2.77) und 
unter Vernachlässigung des quadratisch nichtlinearen Anteils von 1u  die folgende in-
homogene PDG: 

 ( )( )1,0 1

3 2
L 1

Lsin 2
2

xxu
k A

M B t k xur w=- - . (2.78) 

Hierbei wurde die Amplitude LA  aus der Gleichung (2.64) durch die Amplitude 1A  
ersetzt. Die inhomogene PDG (2.78) wird dabei durch die folgende Lösung erfüllt: 

 ( ) ( )( )
2 2
L 1

1 L, cos 2
8

B k A x
u x t t k x

M
w= - . (2.79) 

Die Gesamtlösung ergibt sich dann durch das Einsetzen der Gleichungen (2.64) und 
(2.79) in die Gleichung (2.76) zu 

 ( ) ( ) ( )( )
2 2
L 1

1 L L, sin cos 2
8

k A x
u x t A t k x t k xw b w= - + - . (2.80) 

Hierbei ist der longitudinale Nichtlinearitätsparameter (NLP) wie folgt definiert: 
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Dabei setzt sich der NLP aus dem geometrisch nichtlinearen Anteil GNL 3b =  und dem 
physikalisch nichtlinearen Anteil PNL 2( 2 )/( 2 )l mb l m= + +  zusammen. Da der geo-
metrisch nichtlineare Anteil klein ist, wird dieser auch häufig in der Bestimmung des 
klassischen NLP vernachlässigt. In der Literatur findet sich neben dem hier vorgestell-
ten NLP auch oft die folgende Definition: 

 
( )23
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l m
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+
. (2.82) 

Hierbei ist jedoch zu berücksichtigen, dass bei der Verwendung von Gleichung (2.82) 
die ursprüngliche Lösung (2.80) hinsichtlich des Vorfaktors des nichtlinearen Anteils 
abgeändert werden muss, d. h.  
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 ( ) ( ) ( )( )
2 2
L 1

1 L L, sin cos 2
4

k A x
u x t A t k x t k xw b w= - + - . (2.83) 

Für die weitere Betrachtung ist es sinnvoll die Gesamtlösung auf folgende Weise dar-
zustellen: 

 ( ) ( ) ( )( )1 L 2 L, sin cos 2u x t A t k x A t k xw w= - + - . (2.84) 

Hierbei ist 1A  die Fundamentalamplitude bei der Grundfrequenz 1 /2f w p= . Die zweite 
Harmonische hat die doppelte Frequenz 2 12f f=  und die zugehörige Amplitude 

 2 2
2 L 1 8A k A xb= . (2.85) 

Diese Gleichung lässt sich nach dem NLP umstellen. Somit erhält man den sogenannten 
akustischen NLP als 

 2

2 2
L 1

8A

k A x
b = , (2.86) 

der für die nichtlineare Ultraschalltechnik von entscheidender Bedeutung ist. Es lässt 
sich also zusammenfassen, dass im Falle der klassischen nichtlinear-elastischen Wellen-
ausbreitung aus der Fundamentalwelle eine zweite Welle entsteht, deren Frequenz der 
doppelten Grundfrequenz entspricht und deren Amplitude zum einen linear von dem 
NLP b  und dem Abstand x und zum anderen quadratisch von der Wellenzahl Lk  und 
der Ausgangsamplitude 1A  abhängt. 

2.6.1.2 Kubisch nichtlineares hyperelastisches Material 

Neben der oben ausführlich beschriebenen nichtlinearen Wellenausbreitung in einem 
quadratisch nichtlinear-elastischen Medium lassen sich über entsprechende Erweiterun-
gen der Formänderungsenergiedichtefunktion (2.16) auch Nichtlinearitäten höherer 
Ordnung behandeln [39, 230]. Die Vorgehensweise zur Herleitung der konstitutiven 
Gleichungen höherer Ordnung entspricht dabei dem für den quadratisch nichtlinear-
elastischen Fall verwendeten Ablauf. Daher soll an dieser Stelle nur die Lösung für die 
1-D Wellenausbreitung in einem klassischen kubisch nichtlinearen Medium erläutert 
werden. Zunächst wird angenommen, dass die Normalspannung in x-Richtung durch 
die folgende kubisch nichtlineare Erweiterung des HOOKEschen Gesetzes bestimmt ist: 

 3
, ,

1

3
x xx u uM Ms g+= . (2.87) 
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Hierbei wird auf eine Berücksichtigung der geometrisch nichtlinearen Beiträge verzich-
tet und der übliche CAUCHYsche Spannungstensor verwendet. Einsetzen der konstitu-
tiven Gleichung (2.87) in die zugehörige Bewegungsgleichung (2.38) ergibt die Bewe-
gungsgleichung für ein kubisch nichtlinear-elastisches Medium 

 ,
2

0 , , .xx x xxu u uM Mur g- =  (2.88) 

Nach der Verwendung von Gleichung (2.88) mit der zugehörigen linearen Lösung (2.64)
kann mittels der in Gleichung (2.76) getroffenen Näherung die folgende inhomogene 
PDG für den kubisch nichtlinear-elastischen Fall aufgestellt werden: 
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Hierfür kann die folgende Lösung gefunden werden: 
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Die Gesamtlösung für den kubisch nichtlinear-elastischen Fall ergibt sich somit zu 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 L L

3 3
1

L
L 1

, sin cos cos 3
8 3

k A x
u tA t k x k xx t kt xgw w w
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bzw. zu 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1,NL 3L L L, sin cos cos 3t k x t k x t k xu x t A A Aw w w-= - -+- . (2.92) 

Zusätzlich zur 3. Harmonischen 3A  bei der dreifachen Grundfrequenz 3 13 3 /2f f w p= =  
entsteht eine zusätzliche 1. Harmonische 1,NLA , welche eine 90°-Phasenverschiebung zu 
der Fundamentalwelle hat. Die Amplituden der Resonanzwellen (Höherharmonischen) 
sind dabei linear vom NLP g  und vom zurückgelegten Weg x sowie kubisch von der 
Wellenzahl Lk  und der Fundamentalamplitude 1A  abhängig. 

Für die experimentelle Untersuchung ist dabei die 3. Harmonische 3A  vorrangig von 
Bedeutung. Der zugehörige akustische NLP im Fall des kubisch nichtlinear-elastischen 
Materialverhaltens lautet somit 

 3

3 3
L 1

24A

k A x
g = . (2.93) 
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Grundsätzlich ist die hier betrachtete nichtlineare longitudinale Wellenausbreitung ein 
Sonderfall der allgemeinen nichtlinearen Wellenausbreitung. Das entstandene Wellen-
feld der 2. bzw. 3. Harmonischen kann dabei auch als resultierende Resonanzwelle 
zweier miteinander interagierender Longitudinalwellen gleicher Frequenz 1f  verstanden 
werden. Daneben sind weitere Interaktionen zwischen Wellen unterschiedlicher Fre-
quenzen sowie zwischen unterschiedlichen Wellenmoden möglich. Teilweise sind hierbei 
bestimmte Bedingungen hinsichtlich des Polarisationswinkels, des Interaktionswinkels 
und der Wellenzahl selbst zu erfüllen, damit es zu einer Bildung des höherharmonischen 
Wellenfelds (nichtlineare Resonanz) kommt. In [111, 112] sind die wichtigsten Zusam-
menhänge und Bedingungen der Interaktionen von ebenen Wellen im quadratisch 
nichtlinear-elastischen Kontinuum beschrieben. In der Literatur wird das hier beschrie-
bene nichtlineare Wechselwirken auch oft als nichtlineares Wellenmischen (wave-mi-
xing) bezeichnet. 

2.6.1.3 Hysteretisch nichtlineares Material 

Für die Beschreibung der 1-D Wellenausbreitung in einem hysteretisch nichtlinearen 
Medium soll das teilelastische Hysteresemodell nach NAZAROV (2.24) verwendet wer-
den. Hierbei ergibt sich für N 0a = , N,1 N,2b b a= = -  und ,xue =  die folgende 1-D 
Spannungs-Dehnungs-Beziehung für die Normalspannung 

 ( ) 2 2
, , , ,sign

2 2
x x x t x mM u u u

a a
s e

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷= ç + -ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø
. (2.94) 

Einsetzen des Materialgesetzes (2.94) in die zugehörige Bewegungsgleichung (2.38) 
ergibt die folgende Bewegungsgleichung für einen hysteretisch nichtlinearen Festkörper 

 ( ), , , , ,0 signxx x xx x tu u u uMu Mar =- . (2.95) 

Diese Gleichung ist ähnlich zu der Gleichung (2.75) für den quadratisch nichtlinear-
elastischen Fall, mit dem einzigen Unterschied, dass der rechte Term der Gleichung 
(2.95) zusätzlich die Vorzeichenfunktion der Dehnrate enthält. Somit erhält man über 
die übliche Störungstheorie die folgende Lösung aus dem quadratisch nichtlinear-elas-
tischen Fall, jedoch mit einer Vorzeichenfunktion abhängig von der Dehnrate 
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Ersetzt man die Vorzeichenfunktion in Gleichung (2.96) durch die zugehörige FOURIER-
Reihenentwicklung 
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und berücksichtigt nur die ersten Summenterme der Reihenentwicklung ( 1, 3)n = , so 
erhält man die folgende Näherungslösung 
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 (2.98) 

Hierbei erkennt man, dass für eine hysteretische Nichtlinearität ausschließlich ungerade 
höherharmonische Anteile im Wellenfeld entstehen, welche die gleiche Abhängigkeit 
von der Amplitude 1A , der Wellenzahl Lk  und dem Weg x zeigen wie im quadratisch 
nichtlinear-elastischen Fall. Da für die nichtlineare Ultraschalltechnik die 3. Harmoni-
sche von besonderer Bedeutung ist, soll diese durch  

 ( ) ( ) ( )( )1 L 3 L, sin sin 3u x t A t k x A t k xw w= - + - +¼ (2.99) 

berücksichtigt werden, wobei gilt: 

 
2 2
L 1

3
4

k A x
A a

p
= . (2.100) 

Aus der Gleichung (2.100) erhält man für den hysteretischen NLP  

 3

2 2
L 1

4 A

k A x

p
a = . (2.101) 

2.6.2 1-D gedämpfte nichtlineare Wellenausbreitungsprobleme 

Aufgrund der Bedeutung und starken Ausprägung des viskoelastischen Materialverhal-
tens des Betons wird im folgenden Abschnitt der Einfluss der akustischen Dämpfung 
auf die nichtlineare Wellenausbreitung behandelt. Hierbei soll zunächst ausführlich die 
Herleitung der 1-D gedämpften longitudinalen Wellenausbreitung in einem quadratisch 
nichtlinear-elastischen Festkörper dargestellt werden und anschließend auf andere Ma-
terialgesetze erweitert werden. Die Herleitung bezieht sich dabei maßgeblich auf 
[30, 100].  
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2.6.2.1 Quadratisch nichtlineares hyperelastisches Material 

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die Abnahme der Amplitude A  einer sich in x-
Richtung ausbreitenden Welle wie im rein linear-viskoelastischen Fall (vgl. Gleichung 
(2.69)) näherungsweise durch einen exponentiellen Term wie folgt 

 ( ) ( ) ( )D,L
0 L L, sin sinxu x t A t k x e A t k xaw w-= - = -  (2.102) 

beschrieben werden kann. Hierbei ist D,La  der Dämpfungsparameter für die longitudi-
nale gedämpfte und nichtlineare Wellenausbreitung und 0A  die (ungedämpfte) Anfang-
samplitude der Welle. Betrachtet man also gemäß Gleichung (2.102) die Ausbreitung 
der Fundamentalwelle und der 2. Harmonischen-Welle getrennt voneinander, so erhält 
man die folgenden Gleichungen für die Fundamentalamplitude und die 2. Harmonische-
Amplitude 

 D,L,1
1 0,1

xA A e a-= , (2.103) 

 D,L,2
2 0,2

xA A e a-= . (2.104) 

Hierbei wird angenommen, dass die Fundamentalwelle und die 2. Harmonische-Welle 
unterschiedliche und voneinander unabhängige Dämpfungsparameter D,L,1a  und D,L,2a  
besitzen. Die Änderungen der beiden Amplituden in x-Richtung erhält man aus den 
Gleichungen (2.103) und (2.104) zu 

 1
D,L,1 1

dA
A

dx
a= - , (2.105) 

 2
D,L,2 2

dA
A

dx
a= - . (2.106) 

Zusätzlich muss die Änderung der 2. Harmonischen-Amplitude infolge der nichtlinear-
elastischen Wellenausbreitung berücksichtigt werden. Betrachtet man zunächst die zu-
gehörige Änderung ohne Dämpfung, so ergibt sich aus der Gleichung (2.85)  

 0,2 2 2
L 0,1

1

8

dA
k A

dx
b= . (2.107) 

Für die gedämpfte Wellenausbreitung muss dabei die gedämpfte Fundamen-
talamplitude nach der Gleichung (2.103) in die Gleichung (2.85) eingesetzt werden. 
Anschließend erhält man die Änderung der 2. Harmonischen-Amplitude unter der Be-
rücksichtigung der Dämpfung der Fundamentalamplitude als 
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 D,L,12 22 2 2 2
L 1 L 0,1

1 1

8 8
xdA

k A k A e
dx

ab b -= = . (2.108) 

Aus den Gleichungen (2.106) und (2.108) resultiert die Gesamtänderung der 2. Harmo-
nischen-Amplitude in einem gedämpften und nichtlinear-elastischen Medium zu 

 D,L,12 22 2
D,L,2 2 L 0,1

1

8
xdA

A k A e
dx

aa b -= - +  (2.109) 

bzw. 

 D,L,12 22 2
D,L,2 2 L 0,1

1

8
xdA

A k A e
dx

aa b -+ = . (2.110) 

Die Lösung dieser inhomogenen linearen gewöhnlichen Differentialgleichung lässt sich 
folgendermaßen angeben: 

 
( )
( )

D,L,2 D,L,12

2 2
2 L 0,1

D,L,1 D,L,2

1

8 2

x xe e
A k A

a a

b
a a

- --
=

-
. (2.111) 

In experimentellen Untersuchungen sind meistens nur die empfangenen Amplituden 
bekannt. Daher bietet es sich an in Gleichung (2.111) anstelle der Anfangsamplitude 

0,1A  die empfangene Amplitude 1A  zu verwenden. Mit  

 D,L,1
0,1 1

xA Aea=  (2.112) 

erhält man aus der Gleichung (2.111) die folgende alternative Darstellung:  

 
( )( )
( )

( )( )
( )

D,L,1 D,L,2 D,L,1 D,L,22 2

2 2 2 2
2 L 1 L 1

D,L,1 D,L,2 D,L,2 D,L,1

1 11 1

8 82 2

x xe e
A k A k A

a a a a

b b
a a a a

- -- -
= =

- -
. (2.113) 

Der zugehörige akustische NLP für den gedämpften Fall lautet demnach 

 
( )

( )( )D,L,1 D,L,2

D,L,2 D,L,12

2 2 2
L 1

28

1 x

A

k A e a a

a a
b

-

-
=

-
. (2.114) 

Aus der allgemeinen Beziehung (2.114) für die zwei voneinander unabhängigen Dämp-
fungsparameter D,L,1a  und D,L,2a  lassen sich die Lösungen für zwei viskoelastische Son-
derfälle ableiten. Für ein klassisches KELVIN-VOIGT-Material ist der Dämpfungspara-
meter Da  in guter Näherung quadratisch abhängig von der Frequenz, d. h.  

 2
D fa µ . (2.115) 
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Im konkreten Fall der nichtlinear-elastischen Wellenausbreitung muss somit der Dämp-
fungsparameter der 2. Harmonischen viermal größer sein als der Dämpfungsparameter 
der Fundamentalamplitude. Es ergibt sich hieraus also die folgende Beziehung: 

 D,L,2 D,L,14a a= . (2.116) 

Einsetzen der Gleichung (2.116) in die Gleichung (2.114) liefert den akustischen NLP 
für ein KELVIN-VOIGT-Material als 

 
( )D,L,1

2 D,L,1

22 2
L 1

16

1 x

A

k A e a

a
b

-
=

-
. (2.117) 

In vielen Werkstoffen ist eine lineare Abhängigkeit der Dämpfung von der jeweiligen 
Frequenz D fa µ  zu beobachten. Daher soll auch die Lösung dieses Sonderfalls ange-
geben werden. Hierzu hat man für die Dämpfung der 2. Harmonischen  

 D,L,2 D,L,12a a= . (2.118) 

Einsetzen von der Gleichung (2.118) in die Gleichung (2.114) liefert unter Anwendung 
der Regel von L’HOSPITAL den gesuchten akustischen NLP für diesen Sonderfall als 

 2

2 2
L 1

8A

k A x
b = . (2.119) 

Der Vergleich mit der Gleichung (2.86) zeigt dabei, dass der für diesen Dämpfungsfall 
ermittelte akustische NLP gerade dem akustischen NLP im dämpfungsfreien Medium 
entspricht. In gleicher Weise lässt sich auch der kubische NLP (2.93) bzw. der hyste-
retische NLP (2.101) für den dämpfungsfreien Fall auf den gedämpften Fall übertragen.  

2.6.2.2 Kubisch nichtlineares hyperelastisches Material 

Betrachtet man zunächst ein kubisch nichtlinear-elastisches Material, so ergibt sich der 
NLP im Fall der voneinander unabhängigen Dämpfungsparameter D,L,1a  und D,L,3a  für 
die Fundamentalwelle und die zugehörige 3. Harmonische-Welle der folgende modifi-
zierte kubische NLP 

 
( )

( )( )D,L,1 D,L,3

D,L,3 D,L,13

3 3 3
L 1

324

1 x

A

k A e a a

a a
g

-

-
=

-
. (2.120) 

Im Sonderfall D,L,3 D,L,13a a=  führt die Gleichung (2.120) dann zu 
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 3

3 3
L 1

24A

k A x
g = . (2.121) 

Dies entspricht wieder dem kubischen NLP aus der Gleichung (2.93) für den unge-
dämpften Fall.  

2.6.2.3 Hysteretisch nichtlineares Material 

In einem hysteretisch nichtlinearen Material entsprechend Abschnitt 2.6.1.3 ergibt sich 
der gedämpfte hysteretische NLP als 

 
( )

( )( )D,L,1 D,L,3

D,L,3 D,L,13

2 2 2
L 1

24

1 x

A

k A e a a

a ap
a

-

-
=

-
. (2.122) 

Dabei beziehen sich die verwendeten Dämpfungsparameter D,L,1a  und D,L,3a  auf die 
Fundamentalfrequenz und die 3. Harmonische-Frequenz. Für den Sonderfall 

D,L,3 D,L,13a a=  führt die Gleichung (2.122) zu 

 
( )D,L,1

D,L,13
2 2
L 1

4

1 x

A

k A e a

ap
a

-
=

-
. (2.123) 

2.6.3 1-D akustoelastische Wellenausbreitungsprobleme 

Neben der im vorigen Abschnitt beschriebenen Dispersion von elastischen Wellen in 
einem nichtlinear-elastischen Material ist der akustoelastische Effekt [95, 202, 212] 
auch von großer Bedeutung. Dieser beschreibt die Änderung der Wellenausbreitungs-
geschwindigkeit infolge einer überlagerten bzw. aufgebrachten Spannung. Dabei führt 
eine große Deformation infolge statischer oder dynamischer Last zu einer Steifigkeits-
änderung im Material, wodurch gleichzeitig die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer hin-
durchlaufenden elastischen Welle verändert wird. Zwei Fälle sind hierbei von besonde-
rer praktischer Bedeutung, nämlich der hydrostatische Spannungszustand und der ein-
achsige Spannungszustand. Die folgende Herleitung der akustoelastischen Grundglei-
chungen basiert dabei auf der im Abschnitt 2.2.2.1 beschriebenen Hyperelastizitätsthe-
orie für ein quadratisch nichtlinear-elastisches Material.  

Um die grundsätzliche Vorgehensweise und die damit verknüpften Annahmen bei dieser 
Herleitung kurz darzustellen, wird die longitudinale Wellenausbreitung in x-Richtung 
in einem in z-Richtung einachsig auf Zug beanspruchten 3-D Festkörper betrachtet. Es 
gilt für die Spannungen P  (1. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor) infolge der einach-
sigen Zugbeanspruchung Ns : 
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 , 0z N x y xy yx xz zx yz zyP P P P P P P P Ps= = = = = = = = = . (2.124) 

Unter der Vernachlässigung der nichtlinearen Terme in dem Materialgesetz (2.18) 
(siehe Anhang A.1) können mittels der Gleichung (2.124) die Dehnungen infolge der 
statischen Zugbeanspruchung Ns  ermittelt werden als 

 
( ), ,

2 3 2N N

N
x ys s

ls
e e

m l m
= = -

+
, (2.125) 

 
( )
( ),
3 2N

N
z s

l m s
e

m l m

+
=

+
. (2.126) 

Berücksichtigt man weiterhin, eine zeitharmonische Longitudinalwelle in dem bean-
spruchten 3-D Körper, so ergeben sich mit den in den Gleichungen (2.125) und (2.126) 
angegebenen Dehnungen die Gesamtverschiebungen zu 

 ( ) ( )( ), , L, sin 1
N Nx xu x t x A t k xs se w e= ⋅ + - + , (2.127) 

 ( ) ,,
Nyv x t yse= ⋅ , (2.128) 

 ( ) ,,
Nzw x t zse= ⋅ . (2.129) 

Unter Beachtung, dass alle Verschiebungsgradienten bis auf ,xu , ,xxu , ,yv  und ,zw  null 
sind, und unter Verwendung der Gleichungen (2.127)-(2.129) erhält man die Bewe-
gungsgleichung (2.39) für die Verschiebung u in folgender Form: 

 ( ) ( ) ( )0 NL2 21,5xx xx xx y zxu u u l u v wu M M Mr l+ + + += + . (2.130) 

Die zeitliche und räumliche Ableitung der in der Gleichung (2.130) gegebenen Verschie-
bungen entsprechend der benötigten Verschiebungsgradienten und anschließendes Ein-
setzen in die Bewegungsgleichung (2.130) führt schließlich zu 

 ( ) ( )( ), ,
2

0 L, NL , 22 2,5
N NN y zx x lc M M M s ss e er e l+= + + + + . (2.131) 

Hierbei werden nur die linearen Anteile der statischen Dehnungen berücksichtigt und 
gleichzeitig die gesuchte longitudinale Wellengeschwindigkeit in x-Richtung entspre-
chend L, L/xc kw=  eingesetzt. Nach Einsetzen der statischen Dehnungen aus den Glei-
chungen (2.125) und (2.126) sowie Elimination der elastischen Parameter M  und NLM  
ergibt sich aus der Gleichung (2.131) der folgende lineare Zusammenhang zwischen der 
statischen Beanspruchung Ns  und der Longitudinalwellengeschwindigkeit L,xc : 
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 ( )2 2
0 L, 0 L,

2
2 2 2

3 2
N

x yc c l m
s l

r r l m l m
l m m

æ ö÷ç ÷= = + + - + +ç ÷ç ÷ç+ è ø
. (2.132) 

In ähnlicher Weise lassen sich die Geschwindigkeiten für weitere Wellenmoden mit 
unterschiedlichen Partikelbewegungsrichtungen und Ausbreitungsrichtungen bezüglich 
der ausgewählten einachsigen Beanspruchung bestimmen. Von besonderer Bedeutung 
für die experimentellen Versuche sind neben der Gleichung (2.132) die folgenden akus-
toelastischen Gleichungen für den einachsigen Spannungszustand in z-Richtung: 

 ( )2
0 L, 2 2 4 4 10

3 2
N

z l mc l
s

r
l m

l m l m
l m m

é ù+ê ú= + + + + + +ê ú+ ë û
, (2.133) 
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, (2.135) 

 2 2
0 T, , 0 T, , 2

3 2 2
N

x y y x m nc c
s
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+
. (2.136) 

Hierbei beschreibt der zweite und der dritte Index die Wellenausbreitungsrichtung und 
die Richtung der Partikelbewegung der Longitudinalwelle bzw. der Transversalwelle.
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3 Numerische und experimentelle Methoden 

Mit Blick auf die numerischen und experimentellen Untersuchungen zur Materialcha-
rakterisierung und Schädigungsbewertung von Hochleistungsbeton ist es zunächst not-
wendig, geeignete numerische und experimentelle Methoden auszuwählen. Daher bein-
haltet dieses Kapitel eine detaillierte Beschreibung der verwendeten numerischen und 
experimentellen Methoden und deren wesentliche Eigenschaften.  

3.1 Numerische Methoden 

Die meisten naturwissenschaftlichen und ingenieurwissenschaftlichen Probleme werden 
durch die entsprechenden partiellen Differentialgleichungen (PDG) mit den zugehöri-
gen Anfangs-Randbedingungen oder Randbedingungen beschrieben und sind nur für 
vereinfachte Betrachtungen und Sonderfälle analytisch exakt lösbar. Daher haben sich 
in verschiedenen Fachgebieten entsprechend der Problemstellung angepasste und opti-
mierte numerische Methoden entwickelt, welche eine Näherungslösung liefern. Hierbei 
weisen insbesondere die Finite-Elemente-Methode (FEM), die Finite-Differenzen-Ver-
fahren (FD-Verfahren), die Finite-Volumen-Verfahren (FV-Verfahren) und die Ran-
delementmethode (BEM) ein großes Anwendungsspektrum auf und werden in der Pra-
xis und Forschung häufig verwendet. 

Für die numerische Simulation von nichtlinearen Wellenausbreitungsproblemen sind 
dabei gerade die FD-Verfahren, die FV-Verfahren und die Kollokationsverfahren weit 
verbreitet und bieten insbesondere Vorteile bei der Implementierung komplexer Mate-
rialgesetze. Daher sollen in den folgenden Abschnitten gerade diese numerischen Me-
thoden beschrieben und verglichen werden. Im Speziellen wurden dabei die gestaffelten 
FD-Verfahren 2. und 4. Ordnung, das KURGANOV-TADMOR-Schema (KT-Verfahren), 
die klassische CHEBYSHEV-Pseudospektrale-Kollokationsmethode (CPS-Methode) und 
eine neuartige modifizierte CHEBYSHEV-Pseudospektrale-Kollokationsmethode imple-
mentiert und bei der numerischen Untersuchung verwendet. Im Folgenden sollen diese 
ausgewählten numerischen Methoden und deren wichtigste Grundlagen erläutert wer-
den. Dabei soll insbesondere die modifizierte CPS-Methode als die zentrale numerische 
Methode dieser Arbeit detailliert beschrieben und diskutiert werden.  
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3.1.1 Finite-Differenzen-Verfahren 

3.1.1.1 Grundlagen 

Die FD-Verfahren basieren auf der bereichsweisen Approximation der grundlegenden 
Differentialgleichungen des Problems durch geeignete lokale Differenzenquotienten. 
Diese führen in der Regel zu einfachen, effektiven und robusten numerischen Verfahren, 
welche die entsprechenden ARWP bzw. RWP in natürlicher Weise diskretisieren und 
lösen. Daher sind die FD-Verfahren in vielen Wissenschaftsbereichen weit verbreitet.  

Im Folgenden soll die Methodik der Verwendung von Differenzenquotienten als zent-
rales Merkmal und Element der FD-Verfahren kurz beschrieben werden. Ausgehend 
von einer Taylorreihenentwicklung um den betrachteten Gitterpunkt ix  eines 1-D Be-
rechnungsgebietes ergibt sich für die Nachbarknoten 

 
2 3

1 , , ,
2 6

i i x xx xxx
i i i

x x
f f x f f f+

D D
= +D + + + , (3.1) 
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1 , , ,
2 6

i i x xx xxx
i i i

x x
f f x f f f-

D D
= -D + - +  . (3.2) 

Hiernach erhält man eine Approximation 1. Ordnung für die 1. Ableitung der Funktion 
f am Punkt ix : 

 ( ) ( )1
, Vorwärtsdifferenzenquotient   i i
x

f f
f O x

x
++ -

= + D
D

, (3.3) 

 ( ) ( )1
, Rückwärtsdifferenzenquotient   i i
x

f f
f O x

x
-- -

= + D
D

. (3.4) 

Die 1. Ableitung 2. Ordnung kann durch den zentralen Differenzenquotienten  

 ( )1 1 2
,

2
i i

x
f f

f O x
x

+ --
= + D

D
 (3.5) 

beschrieben werden. Auf der Basis der oben dargestellten Differenzenquotienten lassen 
sich zahlreiche FD-Verfahren entwickeln und auf 2-D und 3-D Probleme erweitern.  

In der Elastodynamik ist es oftmals zweckmäßig bei der Verwendung einer Formulie-
rung 1. Ordnung (siehe Abschnitt 2.3.2) die zu ermittelnden Feldgrößen (Spannungen, 
Verzerrungen, Partikelgeschwindigkeiten) versetzt auf dem Berechnungsgitter anzuset-
zen und zu unterschiedlichen Zeitpunkten zu berechnen. Hiermit werden die grundle-
genden Bewegungsgleichungen und konstitutiven Gleichungen getrennt voneinander 
behandelt und man erreicht neben einer verbesserten numerischen Stabilität und 
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Genauigkeit des FD-Verfahrens zusätzlich eine geringe Gitterdispersion bei stark hete-
rogenen Strukturen [69, 129, 161, 220].  

Im Allgemeinen ergeben sich unterschiedliche Varianten für die Anordnung der Feld-
größen auf einem gestaffelten Gitter. Die klassische Variante ist in der Abbildung 3.1 
dargestellt. Hierbei liegen die Normalspannungen xs  und ys  bzw. die zugehörigen 
Dehnungen xe  und ye  auf gemeinsamen Knoten und die entsprechenden Partikelge-
schwindigkeiten u  bzw. v  um den Abstand Δx/2 bzw. Δy/2 versetzt. Die Schubspan-
nung xyt  bzw. die zugehörige Schubverzerrung xyg  sind wiederum in beiden Richtungen 
um Δx/2 und Δy/2 versetzt. Aufbauend auf dieser Gitteranordnung sollen die beiden 
im Verifikationsteil dieser Arbeit verwendeten FD-Verfahren erläutert werden. Diese 
unterscheiden sich lediglich in ihrer Ordnung und in den zugehörigen Differentialope-
ratoren. 
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Abbildung 3.1: 2-D gestaffeltes, äquidistantes Berechnungsgitter mit freien Rändern in dem Finite-
Differenzen-Verfahren. 

3.1.1.2 Gestaffeltes Finite-Differenzen-Verfahren 2. Ordnung 

Das „klassische“ gestaffelte FD-Verfahren 2. Ordnung entspricht für den Fall eines ho-
mogenen isotropen Festkörpers der sogenannten „Elastodynamischen Finiten Integra-
tionstechnik (EFIT)“ [66, 219]. Daher wird an dieser Stelle die allgemeine Formulierung 
der EFIT-Methode angewendet, wenngleich angemerkt werden muss, dass dieses Ver-
fahren seinem Ursprung nach aus einer integralen Betrachtung der zugrundliegenden 
elastodynamischen Gleichungen resultiert und somit dem differentiellen Ansatz der FD-
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Verfahren nicht entspricht. In diesem Verfahren werden die räumlichen Ableitungen in 
den Grundgleichungen durch die zentralen Differenzenquotienten nach der Gleichung 
(3.5) angenähert. Betrachtet man den ebenen Verzerrungszustand in der x-y-Ebene als 
2-D Sonderfall des allgemeinen 3-D Problems aus dem Abschnitt 2.3.2, so ergibt sich 
für das FD-Verfahren 2. Ordnung die folgende diskretisierte Form der Bewegungsglei-
chungen  
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und der kinematischen Gleichungen 
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Hierbei stehen die tiefgestellten Indizes i und j für die Knotennummerierung in die x- 
und y-Richtungen ( , 1i j N=  ) und der hochgestellte Index n für den Zeitschritt t. 
Um die aktuellen Partikelgeschwindigkeiten und Verzerrungen zu erhalten wird ein 
gestaffeltes „Leap-Frog-Schema“ als Zeitintegrationsverfahren verwendet. Hierbei wer-
den zunächst die aktuellen Partikelgeschwindigkeiten zum Zeitpunkt t n t= D  mit 
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ermittelt und anschließend mit diesen Partikelgeschwindigkeiten die Dehnungen und 
Verzerrungen zum aktuellen Zeitpunkt ( 1/2)t n t= + D  mit 
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bestimmt. Am Ende der Berechnung werden die Dehnungen und Verzerrungen in die 
entsprechenden konstitutiven Gleichungen eingesetzt und die aktuellen Spannungen 
zum Zeitpunkt ( 1/2)t n t= + D  berechnet. Weiterhin gilt zur Gewährleistung der Sta-
bilität des Verfahrens das folgende Zeitschrittkriterium [219]:  

 ( ) ( )Lmin , 2t x y cD £ D D . (3.16) 

3.1.1.3 Gestaffeltes Finite-Differenzen-Verfahren 4. Ordnung  

Für das gestaffelte FD-Verfahren 4. Ordnung nach [129] werden die Differentialopera-
toren 2. Ordnung durch die Approximationen 4. Ordnung ersetzt. Daher kann der Re-
chenablauf des FD-Verfahrens 2. Ordnung übernommen werden, wobei die Grundglei-
chungen entsprechend in 
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umgeschrieben werden können. Hierbei werden die folgenden Differentialoperatoren 
4. Ordnung eingeführt: 
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Die notwendige Zeitintegration kann dann wie bei dem FD-Verfahren 2. Ordnung über 
das „Leap-Frog-Schema“ erfolgen. 

3.1.1.4 Randbedingungen 

Da im Fall eines gestaffelten Berechnungsgitters die betrachteten Feldgrößen nicht alle 
an einem gemeinsamen Knoten definiert sind, führt dies in der Folge dazu, dass auch 
die zur Erfüllung der Randbedingungen erforderlichen Feldgrößen nicht auf einem ge-
meinsamen Rand definiert sind. Um diese Schwierigkeiten zu überwinden, hat sich das 
nachfolgend beschriebene Vorgehen bei den gestaffelten FD-Verfahren etabliert. Hierbei 
wird das physikalische Berechnungsgebiet zunächst um ein künstliches Randgebiet er-
weitert. Anschließend werden die nicht exakt am Rand angeordneten Feldgrößen unter 
Symmetriebetrachtungen in das künstliche Randgebiet übertragen bzw. gespiegelt 
(siehe Abbildung 3.1). Betrachtet man beispielweise den freien Rand des 2-D Gebietes 
in y-Richtung bei 0x =  und setzt man zusätzlich voraus, dass die Normalspannungen 
exakt am Rand angeordnet sind, so kann die Normalspannung xs  hier sofort zu null 
gesetzt werden. Um auch für die um Δx/2 versetzt angeordnete Schubspannung die 
Randbedingung von 0xyt =  am Rand zu erfüllen, wird das physikalische Gebiet um 
Δx/2 erweitert und der Wert für die Schubspannung an dieser Stelle durch antimetrische 
Spiegelung um den Rand erhalten. Somit ergibt sich für die Schubspannung xyt  im 
künstlichen Randbereich 

 ( ) ( )2, 2,xy xyx x y x x yt t=-D =- = +D . (3.22)  

Die ebenfalls um Δx/2 versetzt angeordnete horizontale Geschwindigkeit u  wird in die-
sem Fall über eine symmetrische Spiegelung um den Rand bei 0x =  erhalten, d. h. 

 ( ) ( )2, 2,u x x y u x x y=-D = = +D  . (3.23) 
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Je nach Ordnung des FD-Verfahrens muss der künstliche Randbereich dabei um zu-
sätzliche Knoten erweitert werden. Der physikalische Hintergrund dieser Technik ba-
siert auf dem Grundprinzip der einfallenden und ausfallenden Wellen. Für den Fall, 
dass die Feldgröße am Rand null sein soll, muss die zugehörige Welle außerhalb des 
physikalischen Gebietes (einfallend) also Vorzeichen umgekehrt zur Welle innerhalb 
des Gebietes (ausfallend) laufen, daher antimetrisch. Generell liefert diese Art der Im-
plementierung der Randbedingungen sehr gute und stabile numerische Ergebnisse und 
lässt sich recht einfach implementieren. Das prinzipielle Vorgehen kann dabei auch auf 
andere Randbedingungen (DIRICHLET) und höhere Dimensionen (3-D) übertragen wer-
den. In der Literatur wird diese Methodik auch oft als „Mirror-Technik“ oder „Image-
Methode“ bezeichnet [174].  

3.1.2 Finite-Volumen-Verfahren 

Das Finite-Volumen-Verfahren (FV-Verfahren) ist eine numerische Methode zur Lö-
sung von PDG in Erhaltungsform. Häufige Anwendung findet es in Bereichen der Strö-
mungsmechanik sowie allgemein bei der Behandlung nichtlinearer hyperbolischer Sys-
teme (EULER-Gleichung, BURGERS-Gleichung). Das Verfahren basiert auf einer Zerle-
gung des Berechnungsgebietes W  in eine endliche Anzahl von kleinen Teilvolumen jW  
(finite Volumen) polygoner bzw. polyedrischer Gestalt. Der Vorteil dieses Verfahrens 
liegt in der geometrischen Flexibilität sowie in der Konservierung der grundlegenden 
Erhaltungsgrößen.  

3.1.2.1 Grundlagen 

Ausgehend vom folgenden System aus Erhaltungsgleichungen gemäß Abschnitt 2.3.2 

 ( ),t = ⋅q qF , (3.24) 

mit dem Tensor ( ) [ ( ), ( ), ( )]=q q q qF f g h  und dem Nabla-Operator  lässt sich unter 
Verwendung des GAUSSschen Integralsatzes folgende integrale Darstellung der Erhal-
tungsgleichungen für eine ausgewählte Gitterzelle mit dem Volumen jW  erhalten: 

 ( )=  
j j

d
dV dS

dt
W ¶W

- ⋅ò òq F q n . (3.25) 

Hierbei werden der Zustandsgrößenvektor q  über das Volumen jW  und der Flusstensor 
( )F q  über den zugehörigen Rand i¶W  integriert. Berechnung des Zustandsgrößenvek-

tors q  im integralen Mittel mit 
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und Zeitintegration über das Intervall 1{ },n nt t +  führt auf die Evolutionsgleichung für 
die Mittelwerte eines finiten Volumens 
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Basierend auf dieser Gleichung werden die entsprechenden FV-Verfahren entwickelt. 
Anhand dieser Gleichung wird auch ersichtlich, dass die Zustandsgrößen innerhalb der 
Gitterzelle zu ermitteln sind und der zugehörige Fluss an den Rändern zu bestimmen 
ist. Daher muss der Fluss an den Rändern stets durch eine geeignete Rekonstruktion 
aus den Mittelwerten innerhalb der Zelle bestimmt werden. 

Für den allgemeinen 2-D Fall lautet das System der Erhaltungsgleichungen (3.24): 

 ( ) ( )
t x y

¶ ¶ ¶
= +

¶ ¶ ¶
q q qf g . (3.28) 

Dabei soll zur numerischen Lösung des 2-D Problems (3.28) das in der Abbildung 3.2 
dargestellte Berechnungsgitter eines klassischen FV-Verfahrens mit einer äquidistanten 
Gitterweite x yD = D = D  vorausgesetzt werden. 

2x+D2x-D

2y-D

Freier Rand

Freier Rand

Künstliche 
Randzone

y

x
Finites Volumen

Rand des finiten Volumens

, 1i jq +1, 1i jq - + 1, 1i jq + +

,i jq1,i jq - 1,i jq +
2y+D

 
Abbildung 3.2: 2-D äquidistantes Berechnungsgitter mit freien Rändern im Finite-Volumen-Verfahren. 
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Hierfür erhält man aus der Gleichung (3.28) den folgenden semi-diskreten Ausdruck  

 ( ) ( ),
1 2, 1 2, , 1 2 , 1 2

1i j
i j i j i j i j

d

dt
+ - + -

é ù= - - + -ê úë ûD
q f f g g . (3.29) 

Werden die Zustandsgrößen in jeder Zelle als konstant angenommen, führt dies in einem 
Upwind-Verfahren 1. Ordnung, dem sogenannten GODUNOV-Schema, zu [74] 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),
, 1, , 1,

1i j
i j i j i j i j

d

dt
+ +
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3.1.2.2 Kurganov-Tadmor-Schema 

Mit dem Schema in der Gleichung (3.30) lassen sich FV-Verfahren höherer Ordnung 
entwickeln, welche jedoch nur für ausreichend glatte Probleme sinnvoll und genau sind. 
Denn gerade bei starken Diskontinuitäten und den sogenannten Schockwellen kommt 
es zu ungewöhnlichen Schwingungen an Stellen ausgeprägter Gradienten. Daher wur-
den die sogenannten hochauflösenden „TVD-Methoden“ entwickelt, die ein Überschwin-
gen an den Diskontinuitäten verhindern und die Lösung hoch nichtlinearer Prozesse 
ermöglichen. Die Abkürzung TVD steht hierbei für „Total Variation Diminishing“ und 
gewährleistet unter anderem die Monotonie der Lösung durch die Forderung, dass bei-
spielsweise die „totale Variation“ im 2-D Berechnungsgebiet nach [209]  

 ( ) 1, , , 1 ,
n n n n n

i j i j i j i j
i j

TV + +
é ù= D - + -ê úë ûååq q q q q  (3.31) 

in jedem Zeitschritt das folgende Kriterium  

 ( ) ( )1n nTV TV+ £q q  (3.32) 

erfüllt. Generell basieren diese Verfahren auf einer Extrapolation der Zustandsgrößen 
auf den Rand einer Zelle unter Verwendung der sogenannten „Slope-Limiter-Funktio-
nen“, die die TVD-Eigenschaft der Lösung gewährleisten.  

Betrachtet man die Wellenausbreitung in nichtlinear-elastischen Festkörpern, können 
sich unter bestimmten Voraussetzungen auch Schockwellen entwickeln. Dennoch sind 
solche stark-nichtlinearen Effekte in realen Ultraschallexperimenten an Festkörpern 
nicht zu beobachten, da die vorkommenden Nichtlinearitäten stets sehr klein sind und 
die nichtlineare Lösung somit nicht stark von der linearen Lösung abweicht.  

Dementsprechend werden diese speziellen FV-Verfahren in dieser Arbeit nur zur Simu-
lation starker nichtlinearer Wellenausbreitung verwendet. Hierfür wird das sogenannte 
KURGANOV-TADMOR-Schema (KT-Schema [120]) verwendet, welches auf dem 
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NESSYAHU-TADMOR-Schema [157] basiert und sich insbesondere durch eine geringere 
numerische Dispersion auszeichnet. Das Verfahren ist hiermit den zuvor beschriebenen 
hochauflösenden TVD-Verfahren zuzuordnen und ist ursprünglich ein zentrales Diffe-
renzenschema 2. Ordnung. Im Weiteren soll dieses Verfahren für den semi-diskreten 2-
D Fall kurz erläutert werden. Bezugnehmend auf die Ausgangsgleichung (3.29) ist der 
Fluss über den rechten und den unteren Rand der Zelle folgendermaßen definiert: 
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Hierbei werden die lokalen Ausbreitungsgeschwindigkeiten über den Spektralradius ρ  
der JACOBI-Matrix des jeweiligen Flusses ermittelt 
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Die verwendeten Zwischenwerte ergeben sich hierbei aus den Zustandsgrößen benach-
barter Zellen zu 
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Die Steigungen ,xq  bzw. ,yq  werden unter Verwendung der „Slope-Limiter-Funktionen“ 
berechnet, wie beispielsweise unter Verwendung eines sogenannten „Minmod-Limiters“. 
Dabei erhält man 

 ( ) 1 1 1 1
, minmod , ,

2
i i i i i i

x
i

q q- + - +
æ ö- - - ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç D D Dè ø

q q q q q qq . (3.39) 

Mit dem Parameter q  (1 2q£ £ ) lässt sich die numerische Dispersion des Verfahrens 
regulieren. Die zugehörige „Minmod-Funktion“ ist nach [120] folgendermaßen definiert: 
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Anschließend kann das System der gewöhnlichen Differentialgleichungen z. B. durch 
ein RUNGE-KUTTA-Verfahren 2. Ordnung (siehe Anhang A.4) explizit gelöst werden. 
Hierbei ist die folgende COURANT–FRIEDRICHS–LEWY (CFL)-Stabilitätsbedingung ein-
zuhalten [120] 

 1 2, , 1 2
1

max ,
2

i j i j
t t

+ +

æ öD D ÷ç ÷ £ç ÷ç ÷ç D Dè ø
a b . (3.41) 

3.1.2.3 Randbedingungen 

Für die FV-Verfahren werden in der Regel ähnliche Methoden zur Implementierung 
der Randbedingungen angewendet, wie bereits für die gestaffelten FD-Verfahren (Spie-
gelung um den physikalischen Rand [130]) beschrieben. Hierbei sind aber alle Feldgrö-
ßen an einem gemeinsamen Knoten angeordnet. So ergibt sich beispielsweise für den 
freien Rand bei 0x =  eines 2-D Gebietes in y-Richtung (siehe Abbildung 3.2) der 
folgende Zusammenhang zwischen den Feldgrößen im künstlichen Randbereich 
( /2)x x= -D  und denen innerhalb des physikalischen Rechengebietes ( /2)x x= +D : 
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 (3.43) 

Somit werden hier alle Feldgrößen über die Symmetriebetrachtungen der Randbedin-
gungen definiert. Diese Technik lässt sich auch auf den unverschieblichen Rand über-
tragen bzw. erweitern. Zur Implementierung eines absorbierenden Randes ist es im Fall 
der FV-Verfahren oft ausreichend, die entsprechenden Feldgrößen innerhalb des physi-
kalischen Gebietes über eine konstante Extrapolation [130] in den künstlichen Randbe-
reich zu übertragen.  
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3.1.3 Pseudospektrale Kollokationsmethoden 

Erhöht man stetig die Ordnung eines allgemeinen FD-Verfahrens, so lässt sich in Ab-
hängigkeit der Knotenanzahl bzw. der räumlichen Diskretisierung eine maximale Ord-
nung des Verfahrens definieren. Für diesen Grenzfall bilden sich die Differenzenquoti-
enten (Ableitungen) an einem betrachteten Knotenpunkt aus allen übrigen Funktions-
werten des Gesamtgebietes entlang der betrachteten Ableitungsrichtung. Dieser Grenz-
fall eines „klassischen“ FD-Verfahrens wird üblicherweise als globales Verfahren be-
zeichnet. Im Gegensatz hierzu werden die räumlichen Ableitungen bei den „klassischen“ 
FD-Verfahren niedriger Ordnung ausschließlich aus den benachbarten Knotenwerten 
ermittelt, weshalb diese als lokale Verfahren zu verstehen sind.  

Der Grundgedanke der numerischen Lösung des entsprechenden ARWP bzw. RWP 
unter Verwendung einer globalen Näherungsfunktion über das gesamte Berechnungs-
gebiet bildet den Ausgangspunkt für die Herleitung der (Pseudo-)spektralen-Kollokati-
onsmethoden. Dazu wird unter Verwendung geeigneter orthogonaler Ansatzfunktionen 
die globale Näherungslösung über das Gesamtgebiet eingeführt. Dabei wird gefordert, 
dass die globale Näherungsfunktion die zugrundeliegenden PDG an den ausgewählten 
Punkten des Gesamtgebietes, den sogenannten Kollokationspunkten, exakt erfüllt. Der 
Begriff „spektral“ bezieht sich dabei auf die Transformation des physikalischen Prob-
lems in den spektralen Raum der orthogonalen Basisfunktionen und die Berechnung 
der zugehörigen spektralen Koeffizienten. Als Ansatzfunktionen für periodische Prob-
leme werden dabei üblicherweise trigonometrische Näherungsfunktionen auf Basis einer 
Sinus-, Kosinus- oder FOURIER-Reihenentwicklung verwendet. Zur numerischen Be-
handlung allgemeiner nicht-periodischer Probleme (ARWP bzw. RWP mit wesentli-
chen und natürlichen Randbedingungen) haben sich Verfahren unter Verwendung or-
thogonaler Polynome (LEGENDRE-, LAGUERRE- und CHEBYSHEV-Polynome) etabliert 
[24, 33, 77].  

Die Kollokations-Spektralmethode führt dabei, wie bereits erwähnt, auf ein Verfahren 
das vergleichbar mit einem globalen FD-Verfahren ist. Dabei lässt sich der notwendige 
Prozess der Transformation der PDG in den Spektralraum, Ableitung im Spektralraum 
und anschließende Rücktransformation durch Verwendung einer Differenzenmatrix 
(Ableitungsmatrix) ähnlich dem Vorgehen bei den FD-Verfahren durchführen. Da bei 
der Kollokationsmethode nur die räumlichen Ableitungen im spektralen Raum und die 
restlichen Rechenoperationen im Realraum durchgeführt werden, wird die Kollokati-
ons-Spektralmethode in Abgrenzung zur GALERKIN-Spektralmethode auch als Pseu-
dospektralmethode bzw. pseudospektrale Kollokationsmethode bezeichnet. Generell 
führt eine pseudospektrale Kollokationsmethode [70] auf ein vergleichsweise einfaches 
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numerisches Verfahren, welches insbesondere im Hinblick auf die Implementierungen 
von nichtlinearen und komplexen PDG gewisse Vorteile gegenüber anderen Spektral-
methoden aufweist. Die allgemeinen Stärken der Spektralmethoden im Vergleich zu 
anderen numerischen Verfahren liegen dabei in der typischerweise spektralen bzw. ex-
ponentiellen Konvergenz, der sehr geringen numerischen Dispersion und der guten Auf-
lösung bei grober Diskretisierung. Betrachtet man beispielsweise die FOURIER-Pseu-
dospektralmethode [68, 115-117], für ein ausreichend glattes Problem, so benötigt man 
hier eine Mindestanzahl von „2“ Gitterknoten [49, 71] pro Wellenlänge bzw. bei einer 
CHEBYSHEV-Pseudospektralmethode eine Mindestanzahl von „p „ Gitterknoten pro 
Wellenlänge [76] zur Auflösung des Problems. Dagegen sind für ein „klassisches“ gestaf-
feltes FD-Verfahren 4. Ordnung üblicherweise ca. „5“ Gitterknoten pro (kleinster) Wel-
lenlänge notwendig, um beispielsweise eine Gitterdispersion zu verhindern [129]. Dies 
führt insbesondere bei 3-D Berechnungen zu einer drastischen Reduzierung der Unbe-
kannten und damit zu einem geringeren Arbeitsspeicherbedarf und Rechenaufwand. 

Da die in dieser Arbeit betrachteten ARWP nicht-periodische Randbedingungen und 
teilweise komplexe konstitutive Gleichungen besitzen, wird zur numerischen Berech-
nung die CHEBYSHEV-Pseudospektrale-Kollokationsmethode verwendet. Dabei wird die 
im folgenden Abschnitt beschriebene klassische CHEBYSHEV-Pseudospektrale-Kolloka-
tionsmethode [169, 205, 206] weiterentwickelt bzw. hinsichtlich der konkreten Problem-
stellung und der numerischen Anforderungen modifiziert. Diese modifizierte Methode 
soll im zweiten Teil dieses Abschnittes beschrieben werden. Im weiteren Verlauf der 
Darstellung wird die CHEBYSHEV-Pseudospektrale-Kollokationsmethode verkürzt als 
CHEBYSHEV-Pseudospektrale-Methode (CPS-Methode) bezeichnet.  

3.1.3.1 Chebyshev-Pseudospektrale-Kollokationsmethode 

Die klassische CPS-Methode wurde bereits vor mehreren Jahrzehnten entwickelt und 
seither erfolgreich zur numerischen Lösung zahlreicher dynamischer Probleme im Be-
reich der Ingenieuranwendung, Geologie und Meteorologie angewendet. Hierbei bietet 
sich die Methode aufgrund der spektralen Konvergenz, der hohen Genauigkeit und der 
ausgeprägten parallelen Berechnungsstruktur insbesondere für die numerische Lösung 
3-D Probleme an [36, 207]. Ausgehend von dem grundlegenden ARWP werden die zu-
gehörigen Feldgrößen auf einem nicht-äquidistanten Berechnungsgitter angeordnet und 
berechnet. Hierbei werden die Gitterpunkte durch die zugehörigen GAUSS-LOBATTO-
Punkte  

 cos ,      0, ... , ,i
i

i N
N

p
x

æ ö÷ç ÷= =ç ÷ç ÷çè ø
 (3.44) 
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definiert. Dies führt zu einer feineren bzw. dichteren Anordnung der Gitterpunkte an 
den Rändern des Berechnungsgitters. Hierdurch verhindert man im diskontinuierlichen 
Randbereich, wo die Lösung stark von der glatten Lösung des inneren Gebietes ab-
weicht, ein Auftreten des sogenannten RUNGE-Phänomens [213], welches bei der Ver-
wendung eines äquidistanten Gitters zu unphysikalischen Ausschlägen bzw. Schwin-
gungen in der Nähe der Diskontinuitäten der Lösung führt. Die Abbildung 3.3 zeigt 
das maßgebende 2-D nicht-äquidistante Berechnungsgitter der klassischen CPS-Me-
thode zur Berechnung der elastischen Wellenausbreitung in einem Festkörper. Dabei 
sind alle notwendigen Feldgrößen (Spannungen, Verzerrungen, Partikelgeschwindigkei-
ten) an einem gemeinsamen Knoten angeordnet. 

Gauss-Lobatto-Punkte

, , , , ,

, , ,
x y xy x y xy

u v u v

s s t e e gìïïíïïî


x

y

 
Abbildung 3.3: 2-D nicht-äquidistantes Berechnungsgitter in der klassischen CPS-Methode. 

Die Lösung der Feldgrößen f̂  im Berechnungsgebiet 1 1x- £ £  wird durch eine Reihe 
von CHEBYSHEV-Polynomen approximiert, d. h.  

 ( ) ( )
0

ˆ
N

k k
k

f a Tx x
=

= å . (3.45) 

Die räumliche Ableitung der Feldgrößen ergibt sich dann über die Ableitung der 
CHEBYSHEV-Polynome im transformierten Raum  
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Hierbei sind die CHEBYSHEV-Polynome kT  durch  

 ( ) ( )( )1cos  coskT kx x-=  (3.47) 
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definiert. Somit stellt die Reihe der CHEBYSHEV-Polynome (3.45) eine koordinaten-
transformierte Variante der Kosinus-Reihenentwicklung dar. Wodurch die räumlichen 
Ableitungen ähnlich der FOURIER-Pseudospektralmethode auch sehr effizient über die 
schnelle FOURIER-Transformation (FFT, siehe Anhang A.2) berechnet werden können. 
Wie bei den FD-Verfahren, lassen sich die räumlichen Ableitungen auf dem zugehörigen 
finiten nicht-äquidistanten Berechnungsgitter durch 

 ( ) ( ), GL ,ˆ ˆ ,     0, ... ,  i if if Nx x x= =⋅D  (3.48) 

direkt über eine Matrizenmultiplikation der Differenzenmatrix GLD  mit dem zugehöri-
gen Knotenvektor der Feldgrößen ( )ˆ ˆ

if x=f  erhalten. Die zugehörige CHEBYSHEV-Dif-
ferenzenmatrix für eine GAUSS-LOBATTO-Verteilung lautet nach [24] 
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mit 0 2Nc c= =  und sonst 1i jc c= =  . Betrachtet man ein 2-D ARWP nach Abschnitt 
2.3.2 auf dem quadratischen Einheitsgebiet ( , ) [1, 1] [1, 1]x h Î - ´ -  und setzt voraus, dass 
die Knotenanzahl in beiden Koordinatenrichtungen gleich ist ( )x yN N N= = , so resul-
tiert hieraus die folgende semi-diskrete Form: 

 ( )T1
0 x GL GL xy

t
- æ ö¶ ÷ç= + ÷ç ÷çè ø¶

u D Dρ σ τ , (3.50) 

 ( )T1
0 xy GL GL y

t
- æ ö¶ ÷ç= + ÷ç ÷çè ø¶

v D Dρ τ σ , (3.51) 
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,  ,  y xyx

GL GL GL GL
t t t

¶ ¶¶
= = = +

¶ ¶ ¶
   u D D v v D D uε γε . (3.52) 

Hierbei werden die räumlichen Ableitungen in x- und y-Richtung durch den entspre-
chenden CHEBYSHEV-Differentialoperator (3.49) ersetzt. Anschließend lassen sich die 
gewöhnlichen Differentialgleichungen mit einem geeigneten Zeitintegrationsverfahren 
lösen. In der Literatur werden dabei für die klassische CPS-Methode unter anderem 
RUNGE-KUTTA (RK)-Verfahren höherer Ordnung empfohlen [33, 34]. In dieser Arbeit 
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wird speziell das sogenannte „Strong-Stability-Preserving (SSP)“-RK-Verfahren 3. Ord-
nung [96] (siehe Anhang A.4) eingesetzt, welches insbesondere für nichtlineare Prob-
leme geeignet ist. Schließlich müssen in jedem Zeitschritt die aktuellen Spannungen aus 
den aktuellen Dehnungen und Verzerrungen unter Verwendung der zugehörigen Mate-
rialgesetze berechnet werden (vgl. Abschnitt 3.1.1). 

Aufgrund der feinen Diskretisierung an den Rändern des Berechnungsgebietes ergibt 
sich für ein explizites Zeitintegrationsverfahren in der Regel ein sehr strenges Stabili-
tätskriterium. Der gewählte Zeitschritt muss dabei die folgende Bedingung  

 ( )2t O N -D =  (3.53) 

erfüllen. Daher wird üblicherweise das nicht-äquidistante Berechnungsgitter, welches 
über die GAUSS-LOBATTO-Punkte definiert ist, durch die Verwendung geeigneter Trans-
formationsfunktionen (Mapping-Funktionen) zu einem „eher äquidistanten“ Gitter 
transformiert. In der Literatur werden zahlreiche Transformationsfunktionen vorge-
schlagen. In dieser Arbeit wird dabei die folgende Transformationsfunktion  

 ( ) ( )
( )

arcsin
,

arcsin
g

ax
y x a

a
= =  (3.54) 

nach [114] gewählt. Hierbei werden die ursprünglichen Koordinaten x  der GAUSS-
LOBATTO-Knotenverteilung auf die neue Koordinate y  transformiert. Der Parameter 
a  steuert hierbei das Maß der Verzerrung bezogen auf die ursprüngliche Verteilung. 
So bedeutet 1a   ein nahezu äquidistantes Gitter. Die räumlichen Ableitungen nach 
der neuen Koordinate y  ergeben sich dann durch die Verwendung der Kettenregel 
gemäß 

 
1ˆ ˆdf dg df

d d dy x x

-æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
. (3.55) 

Daher muss zur Ableitung nach der neuen Koordinate y  der entsprechende 
CHEBYSHEV-Differentialoperator lediglich mit dem Kehrwert der Ableitung der gewähl-
ten Transformationsfunktion multipliziert werden. Dies führt zu einem verbesserten 
Zeitschrittkriterium  

 ( )1t O N -D = . (3.56) 

In dieser Arbeit wird für alle numerischen Berechnungen mittels der CPS-Methoden 
ein Wert von 0,93a =  für die Transformationsfunktionen (3.54) verwendet. Dies stellt 
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einen guten Kompromiss zwischen der Genauigkeit der Lösung und der benötigten Re-
chenzeit dar. 

3.1.3.2 Modifizierte Chebyshev-Pseudospektrale-Kollokationsmethode 

Zur Verbesserung der Stabilität und zur Ausnutzung der Vorteile eines gestaffelten 
Verfahrens wurde die im vorigen Abschnitt erläuterte klassische CPS-Methode hin-
sichtlich der Anordnung der Feldgrößen im Rechengebiet modifiziert. Die folgenden 
Erläuterungen beziehen sich dabei auf den allgemeinen 2-D Fall und sind im Vorgehen 
an die in den Abschnitten 3.1.1.2 und 3.1.1.3 behandelten gestaffelten FD-Verfahren 
angelehnt. 

Um die Feldgrößen des ARWP versetzt im Berechnungsgebiet anzuordnen, müssen hier 
zwei Berechnungsgitter verwendet werden. Dabei ist das erste Berechnungsgitter über 
die GAUSS-LOBATTO-Punkte durch die Gleichung (3.44) und das zweite Berechnungs-
gitter über die GAUSS-Punkte [103] 

 1/2
2 1
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i N
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æ ö+ ÷ç ÷= = -ç ÷ç ÷çè ø
  (3.57) 

definiert. Die Abbildung 3.4 zeigt hierzu das 2-D nicht-äquidistante und gestaffelte 
Berechnungsgitter der modifizierten CPS-Methode. Dabei sind die Normalspannungen, 
die Schubspannungen und die Partikelgeschwindigkeiten über die GAUSS-LOBATTO- 
und GAUSS-Knotenverteilung versetzt angeordnet. 
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Abbildung 3.4: 2-D nicht-äquidistantes gestaffeltes Berechnungsgitter der modifizierten CPS-Methode. 

Anschließend werden unter Anwendung der CHEBYSHEV-Polynome die Differenzenmat-
rizen für die beiden Knotenverteilungen hergeleitet. Hierbei erhält man für die GAUSS- 
LOBATTO-Knotenverteilung die Differenzenmatrix GLD  (3.49) und für die GAUSS-Kno-
tenverteilung die folgende Differenzenmatrix [24] 
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Zur Interpolation bzw. Übertragung der Feldgrößen zwischen den beiden versetzt an-
geordneten Gittern werden auf Basis der CHEBYSHEV-Polynome die Interpolationsmat-
rizen ijI  für die GAUSS-LOBATTO-Knotenverteilung und die GAUSS-Knotenverteilung 
hergeleitet und sie lauten [24, 103]:  
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Betrachtet man das 2-D elastodynamische Problem auf dem quadratischen Einheitsge-
biet ( , ) [1, 1] [1, 1]x h Î - ´ - , wie im Abschnitt 3.1.3.1 bereits vorgestellt, und setzt wie-
derrum voraus, dass die Anzahl der Knoten in beiden Koordinatenrichtungen gleich ist 
( )x yN N N= = , so resultiert hieraus die folgende semi-diskrete Form der Grundglei-
chungen: 
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Zur Verbesserung des Stabilitätskriteriums kann bei der hier vorgestellten gestaffelten 
CPS-Methode ebenfalls die im Abschnitt 3.1.3.1 behandelte Methode unter Verwen-
dung einer Transformationsfunktion verwendet werden. Hierbei ist folglich die Koordi-
natentransformation auf beide Gitter anzuwenden. Zur endgültigen Lösung der semi-
diskreten Grundgleichungen (3.60)-(3.61) bietet es sich an, das bereits für die FD-Ver-
fahren vorgestellte gestaffelte „Leap-Frog-Zeitintegrationsschema“ einzusetzen. 

3.1.4 Convolutional Perfectly Matched Layers (CPML) 

Zur numerischen Simulation der Wellenausbreitung in unberandeten Medien ist es häu-
fig zweckmäßig, die sogenannten absorbierenden bzw. nicht-reflektierenden Ränder zu 
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verwenden. Neben den numerischen Implementierungstechniken, die auf der Betrach-
tung der charakteristischen Variablen [35, 67] des Systems basieren, gibt es hierüber 
zahlreiche weitere Verfahren, die auf der Einführung eines absorbierenden künstlichen 
Randbereichs basieren. Hierbei wird in der Regel versucht die aus dem physikalischen 
Gebiet einfallende Welle im absorbierenden Randbereich in der Weise zu dämpfen, dass 
die Amplitude stetig verkleinert und gleichzeitig möglichst nicht reflektiert wird.  

Die Technik der „Perfectly Matched Layers (PML)“ [14, 88] wurde ursprünglich zur 
Lösung elektromagnetischer Wellenausbreitungsprobleme entwickelt und dann auch 
auf akustische und elastodynamische Probleme erweitert. Das Verfahren zeichnet sich 
dabei durch die hohe Stabilität und die gute Absorption bei vergleichsweise geringer 
Reflexion aus. Weiterhin lässt es sich auch auf allgemeine anisotrope und komplexe 
Materialgesetze anwenden. Eine Weiterentwicklung bzw. modifizierte Variante dieser 
Technik sind die sogenannten „Convolutional Perfectly Matched Layers (CPML)“ 
[21, 57, 175]. Im Vergleich zu der konventionellen PML-Technik zeichnet sich die 
CPML-Technik insbesondere durch ein verbessertes Absorptionsvermögen für flach ein-
fallende Körperwellen, Oberflächenwellen und Langzeitsignale aus [135, 136, 175]. Wei-
terhin basiert die Implementierung der CPML auf der ursprünglichen Formulierung 
des elastodynamischen Problems, wodurch sich die Methode leicht in bestehende nu-
merische Lösungsverfahren integrieren lässt [135]. Zum grundlegenden Verständnis der 
Implementierung der CPML-Technik zeigt die Abbildung 3.5 ein 3-D physikalisches 
Berechnungsgebiet, welches zur Absorption der an den Rändern auftreffenden Wellen-
feldern von CPML-Schichten umrandet ist.  

Physikalisches
Berechnungsgebiety

z
x

CPML

CPML

C
P

M
L

C
P

M
L

*

Künstlicher
Randbereich

Akustisches
Wellenfeld

xlD xlDxl

0x 0x

yl

ylD

ylD

0y

0y

 
Abbildung 3.5: 3-D physikalisches Berechnungsgebiet umrandet von CPML-Schichten zur Simulation 
der Wellenausbreitung in einem unendlich ausgedehnten 3-D Körper. 
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Im Folgenden sollen für den allgemeinen 2-D isotropen Fall die grundlegenden Glei-
chungen dargestellt werden. Hierbei werden die Bewegungsgleichungen und die kine-
matischen Beziehungen wie folgt modifiziert [135]: 
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Die in den Gleichungen (3.62) und (3.63) verwendeten Hilfsvariablen A H-ψ  (Memory-
Variablen) sind dabei durch die folgenden Gleichungen zu ermitteln [135]: 
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mit ,  , , x y x y x y=d s k  und ,  , ,x y x y x y+=b d a . Die hierbei verwendeten Parameter ,x ya , ,x yk  
und ,x ys  ergeben sich beispielsweise für eine CPML-Schicht in x-Richtung zu 
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mit max  2 fa p= , max L 1 2
1[ (1   ) log( )] / (2 )xs c n n R l-= + + D⋅  und max 0k =  (keine akustische 

Evaneszenz [135]). Hierbei definiert 0x  den Ursprung der CPML-Schicht in x-Richtung 
und xlD   die entsprechende Schichtdicke. Weiterhin ist f die wesentliche Anregungs-
frequenz und R der gewünschte Reflexionsgrad. Hierbei ist zu beachten, dass die auf-
gestellten Grundgleichungen nur für die künstlichen CPML-Schichten gelten und in-
nerhalb des eigentlichen physikalischen Rechengebietes die Grundgleichungen des ur-
sprünglichen ARWP anzuwenden sind, also , , 0x y x y= =d b . 
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Für alle Berechnungen in dieser Arbeit werden die zur Implementierung der CPML 
notwendigen Parameter als 

 6
1 2 310 ,  2,  0,  3,  

8
x

x
l

R n n n l-= = = = D =  (3.66) 

gewählt. Hierbei ist die Schichtdicke der CPML um den Faktor 8 kleiner als die Länge 

xl  des physikalischen Berechnungsgebietes in x-Richtung gewählt. Dieses Verhältnis 
zwischen der Schichtdicke der CPML und der Länge des jeweiligen physikalischen Be-
rechnungsgebietes wird auch für die 2-D und 3-D numerischen Untersuchungen in y- 
und z-Richtungen verwendet. 

3.1.5 Verifikation und Vergleich der numerischen Verfahren  

In diesem Abschnitt sollen die zuvor beschriebenen numerischen Verfahren durch den 
Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den entsprechenden analytischen Lösungen 
für ausgewählte elastodynamische Probleme verifiziert werden. Weiterhin sollen die 
Verfahren hinsichtlich der Konvergenz, der Stabilität, der benötigten Rechenzeit und 
der Genauigkeit vergleichend beurteilt werden. Insbesondere soll hierbei die Eignung 
der Verfahren zur numerischen Simulation nichtlinearer Wellenausbreitungsprobleme 
untersucht werden. Hierfür werden die beiden gestaffelten FD-Verfahren (siehe Ab-
schnitte 3.1.1.2 und 3.1.1.3), das KT-Schema (siehe Abschnitt 3.1.2.2), und die klassi-
sche und die modifizierte CPS-Methode (siehe Abschnitte 3.1.3.1 und 3.1.3.2) mit der 
Software MATLAB implementiert. Die numerischen Simulationen sowie die zugehöri-
gen Vergleiche werden zunächst für den 1-D Fall durchgeführt und anschließend auf 
den 2-D und 3-D Fall erweitert. Für die in diesem Abschnitt durchgeführten Berech-
nungen werden die Materialparameter entsprechend einem typischen Betonwerkstoff 
ausgewählt. Zur Implementierung der wesentlichen bzw. natürlichen Randbedingungen 
(siehe Abschnitt 2.4.1) wird für das KT-Schema die Methode aus dem Abschnitt 3.1.2.3 
und für die beiden gestaffelten FD-Verfahren 2. und 4. Ordnung die „Mirror-Technik“ 
(siehe Abschnitt 3.1.1.4) verwendet. Weiterhin werden die entsprechenden Randbedin-
gungen für die klassische CPS-Methode durch die sogenannten charakteristischen 
Randbedingungen nach [35] und für die modifizierte CPS-Methode durch eine direkte 
Implementierung berücksichtigt. Die absorbierenden Randbedingungen werden für das 
KT-Schema ebenfalls durch die Methodik aus dem Abschnitt 3.1.2.3 (konstante Extra-
polation [130]) implementiert und für alle anderen Verfahren durch die Verwendung 
von den CPML realisiert. Zur Wahl der CPML-Parameter sei hier nochmals auf die 
Gleichung (3.66) verwiesen.  
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Für die nachfolgenden numerischen Berechnungen und Vergleiche dient das folgende 
CFL-Kriterium  

 ( )min
min

L

,   min , ,
C

t x y z
c

⋅ D
D = D = D D D . (3.67) 

zur Bestimmung des entsprechenden Zeitschrittes tD . Hierbei wird C als dimensions-
lose COURANT-Zahl oder CFL-Zahl und minD  als minimale Schrittweite des Berech-
nungsgitters verwendet. 

3.1.5.1 1-D lineare und nichtlineare Wellenausbreitungsprobleme 

Für die in diesem Abschnitt durchgeführte numerische Untersuchung wird das in der 
Abbildung 3.6 dargestellte 1-D Problem eines in x-Richtung halb-unendlich ausgedehn-
ten Gebietes betrachtet, welches zeitabhängig aus der Ruhelage in longitudinaler Rich-
tung erregt wird. Hierfür wird die horizontale Partikelgeschwindigkeit u  am linken 
Rand durch die zeitabhängige Funktion ( )S t  vorgegeben: 

 ( ) ( )0,u x t A S t= = ⋅ , (3.68) 

 ( ) ( ) ( )Sig Sig
Sig

1
sin 2 1 cos 2

2

t
S t f t H T t

T
p p

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç= ⋅ - ⋅ -ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø
. (3.69) 

Hierbei ist A die Signalamplitude, Sigf  die Erregerfrequenz (Signalfrequenz) und SigT  
die Signaldauer. Weiterhin ist ( )H   die HEAVISIDE-Funktion. Wie in der Abbildung 3.6 
dargestellt, hat das betrachtete physikalische Gebiet eine Länge xl  und soll im Zeitin-
tervall zwischen 0t =  bis gest T=  untersucht werden. In der Tabelle 3.1 sind die hier-
für verwendeten Material- und Simulationsparameter angegeben.  

Tabelle 3.1: Material- und Simulationsparameter zur numerischen Untersuchung der 1-D longitudina-
len Wellenausbreitung. 

0r  l  m  xl  A Sigf  SigT  gesT  

[kg/m³] [GPa] [GPa] [m] [m/s] [MHz] [μs] [μs] 

2350 9,75 15 0,10 1,00 0,5 16 48 

 

Nachfolgend soll das elastodynamische Problem aus der Abbildung 3.6 für den linear-
elastischen sowie für den quadratisch nichtlinear-elastischen Fall numerisch behandelt 
werden. 
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Abbildung 3.6: 1-D longitudinale Wellenausbreitung in einem halb-unendlichen Gebiet. 

Lineare Wellenausbreitungsprobleme 

Zunächst wird der Sonderfall eines rein linear-elastischen Körpers untersucht und dabei 
die numerische Lösung für die Partikelgeschwindigkeit u  am Ende des physikalischen 
Berechnungsgebietes bei xx l=  mit der zugehörigen analytischen Lösung verglichen. 
Hierfür wird das folgende 1-D linear-elastische Materialgesetz 

 ( )2x x xMs e l m e= = +  (3.70) 

angewendet. Um zunächst die Stabilität der einzelnen numerischen Verfahren zu un-
tersuchen und den Einfluss des Zeitschrittes tD  auf die Genauigkeit der numerischen 
Lösung zu beurteilen, werden verschiedene Simulationen unter Änderung der 
COURANT-Zahl C (Verfeinerung des Zeitschrittes tD ) durchgeführt und der relative 

2L -Fehler2 
2Ld , bezogen auf die exakte Lösung, ausgewertet. Hierbei wird individuell 

für jedes numerische Verfahren die Knotenanzahl N so gewählt, dass das lineare Wel-
lenausbreitungsproblem aufgelöst werden kann (notwendige Knotenanzahl pro Wellen-
länge). Grundsätzlich benötigen die Verfahren niedriger Ordnung hier eine höhere Kno-
tenanzahl N pro Wellenlänge (siehe Abschnitt 3.1.3). 

In der Abbildung 3.7 ist beispielhaft die numerische Lösung der modifizierten CPS-
Methode mit einer Knotenanzahl 64N =  und einer COURANT-Zahl 0,5C =  sowie die 
entsprechende analytische Lösung des Zeitsignals der Partikelgeschwindigkeit an der 
Stelle xx l=  dargestellt. Beachtet man, dass in diesem Fall die maximale Gitterbreite 
des nicht-äquidistanten Berechnungsgitters bei max  2,209 mmxD »  und die Wellen-
länge des sinusförmigen Signals bei L L   8,225  mm/c fl = »   liegt, so ergibt sich hier für 
die modifizierte CPS-Methode bereits bei ca. 3,72 Knoten pro Wellenlänge eine sehr 
hohe Genauigkeit der numerischen Lösung mit einem relativen 2L -Fehler von 

2   0, 885%Ld » . 

 
2 Definition des relativen 2L -Fehlers: 

2

2 2

2 2
ˆ ˆL i i
q q q q q qd = - = -å å  mit der exakten Lösung 

q  und der numerischen Näherungslösung q̂ . 
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Abbildung 3.7: Mittels modifizierter CPS-Methode berechnete numerische Lösung ( 64, 0,5)N C= =  
für die 1-D linear-elastische Wellenausbreitung der Partikelgeschwindigkeit u  bei xx l=  und zugehörige 
exakte Lösung.  

Betrachtet man die Ergebnisse der Stabilitätsuntersuchung in der Abbildung 3.8, so 
stellt man fest, dass alle numerischen Methoden aufgrund des expliziten Intergrations-
schemas einen kritischen Zeitschritt krittD  aufweisen, ab dem die numerische Lösung 
instabil wird. Nach Erreichen der zugehörigen kritischen COURANT-Zahl kritC  wurde 
die numerische Berechnung abgebrochen.  

 
Abbildung 3.8: Relativer 2L -Fehler 

2Ld  der numerischen Lösung  für die Partikelgeschwindigkeit u  
bei xx l=  in Abhängigkeit der COURANT-Zahl C für unterschiedliche Methoden und Knotenanzahlen N 
(1-D lineare Wellenausbreitung). 
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Die kritischen COURANT-Zahlen kritC  sind für die verwendeten Verfahren in der Tabelle 
3.2 zusammengetragen. Für die FD-Verfahren und das KT-Schema erkennt man, dass 
der kritische Zeitschritt hier gut mit dem Stabilitätskriterium nach der Gleichung (3.16) 
übereinstimmt. Die höhere COURANT-Zahl für die CPS-Methoden ergeben sich aus der 
nicht-äquidistanten räumlichen Diskretisierung und der Verfeinerung der Schrittweite 
xD  am Rand des Rechengebietes. Bezieht man hier das Stabilitätskriterium auf die 

maximale Schrittweite (in der Mitte des Rechengebietes) ergeben sich hier ähnliche 
kritische COURANT-Zahlen kritC  wie bei den anderen numerischen Verfahren. 

Tabelle 3.2: Kritische COURANT-Zahlen kritC  für unterschiedliche numerische Methoden. 

 FD-Verfahren 
2. Ordnung 

FD-Verfahren 
4. Ordnung 

KT-Schema CPS- 
Methode

Mod. CPS-
Methode 

kritC  0,77 0,67 0,77 2,00 1,43 

 

Außerdem lässt sich aus der Abbildung 3.8 ablesen, dass insbesondere für die CPS-
Methoden und das FD-Verfahren 4. Ordnung die Genauigkeit der Näherungslösung 
stark mit sinkender COURANT-Zahl C zunimmt. Da die (räumliche) Ordnung der Ver-
fahren selbst (vierter bzw. spektraler Ordnung) in diesen Fällen die Ordnung der ver-
wendeten Zeitintegrationsverfahren (2. Ordnung) übersteigt, muss der Zeitschritt we-
sentlich kleiner gewählt werden, um die maximal mögliche Genauigkeit des Verfahrens 
zu erreichen bzw. die Ordnung des Zeitintegrationsverfahrens zu erhöhen. Schließlich 
zeigt die Abbildung 3.8, dass ab einem Fehler von ca. 

2
0, 001%Ld »  die Genauigkeit 

der Lösung stagniert. Hier kann vermutet werden, dass insbesondere die verwendeten 
CPML-Schichten Reflektionen erzeugen, welche eine Genauigkeitssteigerung in der nu-
merischen Lösung beschränken.  

Um anschließend das Konvergenzverhalten der numerischen Verfahren genauer zu un-
tersuchen, wird die numerische Lösung der Partikelgeschwindigkeit u  an der Stelle 

xx l=  hinsichtlich des relativen 2L -Fehlers für eine unterschiedliche Anzahl von Kno-
ten ausgewertet. Das Ergebnis dieser Untersuchung ist in der Abbildung 3.9 dargestellt. 
Zur Beurteilung des Zeitschritteinflusses auf das Konvergenzverhalten werden pro Ver-
fahren jeweils zwei unterschiedliche COURANT-Zahlen C verwendet. Die Simulation bei 
einer COURANT-Zahl von 1 2C =  stellt dabei eine Berechnung nahe am Stabilitäts-
kriterium der jeweiligen Methode dar und die Simulation bei 0,05C =  steht stellver-
tretend für eine sehr feine zeitliche Diskretisierung.  
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Abbildung 3.9: Relativer 2L -Fehler 

2Ld  der numerischen Lösung  für die Partikelgeschwindigkeit u  
bei xx l=  in Abhängigkeit der Knotenanzahl N mit unterschiedlichen Methoden und COURANT-Zahlen 
C (1-D lineare Wellenausbreitung). 

Das in dieser Arbeit verwendete KT-Schema konvergiert unabhängig vom gewählten 
Zeitschritt nur sehr langsam gegen die exakte Lösung (siehe Abbildung 3.9). Das FD-
Verfahren gleicher Ordnung zeigt ein deutlich besseres Konvergenzverhalten für beide 
COURANT-Zahlen. Für das FD-Verfahren 4. Ordnung hängt das Konvergenzverhalten 
stark von der zeitlichen Diskretisierung ab. So erhält man für eine COURANT-Zahl von 

1/ 2C =  ein Konvergenzverhalten vergleichbar mit dem des FD-Verfahrens 2. Ord-
nung, da in diesem Fall die Konvergenz von der niedrigeren Ordnung des Zeitintegra-
tionsverfahrens bestimmt wird. Wählt man jedoch die COURANT-Zahl mit 0,05C = , 
so entspricht das Konvergenzverhalten einem FD-Verfahren 4. Ordnung. Die klassische 
und die modifizierte CPS-Methode zeigen dabei insbesondere für eine COURANT-Zahl 

0,05C =  die typische spektrale Konvergenz. Setzt man hier beispielsweise eine Abwei-
chung der numerischen Lösung von der exakten Lösung von ca. 1% als ausreichend 
genau an, so ergibt sich für die beiden pseudospektralen Methoden eine notwendige 
Knotenanzahl von ca. 64N = , für das FD-Verfahren 2. und 4. Ordnung 256N =  und 

1024N = , und zuletzt für das KT-Schema 8192N = . Dies zeigt sehr deutlich den 
großen Vorteil der spektralen Methoden im Hinblick auf die benötigte Knotenanzahl 
und somit die Anzahl an Unbekannten in der numerischen Berechnung. Diese Eigen-
schaft ist gerade bei 3-D Berechnungen von großer Bedeutung mit Blick auf die Spei-
cherplatznutzung und die benötigte Rechenzeit. 
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Um an dieser Stelle einen praxistauglichen Rechenzeitvergleich zwischen den einzelnen 
Verfahren durchzuführen, werden die obengenannten minimalen Knotenanzahlen eines 
jeden Verfahrens ausgewählt und eine Feinabstimmung über die Wahl der zugehörigen 
COURANT-Zahlen durchgeführt. Das Ergebnis dieses Rechenzeitvergleichs ist in der Ab-
bildung 3.10 dargestellt. Da die ermittelten relativen 2L -Fehler 

2Ld  für alle numerischen 
Verfahren auf gleichem Niveau bei ca. 

2
1, 0 %Ld »  liegen ist die Vergleichbarkeit der 

Rechenzeiten hier gewährleistet. Zunächst zeigen sich die großen Unterschiede bei den 
Rechenzeiten Rt  der einzelnen Verfahren. Die Rechenzeiten Rt  werden dabei maßgeb-
lich durch die zur Erzielung der Genauigkeitsanforderungen notwendigen Knotenan-
zahlen N und den damit verbundenen Rechenaufwand bestimmt. Die modifizierte CPS-
Methode weist hierbei die geringste Rechenzeit von R 1 mst »  auf. Im Vergleich hierzu 
liegt die Rechenzeit für die klassische CPS-Methode aufgrund der geringeren COURANT-
Zahl von 0,28C =  etwa doppelt so hoch. Die beiden FD-Verfahren weisen Rechenzei-
ten auf gleichem Niveau auf, die deutlich über den Rechenzeiten der CPS-Methoden 
liegen (Faktor 10). Der Vorteil der Verwendung eines FD-Verfahrens 4. Ordnung im 
Vergleich zu dem FD-Verfahren 2. Ordnung ist also nicht im Zusammenhang mit der 
Rechenzeit zu sehen, sondern eher im Hinblick auf die Speicherplatznutzung, da hier 
eine deutlich geringere Knotenanzahl N bei gleicher Genauigkeit benötigt wird. Das 
KT-Schema übersteigt die Rechenzeiten der übrigen Verfahren mit R 5 st »  erheblich. 

 

Abbildung 3.10: Rechenzeiten Rt  der unterschiedlichen numerischen Methoden bei einem relativen 

2L -Fehler von 
2 1, 0 %Ld »  (1-D lineare Wellenausbreitung). 
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Nichtlineare Wellenausbreitung 

Um die Verifikation für den nichtlinearen Fall zu zeigen, wird an dieser Stelle die 1-D 
Wellenausbreitung in einem quadratisch nichtlinear-elastischen Körper (siehe Ab-
schnitt 2.2.2.1) durch die entsprechenden numerischen Verfahren simuliert und an-
schließend mit der analytischen Störungslösung (in Anlehnung an [211]) verglichen. 
Hierbei wird in den konstitutiven Gleichungen auf die Berücksichtigung der geomet-
risch nichtlinearen Anteile verzichtet. Somit ergibt sich aus der allgemeinen Gleichung 
(2.19) die 1-D nichtlinear-elastische konstitutive Gleichung in x-Richtung zu 

 ( )2 2 2
NL NLx x x x x x xM M M M Ms e e e e e be= + + += = . (3.71) 

Die Problemstellung und die gewählten Simulations- und Materialparameter entspre-
chen dabei der linear-elastischen Untersuchung aus dem letzten Abschnitt. Weiterhin 
wird der Nichtlinearitätsparameter als 4b =  gewählt. Entsprechend werden die MUR-

NAGHAN-Konstanten unter Berücksichtigung von der Gleichung (2.82) durch 
 5 39 GPal l= =  und  4 60 GPam m= =  definiert. Da die nichtlinearen Effekte für den 

hier betrachteten Fall sehr klein sind, wird zunächst eine Untersuchung im Frequenz-
bereich durchgeführt. Hierfür wird das Zeitsignal der Partikelgeschwindigkeit u  an der 
Stelle xx l=  über die FFT ins zugehörige Frequenzspektrum transformiert (siehe An-
hang A.2). Anschließend wird die charakteristische Amplitude der 2. Harmonischen im 
Frequenzspektrum der numerischen Lösung mit der analytischen Lösung der 2. Har-
monischen-Amplitude verglichen.  

Um einen Eindruck zur Größenordnung der hier untersuchten 2. Harmonischen zu er-
halten, ist in der Abbildung 3.11 für alle Verfahren das Frequenzspektrum der nume-
rischen Lösung und die zugehörige analytische Lösung für die Partikelgeschwindigkeit 
u  an der Stelle xx l=  dargestellt. Hierbei wurden die Knotenanzahl N und die 
COURANT-Zahl C der einzelnen numerischen Methoden unter Betrachtung der Konver-
genzuntersuchung für den linear-elastischen Fall gewählt. In der Abbildung 3.11 ist 
dabei deutlich die 2. Harmonische bei einer Frequenz von 1,0 MHzf»  und die 3. Har-
monische bei einer Frequenz von 1,5 MHzf»  zu erkennen. Die zugehörige Amplitude 
der 2. Harmonischen ist um ca. 30 dB kleiner gegenüber der Fundamentalamplitude 
bei Sig 0,5 MHzf f= = . Diese Darstellung zeigt zum einen, dass alle numerische Ver-
fahren qualitativ eine gute Übereinstimmung mit der analytischen Lösung aufweisen, 
und zum anderen wird an dieser Stelle deutlich, dass für die folgenden Untersuchungen 
im Frequenzbereich sehr kleine nichtlineare Effekte betrachtet und analysiert werden. 
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Abbildung 3.11: Frequenzspektrum der numerischen Lösung für die 1-D nichtlinear-elastische Wellen-
ausbreitung der Partikelgeschwindigkeit u  bei xx l= . 

Die Abbildung 3.12 zeigt das Ergebnis der Konvergenzuntersuchung des 1-D quadra-
tisch nichtlinear-elastischen Problems. Es kann festgestellt werden, dass alle Verfahren 
gegen die analytische Lösung konvergieren. Grundsätzlich ergibt sich hier das gleiche 
Konvergenzverhalten wie für den linear-elastischen Fall (vgl. Abbildung 3.9). Dabei ist 
zu erkennen, dass die beiden CPS-Methoden bereits mit 128 Knoten sehr genaue Lö-
sungen liefern. 

 
Abbildung 3.12: Relativer 2L -Fehler 

2Ld  der numerischen Lösung  für die 2. Harmonische-Amplitude 
der Partikelgeschwindigkeit u  bei xx l=  in Abhängigkeit der Knotenanzahl N mit unterschiedliche 
Methoden und COURANT-Zahlen C (1-D nichtlineare Wellenausbreitung). 
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Weiterhin fällt bei der Betrachtung von Abbildung 3.12 auf, dass die CPS-Methoden 
und das FD-Verfahren 4. Ordnung ab einem relativen 2L -Fehler von 

2
310Ld -»  stag-

nieren und sich nicht weiter verbessern. Dies ist sicherlich vor dem Hintergrund zu 
sehen, dass der hier untersuchte Fehler sich bereits auf eine sehr kleine Kenngröße im 
Signal bezieht. Weiterhin muss hierbei berücksichtigt werden, dass Einflüsse aus der 
FFT selbst das Ergebnis beeinflussen können und dass die analytische Lösung selbst 
keine exakte Lösung im üblichen Sinne darstellt, sondern auf den Näherungsannahmen 
der Störungstheorie basiert.  

Wie bereits erwähnt, sind die bei vielen realen Ultraschallexperimenten vorkommenden 
nichtlinearen Effekte in der Regel sehr klein. Daher können diese lediglich im Frequenz-
spektrum des empfangenen Zeitsignals detektiert werden. Dennoch kann es für die the-
oretischen Untersuchungen und in Sonderfällen notwendig sein, auch starke nichtline-
are Effekte zu analysieren bzw. zu simulieren. In solchen Fällen werden die elastischen 
Wellen während der Ausbreitung derart durch die nichtlinearen Effekte verzerrt, dass 
sich Schockwellen und Diskontinuitäten entwickeln können. Dies führt bei den konven-
tionellen numerischen Verfahren zu Stabilitätsproblemen, da die Lösung im Berech-
nungsgebiet stark von einer glatten Funktion abweicht und zudem eine starke lokale 
Variation der Ausbreitungsgeschwindigkeit vorliegt. Diese numerischen Schwierigkeiten 
bei der Simulation stark nichtlinearer Prozesse sind insbesondere bei den spektralen 
Methoden ausgeprägt, da in diesem Fall die hohe Ordnung der Verfahren zu den bereits 
erläuterten unphysikalischen RUNGE-Schwingungen [213] nahe den Diskontinuitäten 
der Lösung führt.  

Um diesen Sachverhalt zu veranschaulichen, werden mittels der modifizierten CPS-
Methode und dem KT-Schema numerische Berechnungen für drei betragsmäßig unter-
schiedliche NLP b  durchgeführt. Die Knotenanzahl wird für das KT-Schema mit 

8192N =  sehr hoch gewählt, um eine nahezu exakte Vergleichslösung zu erhalten. Die 
Abbildung 3.13 zeigt dazu das zugehörige Zeitsignal der Partikelgeschwindigkeit u  bei 

xx l=  für die drei ausgewählten NLP. Man erkennt einerseits, dass die Lösung für 
einen niedrigen NLP mit 30b =  richtig wiedergegeben wird und mit der Referenzlö-
sung aus dem KT-Schema übereinstimmt, aber andererseits die bei einem hohen NLP 
( 60b =  bzw. 120b = ) entstehende Schockwelle von der modifizierten CPS-Methode 
nicht mehr korrekt beschrieben werden kann. Das KT-Verfahren hingegen kann die 
zunehmende „Aufsteilung“ der Welle auch für hohe NLP bis zum Erreichen eines „Sä-
gezahnprofils“ korrekt wiedergeben.  
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Abbildung 3.13: Mittels modifizierter CPS-Methode und KT-Schema berechnete numerische Lösung 
der 1-D nichtlinearen Wellenausbreitung der Partikelgeschwindigkeit u  bei xx l=  für unterschiedliche 
Nichtlinearitätsparameter b . 

Die Schockwelle wird also mit dem KT-Schema richtig approximiert und es entstehen 
keine unphysikalischen Schwingungen in der Nähe der Diskontinuitäten. Ähnliche Un-
tersuchungen wurden im Zuge dieser Arbeit auch für die anderen numerischen Verfah-
ren durchgeführt und auch diese konnten die entstehenden Schockwellen nicht mehr 
richtig beschreiben und sind daher für die Simulation hochgradig nichtlinearer Prob-
leme ungeeignet. 

3.1.5.2 2-D Wellenausbreitungsprobleme in einer linear-elastischen 
Halbebene  

Da im letzten Abschnitt für den 1-D Fall bereits eine Untersuchung der wesentlichen 
Eigenschaften der numerischen Verfahren (Stabilität, Konvergenz und Genauigkeit) 
durchgeführt wurde und die hieraus abgeleiteten Schlussfolgerungen in ähnlicher Weise 
auf den 2-D Fall übertragen werden können, steht in diesem Abschnitt in besonderem 
Maße die benötigte Rechenzeit der jeweiligen Verfahren im Vordergrund und wird ver-
gleichend analysiert. Da im 2-D Fall keine exakte Lösung für die nichtlineare 
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Wellenausbreitung existiert (mit der Ausnahme des Sonderfalls einer ebenen Wellen-
ausbreitung, vergleichbar mit dem 1-D Fall), werden die Verifikation und der Vergleich 
hier auf den linear-elastischen Fall beschränkt.  

Im Folgenden wird das in den Abbildungen 3.14 und 3.15 dargestellte ARWP einer 2-
D linear-elastischen Halbebene unter Einwirkung einer zeitveränderlichen Punkterre-
gung, nach Gleichung (3.69), am freien Rand des 2-D Gebietes bei 0x =  und 0y =  
(sogenanntes 2-D LAMB-Problem) betrachtet.  
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Abbildung 3.14: Prinzipskizze des Berechnungsgebie-
tes einer 2-D elastischen Halbebene unter einer punkt-
förmigen Erregung.  

 Abbildung 3.15: Elastischer Halbraum un-
ter Einwirkung einer Linienlast in x-Rich-
tung.  

Dabei werden die Abmessungen aus dem 1-D Fall auf das zugehörige 2-D Gebiet in 
beiden Richtungen übertragen und die maßgebenden Material- und Simulationspara-
meter bis auf die Signalamplitude A  und die Gesamtzeit gesT (hier: ges 64 sT m= ) aus 
der Tabelle 3.1 übernommen. Außerdem wird hier ein quadratisches Gebiet mit x yl l=  
untersucht.  

Die zugehörigen konstitutiven Gleichungen für den entsprechenden ebenen Verzer-
rungszustand in der x-y-Ebene lauten 

 ( ) ( )2 ,  2 ,  x x y y y x xy xys l m e le s l m e le t mg= + + = + + = . (3.72) 

Die 2-D elastische Halbebene soll sich zum Zeitpunkt 0t =  in Ruhe befinden und 
kräftefrei sein, daher ergeben sich die Anfangsbedingungen aller Feldgrößen zu 
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 ( ), , 0 0q x y t = = . (3.73) 

Die Randbedingungen des freien Randes bei 0x =  sind unter Verwendung der Signal-
funktion ( )S t  nach der Gleichung (3.69) wie folgt definiert: 

 
( ) ( ) ( )
( )

0, , ,

0, , 0.

x

xy

x y t Q S t y

x y t

s d

t

= = - ⋅ ⋅

= =
 (3.74) 

Dabei ist ( )d   die DIRAC-Delta-Funktion. Weiterhin ist die Punktlast bzw. Linienlast 
mit 410Q =  N/m festgelegt. Für alle numerischen Berechnungen und Verfahren wird 
die Knotenanzahl in beiden Koordinatenrichtungen gleich gewählt, d. h. .x yN N N= =  

Zur numerischen Simulation des freien Randes werden für die beiden FD-Verfahren die 
„Mirror-Technik“ (Abschnitt 3.1.1.4), für das KT-Schema die Methode nach Abschnitt 
3.1.2.3 und für die klassische CPS-Methode die Methode unter Verwendung der cha-
rakteristischen Randbedingungen [35] verwendet. Des Weiteren wird für die modifi-
zierte CPS-Methode eine direkte Berücksichtigung der zugehörigen Randbedingungen 
des freien Randes gewählt, wobei die nicht direkt am Rand angeordneten Spannungs-
größen unter Verwendung der Interpolationsmatrizen aus Abschnitt 3.1.3.2 auf diesen 
übertragen werden. Die absorbierenden Ränder des 2-D Rechengebietes werden für alle 
Verfahren bis auf das KT-Schema (konstante Extrapolation) mittels der CPML-Tech-
nik realisiert mit den Parametern nach der Gleichung (3.66). 

Zur Bestimmung der exakten Referenzlösung wird das „2-D LAMB-Problem“ [122] unter 
Verwendung der „CAGNIARD-DE HOOP-Methode“ [29, 51] gelöst. Für eine ausführliche 
Herleitung hierzu sei auf [1, 138] verwiesen. Zur Bestimmung der Lösung des Problems 
wird eine Faltung des Verschiebungsfeldes T( , , ) [ ( , , ), ( , , )]u vx y t h x y t h x y t=h  infolge einer 
vertikalen Impulsanregung am freien Rand (ursprüngliches 2-D LAMB-Problem) mit 
dem Anregungssignal ( )S t  durchgeführt, d. h. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,x y t S t x y t S x y t dt t t
¥

-¥

= * = ⋅ -òu h h . (3.75)  

Somit stellt T( , , ) [ ( , , ), ( , , )]x y t u x y t v x y t=u  das resultierende 2-D Verschiebungsfeld der 
elastischen Halbebene infolge der zeitabhängigen Anregung ( )S t  dar. In analoger Weise 
wird das zugehörige Geschwindigkeitsfeld aus der Impulsantwort durch 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,x y t S t x y t S x y t dt t t
¥

-¥

= * = ⋅ -ò u h h , (3.76) 
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bestimmt. Hierbei wird das Faltungstheorem der Impulsantwort ( , , )x y th  mit der Sig-
nalfunktionsableitung ( ) ( )/S t S t t= ¶ ¶  ausgewertet. 

Zur Veranschaulichung der 2-D Wellenausbreitung in der elastischen Halbebene sowie 
zur Verdeutlichung der idealen absorbierenden Eigenschaften der CPML, ist in der 
Abbildung 3.16 für drei unterschiedliche Zeitpunkte die mittels der modifizierten CPS-
Methode berechnete Lösung für die Partikelgeschwindigkeitsbeträge 2 2u v= + u  im 
2-D Berechnungsgebiet dargestellt. Zusätzlich ist in der Abbildung 3.17 die zugehörige 
analytische Lösung des resultierenden Geschwindigkeitsfeldes für die drei ausgewählten 
Zeitpunkte als Vergleich angegeben. Man erkennt dabei qualitativ eine gute Überein-
stimmung zwischen der numerischen Lösung und der analytischen Referenzlösung. 

 
Abbildung 3.16: Numerische Lösung der 2-D linearen Wellenausbreitung des Partikelgeschwindigkeits-
betrages | |u  in der elastischen Halbebene zu verschiedenen Zeitpunkten t (modifizierte CPS-Methode, 
Knotenanzahl 2

ges 128N = , COURANT-Zahl 0,5C = ). 

 
Abbildung 3.17: Analytische Lösung der 2-D linearen Wellenausbreitung des Partikelgeschwindigkeits-
betrages | |u  in der elastischen Halbebene zu verschiedenen Zeitpunkten t. 

Das Ziel der folgenden Untersuchung ist es, die Rechenzeit bzw. den Rechenaufwand 
der hier verwendeten numerischen Verfahren zu evaluieren. Um hierbei einen sinnvollen 
Vergleich durchzuführen, wird die Knotenanzahl so gewählt, dass die jeweiligen nume-
rischen Verfahren eine ähnliche Genauigkeit in Bezug auf die analytische Lösung errei-
chen. Hierfür wird ein relativer Fehler von ca. 1% als Beispiel gewählt. Für die an-
schließende Untersuchung wird das Zeitsignal der horizontalen Partikelgeschwindigkeit 
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u  in der Mitte des physikalischen Betrachtungsgebietes an der Stelle /2xx l=  und 
0y =  ausgewertet. Weiterhin wird an dieser Stelle überprüft, welches zusätzliche Leis-

tungspotential eine GPU3-basierte Berechnung bietet. Hierzu werden neben den kon-
ventionellen CPU4-basierten auch GPU-basierte Implementierungen der hier verwen-
deten numerischen Verfahren vorgenommen. Insbesondere wird dabei auf speziell für 
die GPU-Berechnung optimierte MATLAB-Befehle zurückgegriffen, welche wiederum 
auf einer vom Hersteller NVIDIA entwickelten Programmiertechnik (CUDA5) zur pa-
rallelen Berechnungsstruktur basieren.  

In der Abbildung 3.18 ist das mittels der modifizierten CPS-Methode berechnete Zeit-
signal der horizontalen Partikelgeschwindigkeit u  und die zugehörige analytische Lö-
sung angegeben. Hierbei wird eine Gesamtknotenanzahl von 2 2

ges 128N N= =  und eine 
COURANT-Zahl von 0,5C =  verwendet. Es kann festgestellt werden, dass die numeri-
sche Lösung sehr gut mit der analytischen Lösung übereinstimmt. Weiterhin erkennt 
man in der Abbildung 3.18 am Ende des Wellenbandes die bereits stark abgeklungenen 
RAYLEIGH-Wellen, die zeitlich versetzt zur longitudinalen Körperwelle ankommen.  

 
Abbildung 3.18: Mittels modifizierter CPS-Methode 2

ges( 128 , 0,5)N C= =  berechnete numerische Lö-
sung für die 2-D linear-elastische Wellenausbreitung der horizontalen Partikelgeschwindigkeit u  bei 

2, 0xx l y= =  und zugehörige exakte Lösung.  

In den folgenden Abbildungen 3.19 und 3.20 sind die relativen 2L -Fehler und die be-
nötigten Rechenzeiten Rt  für die entsprechenden numerischen Verfahren logarithmisch 
angetragen. Zusätzlich ist die verwendete Knotenanzahl gesN  für jedes Verfahren in 

 
3 GPU: Graphics Processing Unit (Grafikprozessor) 
4 CPU: Central Processing Unit (Hauptprozessor) 
5 CUDA: Compute Unified Device Architecture 
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Klammern mit angegeben. Für alle Berechnungen wurde dabei eine COURANT-Zahl von 
0,5C =  zur Gewährleistung der Stabilität der numerischen Simulationen verwendet.  

Betrachtet man in der Abbildung 3.19 zunächst die Ergebnisse der Rechengenauigkeit 
(relativer 2L -Fehler), so zeigt sich, dass alle Verfahren bis auf das KT-Schema den 
angestrebten Wert des relativen Fehlers von 1% erreichen bzw. unterschreiten. Somit 
ist eine gute Vergleichbarkeit der Verfahren hinsichtlich der Rechenzeit gegeben. Wei-
terhin fällt an dieser Stelle auf, dass die GPU-basierten numerischen Verfahren generell 
einen größeren Fehler bei den Berechnungen aufweisen. Eine wesentliche Ursache hier-
für ist die Tatsache, dass für die GPU-basierten Implementierungen die Rechenvariab-
len anstatt mit der üblichen doppelten Genauigkeit (Double Precision, 64 Bit) mit 
einfacher Genauigkeit (Single Precision, 32 Bit) behandelt werden. Dieses Vorgehen ist 
in diesem Fall zweckmäßig, da die hier verwendete Grafikkarte „NVIDIA Ge-
Force GTX 1080“ (8GB Arbeitsspeicher, 2560 CUDA-Kerne) auf einer Berechnungs-
struktur aufbaut, die hinsichtlich der einfachen Genauigkeit optimiert ist. Somit lässt 
sich hierüber gerade die benötigte Rechenzeit gegenüber einer Implementierung mit 
doppelter Genauigkeit deutlich reduzieren. Grundsätzlich ist mit Blick auf insbesondere 
3-D Berechnungen abzuwägen, ob eine doppelte Genauigkeit für das zu berechnende 
Problem notwendig ist oder ob man zu Gunsten des Arbeitsspeicherbedarfs eine einfa-
che Genauigkeit vorzieht. 

 
Abbildung 3.19: Vergleich des relativen 2L -Fehlers für die unterschiedlichen Verfahren/Implementie-
rungen mit der entsprechenden Knotenanzahl gesN (2-D linear-elastische Wellenausbreitung). 

Untersucht man im Weiteren die Rechenzeit (siehe Abbildung 3.20), dann kann man 
feststellen, dass im vorliegenden Fall das KT-Schema ca. 100- bzw. 300-mal länger für 
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die gleiche Berechnung benötigt. Für die beiden CPS-Methoden und das FD-Verfahren 
4. Ordnung braucht man geringe Rechenzeiten von 10 bis 30 s. Hierbei ist im Wesent-
lichen die geringere Knotenanzahl ausschlaggebend. Die CPU-basierte Variante des 
FD-Verfahrens 2. Ordnung benötigt bei 2

ges 1024N =  im Vergleich ca. 10- bis 30-mal 
länger für die gleiche Berechnung. Es fällt weiterhin auf, dass die Verfahren niedriger 
Ordnung aufgrund der Größe des Gleichungssystems mit beispielsweise 2

ges 1024N =  
Knoten deutlich von einer GPU-basierten Implementierung profitieren. Für die Ver-
fahren höherer Ordnung ist dagegen in diesem Fall die CPU-Berechnung sogar etwas 
schneller als die entsprechende GPU-Variante.  

 
Abbildung 3.20: Vergleich der Rechenzeit Rt  für die unterschiedlichen Verfahren/Implementierungen 
unter Vorgabe eines relativen 2L -Fehlers der numerischen Lösung von 

2
210Ld -£  (2-D linear-elastische 

Wellenausbreitung). 

Um den Einfluss der Größe des Gleichungssystems bzw. der Anzahl der unbekannten 
Feldgrößen noch einmal zu illustrieren, ist in der Abbildung 3.21 die benötigte Rechen-
zeit Rt  in Abhängigkeit von der Knotenanzahl gesN  für die CPU-basierte sowie für die 
GPU-basierte Variante der modifizierten CPS-Methode dargestellt. Hierbei erkennt 
man, dass die CPU-basierte Variante für eine geringe Knotenanzahl deutlich schneller 
ist, aber mit zunehmender Knotenanzahl zwischen 2

ges 128N =  und 2
ges 256N =  Kno-

ten die beiden Varianten vergleichbar sind. Ab diesem Punkt nimmt die Rechenzeit 
der CPU-Variante deutlich zu, wobei der Anstieg der GPU-Variante deutlich geringer 
ausfällt.  
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Abbildung 3.21: Vergleich der Rechenzeit Rt  für die CPU-basierte und die GPU-basierte Variante der 
modifizierten CPS-Methode in Abhängigkeit von der Knotenanzahl gesN  (2-D linear-elastische Wellen-
ausbreitung). 

3.1.5.3 3-D Wellenausbreitungsprobleme in einem linear-elastischen 
Halbraum 

Zuletzt wird eine Verifikation für den 3-D linear-elastischen Fall durchgeführt. Betrach-
tet wird dabei das 3-D LAMB-Problem entsprechend den Abbildungen 3.22 und 3.23.  
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Abbildung 3.22: Prinzipskizze des Berechnungs-
gebietes eines 3-D elastischen Halbraumes unter ei-
ner punktförmigen Erregung. 

 Abbildung 3.23: Elastischer Halbraum unter 
Einwirkung einer zeitabhängigen Punktlast in 
x-Richtung. 
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Hierbei wird ein 3-D linear-elastischer Halbraum unter Einwirkung einer zeitabhängi-
gen Punkterregung nach Gleichung (3.69) am Koordinatenursprung ( 0)x y z= = =  
der freien Oberfläche untersucht. Dabei sind die Abmessungen sowie Material- und 
Simulationsparameter aus dem 2-D Fall übernommen. In Anlehnung an das zuvor be-
trachtete 2-D Problem wird ein würfelförmiger 3-D Körper mit x y zl l l= =  und 

128x y zN N N N= = = =  untersucht. Die zugehörigen 3-D konstitutiven Gleichungen 
sind dabei durch die Gleichung (2.9) bzw. (2.11) für einen linear-elastischen Festkörper 
gegeben. Die Randbedingungen an der freien Oberfläche sind unter Verwendung der 
Signalfunktion ( )S t  nach der Gleichung (3.69) wie folgt definiert: 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

0, , , ,

0, , , 0,

0, , , 0.

x

xy

xz

x y z t F S t y z

x y z t

x y z t

s d d

t

t

= =- ⋅ ⋅ ⋅

= =

= =

 (3.77) 

Dabei ist der Betrag der Punktlast als 410  NF =  gewählt. Da im weiteren Verlauf 
dieser Arbeit ausschließlich die modifizierte CPS-Methode zur 3-D Berechnung verwen-
det wird, bezieht sich die im Folgenden durchgeführte Verifikation nur auf diese nume-
rische Methode, wobei hier ihre CPU- und GPU-Varianten untersucht werden. Das für 
diese numerische Simulation verwendete gestaffelte 3-D Berechnungsgitter und die An-
ordnung der maßgebenden Feldgrößen sind in der Abbildung 3.24 dargestellt.  
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Abbildung 3.24: 3-D gestaffeltes Berechnungsgitter und die Anordnung der Feldgrößen für die modi-
fizierte CPS-Methode.  

Zur Bestimmung der exakten Referenzlösung werden die in [2, 98, 102] vorgestellten 
Lösungen für das Verschiebungsfeld T( , , , ) [ ( , , , ), ( , , , ), ( , , , )]u v wx y z t g x y z t g x y z t g x y z t=g  
infolge einer sprunghaft aufgebrachten Vertikallast auf der freien Oberfläche des 3-
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D Halbraums verwendet. Um die entsprechende Lösung für die zeitabhängige Erregung 
( )S t  zu erhalten, wird das Faltungstheorem der Verschiebungsantwort ( , , , )x y z tg  und 

der Ableitung des Zeitsignals ( )S t  gemäß  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,x y z t S t x y z t S x y z t dt t t
¥

-¥

= * = ⋅ -ò u g g  (3.78)  

ausgewertet. Somit stellt T( , , , ) [ ( , , , ), ( , , , ), ( , , , )]x y z t u x y z t v x y z t w x y z t=u  das resultie-
rende 3-D Verschiebungsfeld des elastischen Halbraums infolge der zeitabhängigen Er-
regung ( )S t  dar. In gleicher Weise wird das zugehörige Geschwindigkeitsfeld  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,x y z t S t x y z t S x y z t dt t t
¥

-¥

= * = ⋅ -ò u g g  (3.79) 

aus der Sprungantwort ( , , , )x y z tg  bestimmt. Indem eine Faltung der Sprungantwort 
mit der zweifachen Ableitung des Zeitsignals 2 2( ) ( )/S t S t t= ¶ ¶  durchgeführt wird. 

Zum grundlegenden Verständnis der Wellenausbreitung im 3-D linear-elastischen Halb-
raum ist in der Abbildung 3.25 für drei unterschiedliche Zeitpunkte die mittels der 
modifizierten CPS-Methode berechnete Lösung für die Partikelgeschwindigkeitsbeträge 

2 2 2u v w= + +  u  in der x-y-Ebene bei 0z =  dargestellt. Zusätzlich ist in der Abbil-
dung 3.26 die zugehörige analytische Vergleichslösung gegeben. Wie für den 2-D Fall 
(siehe Abschnitt 3.1.5.2) zeigt sich hier eine gute Übereinstimmung zwischen der nu-
merischen Lösung und der analytischen Referenzlösung. 

In der Abbildung 3.27 ist das Zeitsignal der horizontalen Partikelgeschwindigkeit u  an 
dem Punkt ( /2, 0, 0)xP x l y z= = =  innerhalb des physikalischen Betrachtungsraumes 
dargestellt. Auch hier wird die sehr gute Übereinstimmung mit der analytischen Ver-
gleichslösung deutlich. Der große Unterschied in der Amplitude der horizontalen Par-
tikelgeschwindigkeit u  für den 2-D und 3-D Fall ergibt sich aus der Tatsache, dass im 
2-D Fall eine Linienlast Q und im 3-D Fall eine Punktlast F vorgegeben ist, wobei die 
Höhe der beiden Amplituden gleichgewählt wurde. Die Abbildung 3.27 präsentiert da-
bei das Ergebnis der GPU-basierten Berechnung mit einem relativen 2L -Fehler von 

2
0,147 %Ld =  und einer Rechenzeit von R  614,10 st » . Für die CPU-basierte Berech-

nung liegt der relative 2L - Fehler bei 
2

0, 052 %Ld =  und die benötigte Rechenzeit bei 

R   6830,90 st » . Auf der einen Seite führt die CPU-basierte Berechnung zu einem 3-mal 
geringeren Fehler gegenüber der GPU-basierten Berechnung, und auf der anderen Seite 
erhöht sich aber gleichzeitig die Rechenzeit um das Zehnfache. Aufgrund des bereits 
sehr niedrigen Fehlers in beiden Berechnungen wird daher die geringere Rechenzeit bei 
der Auswahl der geeigneten numerischen Methode maßgebend sein. 
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Abbildung 3.25: Numerische Lösung der 3-D linearen Wellenausbreitung des Partikelgeschwindigkeits-
betrages | |u  in der x-y-Ebene bei 0z =  zu verschiedenen Zeitpunkten t (modifizierte CPS-Methode, 
Knotenanzahl 3

ges 128N = , COURANT-Zahl 0,5C = ).  

 
Abbildung 3.26: Analytische Lösung der 3-D linearen Wellenausbreitung des Partikelgeschwindigkeits-
betrages | |u  in der x-y-Ebene bei 0z =  zu verschiedenen Zeitpunkten t. 

 
Abbildung 3.27: Mittels modifizierter CPS-Methode 3

ges( 128 , 0,5)N C= =  berechnete numerische Lö-
sung für die 3-D linear-elastische Wellenausbreitung der horizontalen Partikelgeschwindigkeit u  bei 

2, 0, 0xx l y z= = =  und zugehörige exakte Lösung. 

Abschließend lässt sich zusammenfassen, dass die implementierte modifizierte CPS-
Methode ein sehr stabiles und effizientes Verfahren zur numerischen Simulation der 
Wellenausbreitungsprobleme ist. Insbesondere die GPU-basierte Variante zeichnet sich 
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dabei durch eine geringe Rechenzeit für höherdimensionale Probleme aus. Weiterhin 
kann festgestellt werden, dass die CPS-Methode trotz der spektralen Ordnung für die 
üblichen nichtlinear-elastischen Berechnungen, in denen die nichtlineare Lösung nicht 
stark von der linearen Lösung abweicht, sehr gut geeignet ist. In Sonderfällen (z. B. bei 
Schockwellen) versagen diese Verfahren jedoch und es muss auf andere Verfahren wie 
das KT-Schema zurückgegriffen werden, welche jedoch mit einem immensen Zuwachs 
in der Rechenzeit verbunden sind. Jedoch zeigt sich auch hierbei, dass eine GPU-ba-
sierte Berechnung die Rechenzeit im betrachteten Beispiel um den Faktor 30 reduzieren 
kann. Aufgrund der zuvor diskutierten Vorteile der CPS-Methode hinsichtlich der Re-
chenzeit, Konvergenz und Genauigkeit wird für die folgenden numerischen Untersu-
chungen zur nichtlinearen Wellenausbreitung im nächsten Kapitel nur diese Methode 
verwendet.  

3.2 Experimentelle Methoden 

Die zuvor betrachtete Wellenausbreitung in einem elastischen Festkörper ist nur ein 
Spezialfall der allgemeinen Wellenausbreitung in einem elastischen Kontinuum. Grund-
sätzlich lässt sich die Ausbreitung mechanischer Wellen in Flüssigkeiten und Gasen in 
ähnlicher Weise behandeln. Voraussetzung dieser sogenannten Schallausbreitung ist 
hierbei ein elastisches Übertragungsmedium. Hiermit unterscheiden sich diese Wellen 
grundsätzlich von den elektromagnetischen Wellen und den Gravitationswellen, welche 
sich auch im Vakuum ausbreiten. Für die technische Anwendung ist es oftmals sinnvoll 
den Schall hinsichtlich des zugehörigen Frequenzbereiches zu unterteilen. Von beson-
derer Relevanz ist hierbei der Frequenzbereich oberhalb der Hörschwelle des menschli-
chen Gehörs. Dieser Bereich wird allgemein als Ultraschall bezeichnet und bezieht sich 
auf einen Frequenzbereich zwischen 20 kHz bis 1 GHz. Unterhalb einer Frequenz von 
500 kHz wird auch häufig von niederfrequentem Ultraschall gesprochen.  

In der Bildgebung, der Navigation und der Ortung werden heutzutage Ultraschall-
basierte Methoden in vielfältiger Weise erfolgreich eingesetzt. Die Anwendung reicht 
hier von der Medizintechnik, der Automobiltechnik bis hin zur Sonartechnik. Daneben 
haben sich insbesondere im Bereich der zerstörungsfreien Materialprüfung vielfältige 
Ultraschallverfahren etabliert, welche gerade im Hinblick auf die Qualitätskontrolle und 
Schädigungsüberwachung bzw. Zustandsüberwachung von Bauwerken eine immer 
wichtigere Bedeutung erfahren.  
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Neben den bildgebenden Ultraschallverfahren, welche die akustischen Effekte der Re-
flexion, Brechung, Beugung und Streuung ausnutzen, um ein Abbild der inneren Struk-
tur zu erhalten, lässt sich über die ultraschalltechnische Beurteilung der elastischen 
bzw. akustischen Eigenschaften (Elastizitätsmodul, Schubmodul, Wellengeschwindig-
keit, akustische Dämpfung) eines Materials dessen Strukturaufbau und Schädigungszu-
stand gut beurteilen. In dieser Arbeit soll diese letztere Aufgabe verfolgt werden. 

3.2.1 Sender und Empfänger der Ultraschalltechnik 

Zur Erzeugung und zum Empfang von Ultraschallwellen in realen Strukturen existieren 
je nach Anwendung und zu prüfendem Material unterschiedliche Schallwandler und 
Sensoren. Am häufigsten werden dabei piezoelektrische Ultraschallprüfköpfe eingesetzt. 
Diese nutzen den piezoelektrischen Effekt, welcher bewirkt, dass sich spezielle Piezokris-
talle (Piezokeramiken) durch die angelegte elektrische Spannung elastisch verformen 
(indirekter piezoelektrischer Effekt) bzw. bei mechanischer Beanspruchung selbst eine 
elektrische Spannung erzeugen (direkter piezoelektrischer Effekt). Hiermit lässt sich ein 
elektrisches Signal in ein mechanisches Ultraschallsignal umwandeln und umgekehrt. 
Die Fähigkeit des piezoelektrischen Wandlers bzw. Sensors ein Ultraschallsignal mit 
der gewünschten Prüffrequenz zu erzeugen bzw. zu empfangen hängt dabei maßgeblich 
von ihrer Geometrie ab. So besitzt jeder Prüfkopf bzw. piezoelektrische Wandler eine 
charakteristische Resonanzfrequenz (auch Mittenfrequenz genannt), bei der die Schwin-
gungsamplitude maximal ist und somit der akustische Wirkungsgrad am größten ist. 
Mit zunehmender Distanz zu dieser Resonanzfrequenz nimmt der akustische Wirkungs-
grad stark ab. Um den technisch nutzbaren Frequenzbereich zu vergrößern, werden 
kommerziell erhältliche Ultraschallprüfköpfe zusätzlich mit einer Dämpfungsschicht 
ausgeführt. Diese bewirkt, dass die Schwingung des Wandlers schneller abklingt. Ein 
stark gedämpfter Prüfkopf hat dabei einen breiten Nutzfrequenzbereich und wird daher 
auch als breitbandiger Prüfkopf bezeichnet. Dagegen erzeugt ein nahezu ungedämpfter 
Prüfkopf ein schmalbandiges Signal um die Resonanzfrequenz. Neben Kristallen, wie 
z. B. Quarz 2(SiO )  und Turmalin, welche auf natürliche Weise piezoelektrische Effekte 
aufweisen, werden heutzutage überwiegend Sinterkeramiken wie Bleizirkonat-Titanat 
(PZT), Bariumtitanat 3(BaTiO ) , Lithiumsulfat 4(LiSO )  und Bleimetaniobat 

2 6(PbNb O )  als Piezowandler eingesetzt. Aufgrund der hohen akustischen Impedanzun-
terschiede zwischen Luft und Festkörper wird zur sogenannten Kontaktprüfung zwi-
schen Prüfkopfoberfläche und dem zu prüfenden Material ein Koppelmittel aufgetragen. 
Die Notwendigkeit zur Verwendung eines Koppelmittels stellt mit Blick auf die Repro-
duzierbarkeit und Automatisierung der Ultraschallprüfung immer eine Herausforde-
rung, wenn nicht sogar ein Problem, dar. Daher wurden in den letzten Jahrzehnten 
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leistungsfähige luftgekoppelte Ultraschallprüfköpfe entwickelt, welche spezielle Anpas-
sungsschichten aufweisen und kein Koppelmittel erfordern. Darüber hinaus existieren 
Laser-Ultraschallverfahren. Die Erzeugung von Ultraschallwellen basiert hierbei maß-
geblich auf einem thermoelastischen Zusammenhang. Hierbei führt die durch einen in-
tensiven Laserimpuls eingebrachte Wärme im Prüfstück zu einer elastischen Verfor-
mung bzw. mechanischen Ultraschallwelle. Zur optischen Detektion von Ultraschall-
wellen stehen heutzutage kommerziell erhältliche Messgeräte, wie Laservibrometer bzw. 
Laserinterferometer, zur Verfügung. Für metallische Werkstoffe können neben den be-
reits beschriebenen Verfahren auch elektromagnetische Wandler und Sensoren 
(Electromagnetic Acoustic Transducer, EMAT) oder auch kapazitative Verfahren ein-
gesetzt werden. 

3.2.2 Anordnung von Sender und Empfänger 

In der Ultraschalltechnik ist die Anordnung der Prüfköpfe von grundlegender Bedeu-
tung. In der Ultraschallprüfung mittels Körperwellen (reine Longitudinalwellen bzw. 
Transversalwellen) unterscheidet man grundsätzlich die Impuls-Echo Methode und die 
Durchschallungsmethode (siehe Abbildung 3.28). In der ersten Methode wird ein „Ein-
kopfbetrieb“ durchgeführt. Hierbei sendet der „Sender/Empfänger-Prüfkopf“ (SE-Prüf-
kopf) ein Ultraschallsignal in das Prüfstück, an einer Grenzfläche/ Berandung des zu 
prüfenden Materials erfolgt dann die Reflexion und die Erzeugung eines Echos, welches 
wieder vom SE-Prüfkopf empfangen wird. Hiermit lässt sich anhand der empfangenen 
Echos beispielsweise ein Bild der inneren Gefügestruktur rekonstruieren bzw. generie-
ren. Dabei ist grundsätzlich zu beachten, dass Defekte mit einer Abmessung unterhalb 
der Wellenlänge des Ultraschallsignals messtechnisch nicht mehr auflösbar sind. Somit 
muss für eine bessere Auflösung sehr kleiner Defekte die Wellenlänge verringert und 
damit die zugehörige Frequenz erhöht werden. Die Durchschallungsmethode wird im 
„Zweikopfbetrieb“ durchgeführt. Hierbei erzeugt der Sender-Prüfkopf ein Ultraschall-
signal im Probekörper, welches auf der gegenüberliegenden Bauteilseite von einem 
Empfänger-Prüfkopf empfangen wird. Diese Methode basiert maßgeblich auf der Trans-
mission elastischer Wellen. Der Nachtteil dieser Methode ist, dass ein beidseitiger Zu-
gang zum Prüfkörper gewährleistet sein muss, was in realen Bauwerken oftmals nur 
schwer zu realisieren ist. Jedoch ist für stark schallabsorbierende Materialien wie Beton 
und Kunststoff oftmals nur die Durchschallungsmethode zweckmäßig. Große Bedeu-
tung für die zerstörungsfreie Prüfung haben auch Verfahren unter Verwendung von 
Oberflächenwellen oder geführten Wellen. Hierbei werden spezielle Winkelprüfköpfe 
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oder Keile eingesetzt, um die Wellen auf der Grundlage des akustischen Brechungsge-
setzes im Festkörper zu erzeugen und zu empfangen. 

D

t

x

Impuls-Echo 
(Reflexion)

Sender/
Empfänger

(SE)

t

x

D

Durchschallung 
(Transmission)

Empfänger Empfänger

Sender Sender

Sender/
Empfänger

(SE)

 
Abbildung 3.28: Prüfkopfanordnung bei der Ultraschalltechnik. 

3.2.3 Lineare Ultraschallverfahren  

Die lineare Ultraschalltechnik gehört mittlerweile im Ingenieurwesen zu einer sehr ver-
breiteten und bewährten Standardmethode zur zerstörungsfreien Prüfung von elasti-
schen Strukturen. Hiermit lassen sich die mechanischen Eigenschaften und Gefü-
gestrukturen darstellen und beschreiben. Insbesondere sind die nachfolgend beschriebe-
nen Methoden hervorzuheben, die sich in der praktischen Anwendung etabliert haben. 

3.2.3.1 Impakt-Echo-Verfahren 

Anfang der 1980er Jahre entwickelte das „National Bureau of Standards“ (NBS) als 
Folge zunehmender Schädigungsfälle an Betontragwerken ein zerstörungsfreies Prü-
fungsverfahren, um dem globalen Versagen bzw. Ausfall eines Bauwerks frühzeitig ent-
gegenzuwirken. Dieses sogenannte Impakt-Echo-Verfahren ist mittlerweile ein Stan-
dardverfahren zur Schädigungsbeurteilung und zur Bauteildickenmessung von Beton-
konstruktionen und kann als Vorreiter der zerstörungsfreien Prüfung mittels Ultra-
schallwellen im Bauwesen betrachtet werden. Bei diesem Verfahren wird das Bauteil 
durch einen mechanischen Impuls an der Oberfläche angeregt. Die hierbei in das Ma-
terial ausgesendeten elastischen Wellen werden an den Grenzflächen, makroskopischen 
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Rissen oder den Rändern des Bauteils reflektiert und von einem Sensor (piezoelektri-
scher Aufnehmer) an der Bauteiloberfläche empfangen (siehe Abbildung 3.29). Das 
empfangene Zeitsignal wird anschließend in den Frequenzbereich transformiert und 
analysiert.  

Abbildung 3.29: Prinzipskizze zum Impakt-Echo-Verfahren. 

Setzt man voraus, dass Longitudinalwellen die Signalantwort dominieren, so steht das 
Zeitintervall tD  zwischen zwei aufeinander folgenden Echos in nachstehendem Zusam-
menhang mit der longitudinalen Wellenausbreitungsgeschwindigkeit cL  und der Bau-
teildicke D bzw. Tiefe der jeweiligen Grenzfläche 
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Weiterhin führt die Auswertung des entsprechenden Zeitsignals zu einem charakteris-
tischen Frequenzspektrum. Hierbei ergibt sich die gesuchte Frequenz f als Folge der 
mehrfachen Reflexionen an der Grenzfläche zu 
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Nach Umstellen dieser Gleichung kann man unter Betrachtung der dominierenden Fre-
quenzen im Frequenzspektrum die Bauteildicke bzw. die Tiefe einer Grenzschicht 
(Risse, Poren etc.)  
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ermitteln. Grundsätzlich ist zu beachten, dass infolge der Anregung unterschiedlicher 
Wellenarten und durch die heterogene Materialstruktur die Auswertung der Signalant-
wort teilweise recht aufwendig ist und viel Erfahrung mit dieser Methode vorausgesetzt 
werden muss. Falls richtig angewendet, kann das Impakt-Echo-Verfahren eine Vielzahl 
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von makroskopischen Defekten sicher feststellen und lokalisieren. So wurde das Verfah-
ren in der Vergangenheit erfolgreich zur Detektion von Poren, Kiesnestern und Dela-
minationen in Betonstrukturen eingesetzt [38]. Hierbei zeichnet sich das Verfahren ins-
besondere durch die geringen Anschaffungskosten, die Robustheit und die Flexibilität 
aus. 

3.2.3.2 Ultraschalllaufzeitmessung  

Bei der Ultraschalllaufzeitmessung wird die Zeit gemessen, die eine Ultraschallwelle 
benötigt um vom Ausgangspunkt (Sender) bis zum Endpunkt (Empfänger) zu gelan-
gen. Mit Kenntnis dieser Laufzeit lässt sich dann abhängig von der Prüfkopfanordnung 
die Wellengeschwindigkeit des Mediums berechnen. Im Fall der Durchschallungsme-
thode ergibt sich dabei die folgende Gleichung zur Bestimmung der Wellengeschwin-
digkeit 
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. (3.83) 

Hierbei ist D die Bauteildicke und tD  die Laufzeit, auch „Time of Flight (ToF)“ ge-
nannt. Zur Bestimmung der Wellengeschwindigkeit im Impuls-Echo Verfahren wird der 
gleiche Zusammenhang wie in Gleichung (3.83) verwendet, jedoch mit geänderter Pfad-
länge, da das Signal (erstes Echo) die doppelte Strecke (doppelte Bauteildicke) bis zum 
Empfangspunkt zurücklegt. Somit erhält man hier 
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Im Impuls-Echo Betrieb lässt sich zudem bei Kenntnis der Wellengeschwindigkeit des 
Mediums und der Laufzeit des Grenzflächenechos auf die Tiefe des zugehörigen Risses, 
Einschlusses oder Fehlers schließen. Zur Bestimmung des Absolutwertes der Laufzeit 
wird im Durchschallungsmodus in der Regel eine Messung an einer Referenzprobe 
durchgeführt. Für die Impuls-Echo-Konfiguration lässt sich der Absolutwert über die 
Laufzeitdifferenz zwischen dem ersten und zweiten Echo bestimmen. Um die Laufzeit 
messtechnisch zu erfassen, sind in der Literatur verschiedene Methoden vorgeschlagen. 
Der einfachste Ansatz besteht darin, den Beginn des auszuwertenden Signals auf der 
Zeitachse zu bestimmen. Um diesen Nullstellenpunkt mit hoher Genauigkeit zu ermit-
teln, bedarf es dabei einer Mittelwertbildung des Signals über mehrere Zeitpunkte und 
einer Nullstelleninterpolation. Somit kann das Rauschen aus dem Material und der 
Messtechnik eliminiert werden. Eine weitere häufig verwendete Methode zur Laufzeit-
berechnung besteht in der Kreuzkorrelation zweier Signale. Im Impuls-Echo-Modus 
kann dabei das erste Signalecho mit dem zweiten Signalecho verglichen werden. Die 
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gesuchte Laufzeit ergibt sich hierbei an der Stelle, wo der Korrelationskoeffizient sein 
Maximum erreicht, und somit die höchstmögliche Übereinstimmung der beiden Signale 
erzielt wird. Hiermit können sehr hohe Genauigkeiten bzw. sehr kleine Änderungen der 
Laufzeit erfasst werden. In dieser Arbeit wird im experimentellen Teil größtenteils die 
sogenannte Phasenverschiebungsmethode zur Laufzeitbestimmung verwendet. Diese 
basiert auf der Untersuchung der Phasenspektren der zu untersuchenden Signale. Auf-
grund der Relevanz für diese Arbeit soll diese Methode kurz dargestellt werden. Setzt 
man zwei sinusförmige Signale 0u  und 1u  mit gleicher Frequenz f und Wellengeschwin-
digkeit c voraus (erstes Signalecho und zweites Signalecho) 

 ( ) ( )0 0 0sin 2 sinu A ft Ap j= = , (3.85) 

 ( ) ( )1 1 1sin 2 sinu B ft Bp j= = , (3.86) 

mit den Phasenwinkeln 0j  und 1j  sowie den Laufzeiten 0t  und 1t , so erhält man 
hieraus den folgenden Zusammenhang zur Bestimmung der Laufzeit beider Signale: 
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Bei bekannter Dicke bzw. Pfadlänge D ergibt sich somit nach der Gleichung (3.84) die 
gesuchte absolute Wellengeschwindigkeit c zu 
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Diese Vorgehensweise lässt sich auch auf die Messung der relativen Geschwindigkeits-
änderung übertragen. Hierbei setzt man voraus, dass die zwei Signale durch die Glei-
chungen (3.85) und (3.86) gegeben sind. Dabei handelt es sich für die beiden Signale 
um beispielsweise das erste Signalecho jedoch mit jeweils unterschiedlichen Wellenge-
schwindigkeiten. Hieraus erhält man zwei unterschiedliche Phasenwinkel und Laufzei-
ten entsprechend den Gleichungen (3.87) und (3.88). Wie in der Gleichung (3.89) liegt 
somit eine Zeitdifferenz  
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zwischen den beiden Signalen vor, mit der Phasendifferenz 0 1j j jD = - . Da die Pfad-
länge bzw. der zurückgelegte Weg bei einer relativen Messung unveränderlich ist und 
nur die Wellengeschwindigkeit infolge beispielsweise einer Materialschädigung ab-
nimmt, lässt sich mit der Gleichung (3.90) die hieraus resultierende relative Änderung 
der Laufzeit direkt auf die relative Geschwindigkeitsänderung  
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übertragen. Bestimmt man für die beiden grundlegenden Wellentypen in einem isotro-
pen elastischen Festkörper die Wellengeschwindigkeiten mittels Gleichung (3.83) bzw. 
(3.84), so lassen sich bei Kenntnis der Massendichte 0r  und unter Verwendung der 
Zusammenhänge aus den Gleichungen (3.83) bzw. (3.84) die elastischen Konstanten 
2. Ordnung bestimmen. In der Regel werden die elastischen Kenngrößen, welche mit 
einer ultraschalltechnischen Untersuchung bestimmt werden, in Unterscheidung zu den 
aus statischen Versuchen ermittelten elastischen Parametern, als dynamische elastische 
Parameter bezeichnet (z. B. dynamischer Elastizitätsmodul oder Schubmodul). Für ho-
mogene Materialien stimmen die statischen und dynamischen Parameter in der Regel 
sehr gut überein. Für heterogene und dispersive Medien wie Beton ist es oftmals schwer 
eine gute Übereinstimmung zu erhalten. Trotz dieser möglichen Diskrepanz besteht ein 
zweifelsfreier Zusammenhang zwischen den Wellengeschwindigkeiten und den elasti-
schen Eigenschaften und der Morphologie des Werkstoffes. In der Vergangenheit konnte 
insbesondere bestätigt werden, dass die Wellengeschwindigkeit eine starke Abhängig-
keit von der Betonart, dem Wasserzementwert (kurz: w/z-Wert), dem Betonalter und 
der Gesteinskörnung [139, 165] zeigt. Weiterhin wurde festgestellt, dass generell eine 
hohe Druckfestigkeit mit einer hohen longitudinalen Wellengeschwindigkeit Lc  korre-
liert [165]. Dennoch ist dieser Zusammenhang lediglich qualitativer Natur und kann 
nicht zur eindeutigen Bestimmung der Druckfestigkeit verwendet werden [167]. Auf-
grund der Sensitivität der Wellengeschwindigkeit bzw. Laufzeit hinsichtlich der Struk-
tur und des Aufbaus des Betons kann dieses Ultraschallverfahren in gewissem Umfang 
zur Qualitätsprüfung bzw. Zustandskontrolle genutzt werden. So ist dieses Ultraschall-
verfahren mittlerweile in zahlreichen nationalen und internationalen Normen des Bau-
wesens enthalten und beschrieben [9, 54, 108]. Grundsätzlich kann die Laufzeitmessung 
auch zur Detektion von makroskopischen Schäden und Defekten im Beton eingesetzt 
werden [181, 197]. Einige Beispiele für solche Defekte sind hierbei Risse, Poren, Ein-
schlüsse oder größere Inhomogenitäten in der Struktur [139]. Zur Detektion frühzeitiger 
Schädigungen im Mikrorissstadium ist diese Methode jedoch in der Regel ungeeignet. 
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3.2.3.3 Dämpfungsmessung 

Neben der ultraschalltechnischen Bestimmung der linear elastischen Materialparameter 
(dynamischer Elastizitätsmodul und Schubmodul) mittels der im vorigen Abschnitt 
beschriebene Laufzeitmessung ist insbesondere auch die Ultraschall-Dämpfungsmes-
sung von zentraler Bedeutung hinsichtlich einer möglichst vollständigen bzw. detail-
lierten Materialcharakterisierung. Im Allgemeinen beschreibt die akustische Dämpfung 
alle Effekte, die zu einer kontinuierlichen Verringerung der Wellenamplitude entlang 
der Ausbreitungsrichtung führen. Hierbei unterteilt man die Dämpfung in einen extrin-
sischen und einen intrinsischen Anteil. Zum Verständnis der extrinsischen Dämpfung 
sei eine ideal-elastische sphärische Welle betrachtet, die sich von ihrem Erregungspunkt 
über die Zeit t im Raum ausbreitet. Dabei wird durch die Punktquelle der Erregung 
dem System mechanische Energie zugeführt. Diese Energie wird in einem vollständig 
reversiblen Vorgang für die Bewegung der Welle im Raum erhalten. Jedoch ändert sich 
mit nach außen zunehmender Ausbreitung die Intensität dieser Welle und hiermit ihre 
Amplitude, da sich die Durchflussfläche (Oberfläche der sphärischen Welle) kontinu-
ierlich vergrößert. Dieser Dämpfungseffekt wird auch geometrische Divergenz genannt. 
Dabei ist die Änderung der Wellenamplitude umgekehrt proportional zur zurückgeleg-
ten Strecke. Die extrinsische Dämpfung ist also hauptsächlich von der Geometrie des 
akustischen Strahlers, der Wellenlänge und dem Abstand von der Quelle abhängig. 
Daher ist diese Art der Dämpfung in jeder realen Dämpfungsmessung implizit enthalten 
und kann mittels mathematischer Gleichungen berücksichtigt bzw. exakt bestimmt 
werden. Die für die Materialcharakterisierung relevante Dämpfung ist jedoch die intrin-
sische oder materielle Dämpfung, welche aus der akustischen Absorption und Streuung 
resultiert. Absorptionsverluste sind dabei hauptsächlich auf die Reibungsprozesse in-
nerhalb des Materialgefüges zurückzuführen (z. B. Kontaktzone zwischen Zementstein-
matrix und Gesteinskörnung). Die Verluste infolge von Streuung sind auf die stark 
inhomogene Struktur des Betons zurückzuführen und hängen dabei stark von der Art 
der akustischen Streuer (Luft-/Gelporen, Lunker, Risse, Gesteinskörnung etc.) sowie 
deren Abmessung, deren Verteilung und deren akustischer Impedanz ab. Bei Ultra-
schallmessungen an realen Betonstrukturen treten die erwähnten Dämpfungsmechanis-
men gemeinsam auf und können in der Regel nicht getrennt voneinander behandelt 
bzw. untersucht werden. Daher wird in den üblichen Ultraschall-Dämpfungsmessungen 
ohne Berücksichtigung des zugrundliegenden Dämpfungsmechanismus der in der Glei-
chung (2.71) verwendete Dämpfungsparameter Da  experimentell aus der Abnahme der 
Signalamplitude A über die Ausbreitungslänge bzw. Dicke des Bauteils D in x-Richtung 
ermittelt. Hierbei wird in der Regel der folgende Zusammenhang für die Bestimmung 
des Dämpfungsparameters verwendet: 



3.2  Experimentelle Methoden  93 

 
 

 
( )
( )D

01
ln

A x

D A x D
a

æ ö= ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷= ÷çè ø
. (3.92) 

Grundsätzlich kann hierbei die Amplitude direkt aus dem Ultraschall-Zeitsignal ermit-
telt werden. Aufgrund der ausgeprägten Streuung und Reflexion von Ultraschallwellen 
im Beton ist es jedoch oftmals sinnvoll die Amplitude über einer Auswertung im Fre-
quenzspektrum zu erhalten. Da die akustische Dämpfung eng mit den zugrundliegenden 
mikromechanischen Veränderungen bzw. Bedingungen im Material selbst verknüpft ist, 
kann über die Auswertung der Dämpfungseigenschaften ein sehr detailliertes Bild über 
den Materialzustand erhalten werden. Aufgrund der hohen Sensitivität der Ultraschall-
Dämpfungsmessung hinsichtlich des Materialzustandes von Beton wurde dieses Verfah-
ren in der Vergangenheit bereits erfolgreich zur Materialcharakterisierung und zur 
Schädigungsbeurteilung angewandt. Hierbei wurden in [73, 107, 124, 160, 164, 165] die 
Einflüsse unterschiedlicher Wasserzementwerte und Gesteinskörnungen auf die akusti-
sche Dämpfung untersucht. In [186, 190, 196] konnte gezeigt werden, dass der Dämp-
fungsparameter gut mit dem zunehmenden Mikrorisswachstum infolge statischer bzw. 
dynamischer Beanspruchung korreliert. Hierbei zeigte sich insbesondere eine weitaus 
höhere Sensitivität im Vergleich zur reinen Laufzeitmessung. Weiterhin konnte gezeigt 
werden, dass die Dämpfungsmessung auch zur Detektion von Alkali-Kieselsäure und 
Frost-Tau-Wechsel bedingten Schäden [75, 100, 180] und Korrosionsschäden in stahl-
bewehrten Betonen [63, 190, 229] geeignet ist. Generell ist jedoch festzuhalten, dass die 
Anwendbarkeit bzw. der Einsatz dieser Ultraschalltechnik durch einige Faktoren be-
schränkt oder beeinträchtigt wird. Zum einen ist aus messtechnischer Sicht eine wie-
derholbare Dämpfungsmessung mittels Kontaktprüfung oft schwer realisierbar, da in 
der Regel die veränderlichen Kontaktbedingungen die eigentliche Messung der Materi-
aldämpfung stark beeinflussen. Weiterhin ist es für die stark heterogenen Betonstruk-
turen schwer festzulegen, welcher Bereich des Empfangssignals für die Auswertung re-
levant ist. Zuletzt ist anzumerken, dass meistens nur Defekte in der Größenordnung 
der Wellenlänge detektierbar sind bzw. zu einer messbaren Änderung der Dämpfung 
des Signals führen. Somit werden gerade niederfrequente Ultraschallsignale, welche bei 
der Prüfung von Beton zu bevorzugen bzw. üblich sind, oftmals nicht wesentlich durch 
die Schädigungen unterhalb der Wellenlänge beeinflusst.  

Neben den zuvor beschriebenen Verfahren existieren darüber hinaus weitere lineare 
Ultraschallverfahren, wie die akustischen Emissionsverfahren [60, 72] oder sogenannte 
diffuse Ultraschallverfahren [125]. Anschließend sollen aufgrund des thematischen 
Schwerpunktes dieser Arbeit auf die nichtlineare Ultraschalltechnik die wichtigsten 
Ultraschallverfahren aus diesem Bereich beschrieben werden. 
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3.2.4 Nichtlineare Ultraschallverfahren 

Die im vorigen Abschnitt betrachteten linearen Ultraschallverfahren beziehen sich in 
ihrem elastodynamischen Hintergrund auf die im Abschnitt 2.5 dargestellten linear-
elastischen bzw. linear-viskoelastischen Wellenausbreitungsprobleme. In der Realität 
können jedoch gerade die akustischen Effekte der nichtlinearen Wellenausbreitung zu-
sätzliche und wertvolle Hinweise auf den Zustand des Materials liefern. In der Vergan-
genheit wurden hierzu zahlreiche spezielle nichtlineare Ultraschallverfahren entwickelt, 
welche im Folgenden kurz vorgestellt werden sollen.  

3.2.4.1 Frequenzanalyse der höherharmonischen Amplituden 

Die ersten Ultraschalluntersuchungen zur Bestimmung der höherharmonischen 
Amplituden (kurz: Höherharmonischen) des Empfangssignals wurden Anfang der 
1960er Jahre durchgeführt. Hierbei wurden zunächst für homogene Materialien wie 
Aluminium [25], Kupfer [26], Quarzglas [210] etc. die akustischen NLP experimentell 
bestimmt und mit den mikrostrukturellen Mechanismen (Gitternichtlinearität, Verset-
zungen etc.) in Zusammenhang gebracht. In den folgenden Jahrzehnten wurde diese 
nichtlineare Ultraschalltechnik auch zur Detektion von zahlreichen Schädigungen in 
Werkstoffen genutzt [142]. 

Die Grundlage dieses Ultraschallverfahrens bildet dabei die im Abschnitt 2.6 beschrie-
bene Wellenausbreitung in einem nichtlinearen Medium. Dabei wird die elastische 
Welle auf ihrem Weg durch das nichtlineare Medium sukzessive verzerrt und es entste-
hen neben der Fundamentalwelle mit der Grundfrequenz die charakteristischen höher-
harmonischen Wellenanteile. Bezieht man sich im Folgenden auf die typischen Werk-
stoffe und realistischen Größenordnungen der Ultraschallamplituden, so sind die er-
zeugten höherharmonischen Anteile in der Regel sehr viel kleiner als die Fundamen-
talamplitude (-40 dB). Daher bedarf es hier grundsätzlich spezieller Analyseverfahren 
und Messtechnik, um diese höherharmonischen Anteile im Frequenzspektrum unter 
dem stets vorhandenen Messrauschen sicher zu registrieren.  

Mit der Kenntnis der höherharmonischen Anteile lässt sich dann auf die nichtlinearen 
Eigenschaften des Materials schließen, welche für eine Materialcharakterisierung und 
Schädigungsbeurteilung von entscheidender Bedeutung sein können. Eine wichtige und 
vielfach angewendete nichtlineare Ultraschallmethode ist dabei die sogenannte „Second 
Harmonic-Generation-Measurement“ (SHG-Measurement, dt.: Messung der zweiten 
harmonischen Entstehung). Diese soll im Folgenden stellvertretend für die ultraschall-
technische Analyse des höherharmonischen Frequenzspektrums behandelt werden. 
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Ausgehend von einem monofrequenten longitudinalen Ultraschallsignal ist der zentrale 
Untersuchungsparameter hier der im Abschnitt 2.6.1.1 eingeführte akustische NLP 
nach der Gleichung (2.86). Grundsätzlich unterscheidet man hier zwischen absoluten 
und relativen Ultraschallmessungen der zweiten harmonischen Amplitude. In beiden 
Fällen muss zunächst die Fundamentalamplitude und die zweite harmonische 
Amplitude aus dem Frequenzspektrum ermittelt werden. Im Fall einer absoluten Mes-
sung des akustischen NLP mittels piezoelektrischer Prüfköpfe muss jedoch das Span-
nungssignal des Empfängers zunächst in die entsprechende Verschiebungsamplitude 
umgerechnet werden. Dies lässt sich beispielsweise mit einem reziproken Verfahren nach 
[48] erreichen. Die restlichen physikalischen Größen, wie die Wellenzahl Lk  und der 
zurückgelegte Weg x, sind in der Regel bekannt und der absolute Wert des akustischen 
NLP lässt sich bestimmen. Eine Schwierigkeit bei der absoluten Messung des akusti-
schen NLP ergibt sich aus mehreren Gründen. Zum einen ist bei einer Kontaktprüfung 
stets der nichtlineare Anteil aus dem Kontakt selbst enthalten. Hinzu kommen die 
Nichtlinearitäten aus dem elektrischen Stromkreislauf und den verwendeten Piezoma-
terialien. Die Gesamtheit dieser Nichtlinearitäten wird häufig auch als Systemnichtli-
nearität bezeichnet. Zuletzt muss ein möglicher Dämpfungseinfluss während der nicht-
linearen Ultraschallprüfung berücksichtigt werden, beispielsweise über die Gleichung 
(2.114). Aufgrund dieser hohen Empfindlichkeit einer absoluten Messung in Bezug auf 
umgebende Störgrößen gestaltet sich die Reproduzierbarkeit dieser Messmethodik oft-
mals schwierig und ist meist auf den Laborversuch beschränkt.  

Für eine relative Messung werden die Lage der Prüfköpfe, die Erregungsamplitude und 
die Frequenz in der Regel nicht verändert. Somit kann zur Beurteilung der Änderung 
der nichtlinearen Materialeigenschaften ein relativer akustischer NLP verwendet wer-
den. Häufig findet man in der Literatur hierzu die folgende Definition des akustischen-
NLP [142, 225] 

 2

2
1

A

A
b = . (3.93) 

Ein übliches Vorgehen zur Eliminierung des Einflusses der Systemnichtlinearitäten auf 
die Messung ist dabei die Signalamplitude schrittweise zu erhöhen und die empfangene 
Fundamentalamplitude 1A  und die zugehörige zweite Harmonische 2A  zu messen. An-
schließend lässt sich dann der relative NLP als Steigung der linearen Ausgleichgeraden 
zwischen 2A  und 2

1A  erhalten. Da die Systemnichtlinearitäten in der Regel einen line-
aren bzw. quadratischen Zusammenhang mit der Fundamentalamplitude 1A  aufweisen, 
erhält man nun für zwei Messungen neben dem veränderlichen Anteil aus den 
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Materialnichtlinearitäten einen für beide Messungen konstanten Anteil aus den Sys-
temnichtlinearitäten [142]. Dieser kann anschließend eliminiert werden.  

Im Abschnitt 2.6.1.1 wurde bereits gezeigt, dass der akustische NLP mit den nichtline-
aren Materialkonstanten in direktem Zusammenhang steht. Grundsätzlich ist es daher 
möglich diese nichtlinearen Materialparameter aus einer nichtlinearen Ultraschallmes-
sung zu erhalten. Zur Schädigungsbeurteilung mittels nichtlinearer Ultraschalltechnik 
ist es zunächst notwendig die Zusammenhänge zwischen dem akustischen NLP und den 
mikrostrukturellen Eigenschaften des jeweiligen Materials zu kennen. Neben der stets 
vorhandenen aber vergleichsweise geringen Nichtlinearität auf atomarer und molekula-
rer Ebene (Gitternichtlinearität) sind insbesondere die Versetzungsmechanismen und 
der Einfluss von Ausscheidungen die Hauptursache für die messbare Nichtlinearität in 
homogenen kristallinen Strukturen, wie Stahl und Aluminium. Hierfür gibt es in der 
Literatur zahlreiche Ansätze zur Ermittlung des zugehörigen NLP [30, 32, 91]. Für Be-
ton ist insbesondere der nahezu lineare Zusammenhang zwischen der Mikrosrissdichte 
und dem NLP von Bedeutung [27, 154], da hierbei die Nichtlinearität insbesondere 
durch ein zunehmendes Mikrorisswachstum beeinflusst wird. Hinzu kommt der nichtli-
neare Anteil, der maßgeblich aus der Verbundzone zwischen der Zementmatrix und den 
hierin eingeschlossenen Gesteinskörnern resultiert. Aufgrund des direkten Zusammen-
hangs des akustischen NLP mit den mikrostrukturellen Eigenschaften ist die nichtline-
are Ultraschalltechnik ein geeignetes Verfahren zur frühzeitigen Schädigungsbeurtei-
lung und detaillierten Materialcharakterisierung. 

3.2.4.2 Akustoelastische Verfahren 

Im Jahr 1953 bestimmten HUGHES und KELLY zum ersten Mal die elastischen Kon-
stanten 3. Ordnung von Polystyren, Eisen und Pyrexglas über einen akustoelastischen 
Versuch [95]. Seitdem wurden für zahlreiche weitere Materialien die nichtlinearen Kon-
stanten akustoelastisch ermittelt [31, 62, 185, 208, 212]. 

Die akustoelastischen Verfahren basieren dabei auf dem zweiten Effekt der elastischen 
Wellenausbreitung innerhalb eines nichtlinearen Mediums, dem akustoelastischen Ef-
fekt. Entsprechend der Herleitung aus dem Abschnitt 2.6.3 ist dabei die Wellenge-
schwindigkeit abhängig von dem Spannungszustand. In einem akustoelastischen Ver-
such wird also die Wellengeschwindigkeit während einer veränderlichen statischen oder 
quasistatischen Beanspruchung gemessen. Aus der Steigung zwischen der Wellenge-
schwindigkeitsänderung und der Spannungsänderung lassen sich dann, wie bei der Ana-
lyse der zweiten Harmonischen (Abschnitt 3.2.4.1), die nichtlinearen Eigenschaften 
(z. B. die elastischen Konstanten 3. Ordnung) bestimmen. In einem klassischen 
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akustoelastischen Versuch wird dabei die Geschwindigkeitsmessung unter einem hyd-
rostatischen bzw. einachsigen Spannungszustand durchgeführt. Unter Verwendung der 
Gleichungen (2.133)-(2.136) lassen sich dann beispielsweise die nichtlinearen Konstan-
ten nach MURNAGHAN berechnen. Um den Schädigungszustand in realen Strukturen zu 
analysieren, reicht es oftmals aus, die Geschwindigkeitsänderung für eine ausgewählte 
Wellenart, beispielsweise für eine Longitudinalwelle, zu messen. Die Änderung der Wel-
lengeschwindigkeit in Abhängigkeit der Spannung ist dann proportional zur Änderung 
des akustischen NLP und kann auch als Schädigungsparameter verwendet werden.  

3.2.4.3 Weitere nichtlineare Ultraschallverfahren 

Neben den in den Abschnitt 3.2.4.1 und 3.2.4.2 beschriebenen nichtlinearen Ultraschall-
verfahren existieren weitere Verfahren, die zur Untersuchung der nichtlinearen Eigen-
schaften des Materialverhaltens eingesetzt werden können. Eine wichtige Gruppe dieser 
Verfahren stellt die sogenannte nichtlinear-elastische Wellenspektroskopie (NEWS) 
dar, welche sich wiederum in die nichtlineare Resonanz-Ultraschallspektroskopie 
(NRUS) [41, 89, 163, 203, 218] und die nichtlineare Wellenmodulationsspektroskopie 
(NWMS) [217] unterteilt. Die NRUS basiert dabei auf der Messung der Resonanzfre-
quenzänderung in Abhängigkeit der Anregungsamplitude. Diese Änderung ist dann ein 
Maß für die betrachtete Nichtlinearität im Material. Die NWMS untersucht die infolge 
einer Amplituden- oder Phasenmodulation entstehenden Modulationsfrequenzen. Hier-
für wird die Probe mit einer niederfrequenten Erregung hoher Amplitude („Pump-
Welle“, engl.: Pump-wave) und einem höherfrequenten Ultraschallsignal niedriger 
Amplitude („Test-Welle“, engl.: Probe-wave) angeregt. Das Verfahren basiert dabei auf 
der Aktivierung von Defekten durch die „Pump-Welle“. Hiermit ändern sich die elasti-
schen Eigenschaften des Materials in Abhängigkeit der Frequenz der „Pump-Welle“ 
und die hindurchlaufende „Test-Welle“ wird dadurch moduliert.  
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4 Numerische Untersuchungen von 
geschädigtem Hochleistungsbeton 

Mit Blick auf die in dieser Arbeit durchgeführten Experimente und unter Einbeziehung 
unterschiedlicher nichtlinearer konstitutiver Gleichungen soll in diesem Kapitel eine 
realitätsnahe bzw. praxisrelevante numerische Untersuchung durchgeführt werden.  

Viele Werkstoffe wie beispielsweise Beton zeigen neben einem stark nichtlinear-elasti-
schen Verhalten zudem ein ausgeprägtes viskoelastisches Materialverhalten. In der Re-
gel führt eine zunehmende Schädigungsentwicklung in solchen Werkstoffen zu einem 
Anstieg der Dämpfung und der nichtlinearen Materialkonstanten. Gerade zu einem 
frühzeitigen Schädigungszeitpunkt werden insbesondere die nichtlinearen Materialei-
genschaften durch ein stetiges Mikrorisswachstum beeinflusst. Dabei ergibt sich für ein 
moderates Mikrorisswachstum ein nahezu linearer Zusammenhang zwischen der Mik-
rorissdichte mr  (Mikrorisskonzentration) und dem akustischen NLP m( )b rµ  
[153, 233]. Dieser direkte Zusammenhang zwischen den mikrostrukturellen Änderungen 
(Mikrorisswachstum) und den akustischen NLP ermöglicht somit den Schädigungszu-
stand durch Ultraschallexperimente in geeigneter Weise zu quantifizieren. Dabei ist es 
also wichtig zwischen der materiellen Nichtlinearität im ungeschädigten Zustand 

0 0 0( , , )a b g  und jenem im geschädigten Zustand ( , , )a b g  zu unterscheiden. Neben der 
Änderung der nichtlinearen Materialeigenschaften führt insbesondere ein fortgeschrit-
tenes Risswachstum im geschädigten Zustand zu einer teils starken Dämpfungsände-
rung im Beton. Daher müssen hinsichtlich einer zuverlässigen Anwendung der nichtli-
nearen Ultraschalltechnik zur Schädigungsbeurteilung in Beton unter anderem die we-
sentlichen Zusammenhänge und Einflüsse dieser beiden akustischen Effekte bei der 
Wellenausbreitung evaluiert werden. Daher soll in diesem Kapitel insbesondere der 
Einfluss der Dämpfung auf die nichtlineare Wellenausbreitung analysiert werden. Da 
im experimentellen Teil dieser Arbeit meistens eine relative Auswertung der nichtline-
aren Effekte (siehe Abschnitt 3.2.4.1) stattfindet, ist die numerische Untersuchung auf 
die Analyse geeigneter Ansätze unter Verwendung eines relativen NLP beschränkt. 
Neben dem Dämpfungseinfluss soll in den nachfolgenden numerischen Beispielen auch 
die mit einer lokalisierten Schädigung (modelliert durch einen stark nichtlinear-elasti-
schen Einschluss innerhalb eines linear-elastischen Mediums) verbundenen elastodyna-
mischen Effekte untersucht werden. Hierbei soll insbesondere das nichtlineare Wellen-
streuproblem untersucht werden.  
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4.1 Verbundzonenschädigung im stahlbewehrten Beton 

Stahlbeton ist ein Verbundwerkstoff aus Beton und Bewehrungsstahl. In diesem Ver-
bundwerkstoff dient der eingelegte Bewehrungsstahl hauptsächlich der Aufnahme von 
auftretenden Zugspannungen. Während der Lebensdauer werden Bauwerke aus Stahl-
beton unterschiedlichen Einwirkungen aus beispielsweise zyklischer Belastung und Kor-
rosion ausgesetzt, welche die Verbundeigenschaften zwischen dem Beton und dem Be-
wehrungsstahl sukzessive schädigen und zu einer verminderten Tragfähigkeit der ent-
sprechenden Stahlbetonkonstruktion führen können. In der Regel geht hierbei einem 
globalen Versagen des Verbunds zunächst ein zunehmendes Wachstum der Verbund-
zonenschädigungen voraus.  

Mit Blick auf die im experimentellen Teil dieser Arbeit durchgeführten Ultraschallex-
perimente an stahlbewehrten Betonproben wird in diesem Abschnitt insbesondere der 
Schädigungszustand in der Verbundzone zwischen Beton und Stahlbewehrung unter 
Verwendung eines linear-viskoelastischen (KELVIN-VOIGT-Modell, siehe Abschnitt 
2.5.2) und eines quadratisch nichtlinear-elastischen Materialgesetzes modelliert [3]. Bei 
der anschließenden numerischen Simulation der Ultraschallwellenausbreitung in der 2-
D Verbundstruktur im ebenen Verzerrungszustand sollen die Einflüsse der Stahlbeweh-
rung und der veränderlichen Dämpfung in der Verbundschicht auf die akustischen Pa-
rameter analysiert werden, um hiermit mögliche Rückschlüsse auf die nichtlinearen 
Ultraschallexperimente im nächsten Kapitel zu ziehen.  

4.1.1 2-D nichtlineare Wellenausbreitung im unbewehrten 
Beton 

Als erstes Beispiel zur Analyse der maßgebenden linearen und nichtlinearen Effekte 
wird zunächst ein unbewehrter, also homogener isotroper Betonfestkörper, numerisch 
untersucht. Die Abbildungen 4.1 und 4.2 zeigen hierzu das grundlegende Berechnungs-
gebiet einer 2-D Halbebene unter Einwirkung einer zeitabhängigen Erregung nach der 
Gleichung (3.69) am freien Rand bei 0x = . Dabei wirkt die Erregung zur Berücksich-
tigung eines endlichen Prüfkopfdurchmessers hier als Linienlast (bzw. Flächenlast) über 
eine Länge T 0, 04 mD =  am freien Rand. Wie für alle numerischen Berechnungen in 
diesem Kapitel wird ein quadratisches Gebiet mit 0,10 mx yl l= =  untersucht. Die zu-
gehörigen linear-viskoelastischen und nichtlinear-elastischen konstitutiven Gleichungen 
für den ebenen Verzerrungszustand in der x-y-Ebene lauten unter Verwendung der 
Gleichungen (2.15) und (2.19)-(2.21): 
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Die Randbedingungen des freien Randes werden über die Signalfunktion ( )S t  (siehe 
Gleichung (3.69)) wie folgt definiert: 
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Dabei ist rect( )  die Rechteckfunktion. Für alle numerischen Berechnungen wird die 
entsprechende Knotenanzahl in beiden Koordinatenrichtungen gleich gewählt, d. h., 
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Abbildung 4.1: Prinzipskizze des Berechnungsgebie-
tes einer 2-D Halbebene unter einer zeitabhängigen li-
nienförmigen Erregung.  

 Abbildung 4.2: Elastischer Halbraum unter 
Einwirkung einer zeitabhängigen Flächenlast 
in x-Richtung.  

Die maßgebenden Materialparameter und Simulationsparameter sind in den Tabellen 
4.1 und 4.2 zusammengefasst. Dabei orientieren sich die gewählten Materialparameter 
an den Materialeigenschaften der im experimentellen Teil dieser Arbeit untersuchten 
hochfesten Betonproben im ungeschädigten Zustand. Hierbei ist zu erwähnen, dass die 
viskoelastischen Konstanten in der Tabelle 4.1 mittels der Gleichungen (2.72) und 
(2.74) für die Q-Faktoren L T 60Q Q= =  bestimmt wurden. Im weiteren Verlauf dieser 
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Untersuchung wird die Dämpfung (bzw. der Q-Faktor) variiert, womit auch die 
viskoelastischen Konstanten in dieser numerischen Untersuchung variieren. Weiterhin 
wird zur Gewährleistung der Stabilität der Zeitschritt tD  unter Verwendung einer 
COURANT-Zahl von 0,5C =  (siehe Tabelle 4.2) gewählt. 

Tabelle 4.1: Materialparameter für Beton. 

0r  l  m  l m 60Ql = 60Qm =  
3kg mé ù

ê úë û
GPaé ùê úë û  GPaé ùê úë û  GPaé ùê úë û  GPaé ùê úë û  Pa sé ù⋅ê úë û Pa sé ù⋅ê úë û  

2360 9,05 14,70 -600 -700 104,37 169,53 

Tabelle 4.2: Simulationsparameter. 

P Sigf  SigT  gesT  tD
MPaé ùê úë û  kHzé ùê úë û smé ùê úë û  smé ùê úë û  smé ùê úë û  

5,58 230 34.78 104,35 0,051

Zur Veranschaulichung der Wellenausbreitung innerhalb des homogenen ungeschädig-
ten Betonfestkörpers zeigt die Abbildung 4.3 für vier unterschiedliche Zeitpunkte die 
mittels der modifizierten CPS-Methode berechnete Lösung für die Partikelgeschwindig-
keitsbeträge 2 2u v= + u  im 2-D Berechnungsgebiet.  

Die in diesem Abschnitt durchgeführte numerische Untersuchung bezieht sich dabei 
ausschließlich auf die Auswertung des Empfangssignals der horizontalen Partikelge-
schwindigkeit u  an einem ausgewählten Punkt innerhalb des Berechnungsgebietes bei 

xx l=  und 0.y =  Um zunächst den Einfluss des Q-Faktors bzw. der Dämpfung auf 
das empfangene Zeitsignal zu zeigen, ist in der Abbildung 4.4 die numerische Lösung 
der horizontalen Partikelgeschwindigkeit u  bei xx l=  und 0y =  für unterschiedliche 
Q-Faktoren dargestellt. Hierbei ist zu sehen, wie sich die Signalamplitude mit abneh-
mendem Q-Faktor verringert, da die Dämpfung des Signals mit abnehmendem Q-Fak-
tor zunimmt. Das zugehörige Frequenzspektrum der in der Abbildung 4.4 dargestellten 
Zeitsignale ist in der Abbildung 4.5 in Abhängigkeit vom Q-Faktor angegeben. Hierbei 
ist die Abnahme der Amplitude 1A  bei der Fundamentalfrequenz 230 kHzf =  mit 
abnehmendem Q-Faktor deutlich zu erkennen. Zusätzlich zeigt sich, dass die 2. Har-
monische-Amplitude 2A  bei 460 kHzf =  wesentlich stärker als die Fundamen-
talamplitude von der Dämpfungsänderung beeinflusst wird. 

 



4.1  Verbundzonenschädigung im stahlbewehrten Beton 103 

 
 

 
Abbildung 4.3: Numerische Lösung der 2-D gedämpften nichtlinear-elastischen Wellenausbreitung des 
Partikelgeschwindigkeitsbetrages | |u  in der elastischen Halbebene des unbewehrten Betons zu verschie-
denen Zeitpunkten t (modifizierte CPS-Methode, Knotenanzahl 2

ges 128N = , COURANT-Zahl 0,5C = ). 

 
Abbildung 4.4: Zeitsignal der horizontalen Partikelgeschwindigkeit ( ), 0,xu x l y t= =  für verschiedene 
Q-Faktoren. 
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Abbildung 4.5: Frequenzspektrum des Zeitsignals der horizontalen Partikelgeschwindigkeit 
( ), 0,xu x l y t= =  in Abhängigkeit vom Q-Faktor. 

Im Weiteren wird für den hier betrachteten Fall eines 2-D homogenen viskoelastischen 
und nichtlinear-elastischen Festkörpers untersucht, welche Aussagekraft die üblichen 
relativen akustischen NLP haben. Der Begriff des akustischen NLP grenzt sich hierbei 
vom materiellen NLP in der Weise ab, als dass dieser rein aus den akustischen Mess-
größen ermittelt wird und daher nicht unbedingt dem exakten NLP auf Basis der nicht-
linearen Materialgesetze entsprechen muss (siehe Abschnitt 2.6.2.1). Zur Bestimmung 
des relativen akustischen NLP werden hierzu die üblichen Ansätze aus der Literatur 
verwendet. Generell wird hierbei nur die Änderung des NLP zum Ausgangszustand 
analysiert. Da in dieser numerischen Simulation wie bei einer realen relativen Messung 
der Abstand x, die Frequenz f und die Erregungsamplitude P nicht variiert werden, 
ergeben sich hier vereinfachte Gleichungen zur Bestimmung der relativen akustischen 
NLP.  

Die Abbildung 4.6 zeigt hierzu unter logarithmischer Auftragung die Änderung des 
relativen akustischen NLP in Abhängigkeit vom abnehmenden Q-Faktor für drei typi-
sche Ansätze [189, 225] zur Bestimmung des relativen NLP b ¢ . Für diese numerischen 
Berechnungen werden die nichtlinear-elastischen Konstanten l und m nicht verändert. 
Da sich in diesem Fall der materielle NLP b  nicht ändert, sondern lediglich die Dämp-
fung, sollte ein zuverlässiger bzw. sinnvoller relativer akustischer NLP unabhängig von 
der Dämpfung möglichst konstant bleiben. Der 3. NLP 3b ¢  basiert dabei auf der Lösung 
der 1-D nichtlinearen Wellenausbreitung in einem KELVIN-VOIGT-Modell (siehe Glei-
chung (2.117)). Dementsprechend zeigt dieser akustische NLP korrekterweise nahezu 
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keine Änderung der materiellen Nichtlinearität an 3( 1 konst.)b¢ » » . Der zweite NLP 

2b ¢  kann gerade bei hohen Dämpfungen (niedrigen Q-Faktoren) die materielle Nichtli-
nearität nicht richtig wiedergeben und zeigt einen Abfall des NLP an. Der erste NLP 

1b ¢  berücksichtigt lediglich die Änderung der 2. Harmonischen-Amplitude und kann 
somit die vorhandene Dämpfung nicht berücksichtigen. Daher ist hier der Unterschied 
zwischen den drei akustischen NLP sehr groß.  

 
Abbildung 4.6: Ausgewählte relative akustische NLP b'  in Abhängigkeit eines veränderlichen Q-
Faktors (KELVIN-VOIGT-Modell) bei konstanter materieller Nichtlinearität ( konst.l m= = ). 

4.1.2 2-D nichtlineare Wellenausbreitung im lokal geschädigten 
bewehrten Beton 

In diesem Abschnitt soll die Untersuchung eines „homogenen“ unbewehrten Betons auf 
den Fall eines „heterogenen“ stahlbewehrten Betons erweitert werden. Dabei wird zu-
nächst die Verbundzone bzw. der Übergang zwischen dem Beton und Stahlbewehrung 
als perfekt vorausgesetzt und anschließend als geschädigt betrachtet. Hierbei wird die 
zuvor betrachtete 2-D Halbebene aus dem Beton durch eine mittig angeordnete Kreis-
fläche aus Stahl (Bewehrungsstahl) modelliert. Für den darauffolgenden Fall einer ge-
schädigten Verbundschicht wird außerdem eine zusätzliche Ringfläche zwischen dem 
perfekten Beton und dem Bewehrungsstahl eingeführt, welche durch eine veränderliche 
materielle Nichtlinearität und Dämpfung zur Modellierung der Verbundschädigung be-
schrieben wird. Die Abbildung 4.7 zeigt dabei das zu behandelnde 2-D Problem.  

Hierbei werden die Materialeigenschaften des Betons aus der Tabelle 4.1 übernommen 
und die zugehörigen Werte des Bewehrungsstahls (B500B) nach der Tabelle 4.3 
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verwendet. Dabei wird der Bewehrungsstahl aufgrund der vergleichsweise geringen 
Nichtlinearität und Dämpfung als ideal linear-elastisch angenommen.  
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Abbildung 4.7: Prinzipskizze des Berechnungsgebietes einer 2-D Halbebene aus stahlbewehrtem Beton 
unter einer zeitabhängigen linienförmigen Erregung. 

Tabelle 4.3: Materialparameter für den Bewehrungsstahl (B500B). 

0r  l m  
3kg mé ù

ê úë û
GPaé ùê úë û GPaé ùê úë û

7850 115,8 79,90 

Die nichtlinearen und viskoelastischen Materialwerte für die Verbundschicht werden 
bei der numerischen Untersuchung variiert. Die maßgebenden Simulationsparameter 
werden ebenfalls aus dem vorigen Berechnungsbeispiel übernommen (siehe Tabelle 4.2). 
Weiterhin wird der Durchmesser der Stahlbewehrung mit S 12 mmd =  und die Schicht-
dicke ebenfalls als B 12 mmt =  gewählt.  

Um zunächst den reinen Einfluss der Stahlbewehrung auf das Empfangssignal zu zeigen, 
werden im ersten Fall die Materialwerte der Verbundzone gleich denen des umgebenden 
ungeschädigten Betons gewählt. Hierzu zeigt die Abbildung 4.8 für vier unterschiedliche 
Zeitpunkte die mittels der modifizierten CPS-Methode berechnete Lösung für die Par-
tikelgeschwindigkeitsbeträge u  im 2-D Berechnungsgebiet. Man erkennt dabei gut die 
starke Streuung und Reflexion der elastischen Wellen bei Erreichen der Stahlbewehrung 
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(gestrichelter roter Kreisring in Abbildung 4.8) und die deutliche Abnahme der Parti-
kelgeschwindigkeitsamplitude im Vergleich zum unbewehrten Fall (vgl. Abbildung 4.3). 

 
Abbildung 4.8: Numerische Lösung der 2-D gedämpften nichtlinear-elastischen Wellenausbreitung des 
Partikelgeschwindigkeitsbetrages | |u  in der elastischen Halbebene des stahlbewehrten Betons zu ver-
schiedenen Zeitpunkten t (mod. CPS-Methode, Knotenanzahl 2

ges 128N = , COURANT-Zahl 0,5C = ). 

 
Weiterhin sind in der Abbildung 4.9 die Zeitverläufe der horizontalen Partikelgeschwin-
digkeit u  bei xx l=  und 0y =  für den unbewehrten und den bewehrten Beton exemp-
larisch gegenübergestellt. Hierbei zeigt sich deutlich, dass die maximale Amplitude 
durch die Stahlbewehrung sichtbar reduziert wird und sich die Signalform leicht ver-
ändert.  

Im zugehörigen Frequenzspektrum (siehe Abbildung 4.10) erkennt man generell eine 
überproportionale Reduzierung der 2. und 3. Harmonischen-Amplitude als Folge der 
Stahlbewehrung. Somit wird hier deutlich, dass die Stahlbewehrung die höherharmoni-
sche Signalanalyse im Frequenzspektrum erschwert. 
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Abbildung 4.9: Zeitsignal der horizontalen Partikelgeschwindigkeit ( ), 0,xu x l y t= =  für den unbe-
wehrten und bewehrten Beton. 

 
Abbildung 4.10: Frequenzspektrum des Zeitsignal der Partikelgeschwindigkeit ( ), 0,xu x l y t= =  für 
den unbewehrten und bewehrten Beton. 

Um eine mögliche Schädigung in der Verbundzone zwischen dem Beton und der Stahl-
bewehrung numerisch zu modellieren, werden im nächsten Schritt gleichzeitig die 
viskoelastischen und nichtlinear-elastischen Materialparameter in der Verbundschicht 
verändert. Dabei bezieht sich die nachfolgende Auswertung wiederum auf das Fre-
quenzspektrum der horizontalen Partikelgeschwindigkeit u  bei xx l=  und 0y = . 

In der Tabelle 4.4 sind für verschiedene Schädigungszustände „1“ bis „5“, welche durch 
veränderte materielle NLP und Q-Faktoren in der Verbundschicht beschrieben werden, 
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die zugehörigen relativen akustischen NLP 1b ¢  bis 3b ¢  zur Beurteilung der Schädigungs-
entwicklung angegeben. Hierbei sind die relativen akustischen NLP wie folgt definiert: 

 
2

2 2 1 2 1
1 2 3 2

2,0 2,0 1,0 2,0 1,0

/ /
,  ,  

/ /

A A A A A

A A A A A
b b b¢ ¢ ¢= = = . (4.3) 

Dabei kennzeichnet der Index „0“ die Amplitude im ungeschädigten Ausgangszustand. 
Weiterhin ist als „dämpfungsfreie“ Referenz der relative akustische NLP refb ¢  angege-
ben. Für dessen Berechnung die Gleichung gemäß 1b ¢  verwendet wird und in allen 
Schädigungszuständen der Q-Faktor mit L,T 60Q =  konstant ist. Weiterhin ist der ma-
terielle Nichtlinearitätsparameter im ungeschädigten Zustand über 

0 ( 2 )/( 2 )l mb l m= + +  mit den Materialwerten nach Tabelle 4.1 definiert.  

Tabelle 4.4: Ausgewählte relative akustische NLP 1b ¢ - 3b ¢  für unterschiedliche Q-Faktoren (KELVIN-
VOIGT-Modell) und unterschiedliche materielle NLP b  (Stadien einer Verbundschädigung) und relativer 
akustischer NLP refb ¢  für L,T 60 konst.Q = =  

 Material- 
parameter 

Relativer akustischer NLP

1b ¢  2b ¢  3b ¢  refb ¢  

0 0/b b  1,0
1,0 1,0 1,0 1,0 

L,TQ  60 

1 0/b b  1,2
1,011 1,017 1,024 1,048 

L,TQ  50 

2 0/b b  1,4
1,006 1,023 1,039 1,096 

L,TQ  40 

3 0/b b  1,6
0,974 1,006 1,039 1,144 

L,TQ  30 

4 0/b b  1,8
0,881 0,940 1,002 1,192 

L,TQ  20 

5 0/b b  2,0
0,617 0,724 0,849 1,241 

L,TQ  10 

Zunächst wird aus der Tabelle 4.4 ersichtlich, dass der Anstieg der materiellen Nicht-
linearität bis zum simulierten Schädigungsstadium „2“ für alle relativen akustischen 
NLP erkennbar ist, wobei insbesondere der relative NLP 3b ¢  hier eine gute Überein-
stimmung zum Referenzparameter refb ¢  aufweist und daher trotz des Dämpfungseinflus-
ses (Dämpfungsänderung) die Änderung des materiellen NLP b  am besten wiedergibt. 
Über das Schädigungsstadium „2“ hinaus sinken alle drei relativen NLP wieder und 
beschreiben damit eine Abnahme der materiellen Nichtlinearität, die aber nicht dem 
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weiteren Anstieg der Nichtlinearität in der Schädigungszone entspricht. Diese falsche 
Vorhersage der Änderung der materiellen Nichtlinearität entsteht hier durch den zu-
nehmenden Dämpfungseinfluss bzw. durch den stetig sinkenden Q-Faktor in diesem 
numerischen Beispiel. Generell zeigt sich jedoch, dass der relative akustische NLP 3b ¢  
bei moderaten Dämpfungsänderungen eine gute Übereinstimmung zum dämpfungs-
freien Fall aufweist und somit zur frühzeitigen Schädigungsbewertung im stahlbewehr-
ten Beton geeignet ist.  

4.2 2-D quadratisch nichtlinear-elastische und 
hysteretisch nichtlineare Betonschädigung 

Ziel der numerischen Untersuchung in diesem Abschnitt ist es die Unterschiede der 
nichtlinearen Wellenausbreitungen in einem quadratisch nichtlinear-elastischen und ei-
nem hysteretisch nichtlinearen homogenen Betonkörper hervorzuheben und anschlie-
ßend die Wellenausbreitung in einem kreisförmig geschädigten Beton mittels der ge-
nannten nichtlinearen Materialmodelle zu simulieren und zu analysieren [7]. Zusätzlich 
wird der Dämpfungseffekt auch berücksichtigt. Hierfür wird anstelle des KELVIN-
VOIGT-Modells die in [18, 19, 34] vorgestellte Methode auf Basis des ZENER-Modells in 
die modifizierte CPS-Methode implementiert (siehe Anhang A.3). Hierdurch lässt sich 
der in der Regel lineare Zusammenhang zwischen der Frequenz f und dem Dämpfungs-
parameter Da  mittels einem über einen weiten Frequenzbereich konstant gehaltenen 
Q-Faktor besser wiedergeben. Des Weiteren wird zur Implementierung des hystereti-
schen Materialverhaltens das 1-D DUHEM-Modell (siehe Abschnitt 2.2.2.2) verwendet 
und mittels der KELVIN-Methode (siehe Abschnitt 2.2.2.2) auf das 2-D Problem erwei-
tert. Das 2-D Ausgangsproblem mit den zugehörigen Randbedingungen nach der Glei-
chung (4.2) entspricht hierbei dem zuvor betrachteten Beispiel in der Abbildung 4.1. 
Dabei werden für den Fall eines quadratisch nichtlinear-elastischen Betons nach der 
Gleichung (4.1) die Materialwerte aus der Tabelle 4.5 und für den hysteretisch nichtli-
nearen Fall die in der Tabelle 4.6 angegebenen Werte verwendet, welche sich wiederum 
an den Materialdaten aus den in dieser Arbeit durchgeführten experimentellen Versu-
chen an hochfesten Betonproben orientieren. Weiterhin wird das hysteretisch nichtli-
neare Verhalten nur für die volumetrische Formänderung angesetzt. Das bedeutet, dass 
bei der KELVIN-Dekompositionsmethode das skalare NAZAROV-Modell nur in die 
1. Hauptrichtung des Eigensystems (siehe Gleichung (2.36)) eingesetzt wird. Die rest-
lichen Formänderungen werden daher als linear-elastisch angesetzt mit den 
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Materialwerten aus der Tabelle 4.5. Weiterhin werden die Simulationsparameter aus 
der Tabelle 4.7 für die numerischen Berechnungen in diesem Abschnitt verwendet. 

Tabelle 4.5: Materialparameter des quadratisch nichtlinear-elastischen Betons. 

0r  l m  l m 
3kg mé ù

ê úë û  
GPaé ùê úë û GPaé ùê úë û GPaé ùê úë û GPaé ùê úë û

2350 9,75 15,00 -600 -700

Tabelle 4.6: Materialparameter des hysteretisch nichtlinearen Betons (DUHEM-Modell). 

0r  D,1A  D,2A  D,3A  D,4A  *e a  
3kg mé ù

ê úë û  
GPaé ùê úë û  

é ù-ê úë û  
é ù-ê úë û  

é ù-ê úë û  
é ù-ê úë û  

é ù-ê úë û  

2350 15,99 1,599 -1,00 0 0,003 500 

Tabelle 4.7: Simulationsparameter. 

P Sigf  SigT  gesT  tD
MPaé ùê úë û  kHzé ùê úë û smé ùê úë û  smé ùê úë û  smé ùê úë û  

3,88 200 40 100 0,070

Zur Veranschaulichung und zum Vergleich des Materialverhaltens zeigt die Abbildung 
4.11 die einachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehung für das quadratisch-nichtlinear-
elastische Materialgesetz und für das hysteretisch nichtlineare Materialgesetz.  

 
Abbildung 4.11: Spannungs-Dehnungs-Beziehung für das quadratisch nichtlinear-elastische Material-
gesetz und für das hysteretisch nichtlineare Materialgesetz (DUHEM-Modell). 
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Hierbei wird die zeitlich abklingende Dehnung 40000( ) 0,003 sin(2 ) tt ft ee p - ⋅= ⋅ ⋅  als be-
kannt vorgegeben, siehe Abbildung 4.12.  

 
Abbildung 4.12: Vorgegebener Zeitverlauf der Dehnung ( )te  zur Bestimmung der Spannungs-Deh-
nungs-Beziehung in der Abbildung 4.11. 

Man erkennt in der Abbildung 4.11 die für ein hysteretisches Materialverhalten typi-
schen Hystereseumläufe. Dabei folgt der Belastungspfad nicht dem Entlastungspfad, 
wie bei dem quadratisch nichtlinear-elastischen Vergleichsfall. Weiterhin beschreibt die 
in der Abbildung 4.11 dargestellte Spannungs-Dehnungs-Kurve für den hysteretisch 
nichtlinearen Fall eine teilelastische Hysterese, da im spannungsfreien Zustand für 

0s =  eine plastische Dehnung verbleibt.  

4.2.1 2-D gleichmäßig verteilte Schädigung in einem 
Betonkörper 

Um die grundlegenden Unterschiede der beiden Materialmodelle sowie die damit ver-
bundenen elastodynamischen Effekte darzustellen, wird zunächst eine numerische Be-
rechnung ohne Berücksichtigung der akustischen Dämpfung in einem nichtlinearen Be-
ton durchgeführt. Die Abbildungen 4.13 und 4.14 zeigen hierzu die Signalantwort der 
horizontalen Partikelgeschwindigkeit u  an der Stelle xx l=  und 0y =  für den quad-
ratisch nichtlinear-elastischen Fall und den hysteretisch nichtlinearen Fall.  
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Abbildung 4.13: Zeitsignal der horizontalen Partikelgeschwindigkeit ( ), 0,xu x l y t= =  im quadratisch 
nichtlinear-elastischen Beton.  

 
Abbildung 4.14: Zeitsignal der horizontalen Partikelgeschwindigkeit ( ), 0,xu x l y t= =  im hysteretisch 
nichtlinearen Beton. 

Betrachtet man im Folgenden das zugehörige Frequenzspektrum dieser beiden Zeitsig-
nale in den Abbildungen 4.15 und 4.16, so lässt sich hier das typische ungerade harmo-
nische Profil im hysteretisch nichtlinearen Fall erkennen, welches dadurch gekennzeich-
net ist, dass die geraden Harmonischen (2. Harmonische bei 400 kHzf = ) nicht exis-
tieren, sondern nur die ungeraden Harmonischen (3. Harmonische bei 600 kHzf = ).  
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Abbildung 4.15: Frequenzspektrum des Zeitsignals der horizontalen Partikelgeschwindigkeit 
( ), 0,xu x l y t= =  im quadratisch nichtlinear-elastischen Beton. 

 
Abbildung 4.16: Frequenzspektrum des Zeitsignals der horizontalen Partikelgeschwindigkeit 
( ), 0,xu x l y t= =  im hysteretisch nichtlinearen Beton. 

Nun wird zusätzlich zum nichtlinearen Materialverhalten eine akustische Dämpfung im 
Betonkörper berücksichtigt. Der wesentliche Unterschied zwischen dem hier verwende-
ten Dämpfungsmodell und dem KELVIN-VOIGT-Modell besteht in der Abhängigkeit des 
Dämpfungsparameters von der Frequenz. Für das hier gewählte konstante Q-Modell, 
welches auf dem linearen Standard-Festkörpermodell (siehe Abschnitt 2.2.1.2 und An-
hang A.3) basiert, erhält man einen näherungsweise linearen Zusammenhang zwischen 
der Dämpfung Da  und der Frequenz f ( 2

D fa µ  im KELVIN-VOIGT-Modell). Dieses so 
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gewählte viskoelastische Materialverhalten gibt insbesondere Beton über einen weiten 
Frequenzbereich sehr gut wieder. Wie im Abschnitt zuvor soll an dieser Stelle die Ver-
wendung eines relativen akustischen NLP zur Beurteilung der Änderung der Nichtline-
arität unter gleichzeitiger Dämpfungsänderung untersucht werden. Dabei werden für 
den quadratisch nichtlinear-elastischen Fall die relativen akustischen NLP nach der 
Gleichung (4.3) verwendet und für den hysteretisch nichtlinearen Fall die folgenden 
relativen akustischen NLP: 

 
2

3 3 1 3 1
1 2 3 2

3,0 3,0 1,0 3,0 1,0

/ /
,  ,  

/ /

A A A A A

A A A A A
a a a¢ ¢ ¢= = = . (4.4) 

Dabei bezieht sich der Index „0“ wiederum auf den ungeschädigten Ausgangszustand 
im Beton. Des Weiteren wird der materielle hysteretische NLP im ungeschädigten Aus-
gangszustand 0a  aus Tabelle 4.6 (siehe hysteretischer NLP a ) und der materielle NLP 
im ungeschädigten Ausgangszustand des quadratisch nichtlinear-elastischen Betons 
über 0 ( 2 )/( 2 )l mb l m= + +  mit den Materialwerten nach Tabelle 4.5 verwendet.  

Die Auswertung für den quadratisch nichtlinear-elastischen Fall ist in der Tabelle 4.8 
dargestellt. 

Tabelle 4.8: 2-D gleichmäßig verteilte Schädigung (quadratisch nichtlinear-elastisch); Ausgewählte re-
lative akustische NLP 1b ¢ - 3b ¢  für unterschiedliche Q-Faktoren (ZENER-Modell) und unterschiedliche 
materielle NLP b  und relativer akustischer NLP refb ¢  für L,T 60 konst.Q = =  

 Material- 
parameter 

Relativer akustischer NLP

1b ¢  2b ¢  3b ¢  refb¢  

0 0/b b  1,0
1,0 1,0 1,0 1,0 

L,TQ  60 

1 0/b b  1,2
1,082 1,141 1,202 1,195 

L,TQ  50 

2 0/b b  1,4
1,085 1,236 1,408 1,387 

L,TQ  40 

3 0/b b  1,6
0,973 1,255 1,620 1,575 

L,TQ  30 

4 0/b b  1,8
0,688 1,128 1,849 1,760 

L,TQ  20 

5 0/b b  2,0
0,232 0,729 2,292 1,941 

L,TQ  10 
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Man erkennt in der Tabelle 4.8 das insbesondere der relative akustische NLP 1b ¢  den 
Anstieg der Nichtlinearität und damit der Schädigung falsch wiedergibt und bei einer 
zunehmenden Dämpfung (bzw. bei einem simulierten späteren Schädigungsstadium) 
sogar ein Absinken der Nichtlinearität b  angibt. Lediglich der relative akustische NLP 

3b ¢  gibt über alle hier modellierten Schädigungszustände die Änderung der materiellen 
Nichtlinearität 0/b b  korrekt an und zeigt eine sehr gute Übereinstimmung mit dem 
dämpfungsfreien Referenzfall (vgl. mit refb¢ ).  

In der Tabelle 4.9 sind die Ergebnisse der Untersuchung für den hysteretisch nichtline-
aren Schädigungsfall zusammengefasst. Die grundlegenden Beobachtungen aus dem zu-
vor betrachteten quadratisch nichtlinear-elastischen Fall lassen sich in gleicher Weise 
auf den hysteretisch nichtlinearen Fall übertragen. So ergibt sich auch hier für den 3. 
NLP 3a¢  eine hervorragende Übereinstimmung mit dem dämpfungsfreien Referenzfall 

refa¢ . Daher lässt sich auch hier festhalten, dass der relative akustische NLP 3a¢  eine 
geeignete Wahl bei der Bestimmung der hysteretisch nichtlinearen Materialverände-
rungen im Beton ist.  

Tabelle 4.9: 2-D gleichmäßig verteilte Schädigung (hysteretisch nichtlinear); Ausgewählte relative akus-
tische NLP 1a¢ - 3a¢  für unterschiedliche Q-Faktoren (ZENER-Modell) und unterschiedliche materielle NLP 
a  und relativer akustischer NLP refa¢  für L,T 60 konst.Q = =  

 Material- 
parameter 

Relativer akustischer NLP 

1a¢  2a¢  3a¢  refa¢  

0 0/a a  1,0
1,0 1,0 1,0 1,0 

L,TQ  60 

1 0/a a  1,2
1,149 1,164 1,182 1,179 

L,TQ  50 

2 0/a a  1,4
1,277 1,313 1,358 1,354 

L,TQ  40 

3 0/a a  1,6
1,379 1,466 1,527 1,517 

L,TQ  30 

4 0/a a  1,8
1,438 1,554 1,689 1,680 

L,TQ  20 

5 0/a a  2,0
1,372 1,598 1,854 1,862 

L,TQ  10 
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Um die räumliche 2-D Verteilung der Harmonischen darzustellen bietet es sich an, für 
jeden Punkt des Berechnungsgebietes das betrachtete Zeitsignal in das zugehörige Fre-
quenzspektrum zu überführen. Somit kann für eine ausgewählte Frequenz die zugehö-
rige Amplitudenverteilung im 2-D Berechnungsgebiet dargestellt werden. Hierbei erge-
ben sich für den 2-D quadratisch nichtlinear-elastischen Fall im ungeschädigten Zu-
stand die in den Abbildungen 4.17 und 4.18 dargestellten Verteilungen der Fundamen-
talamplitude 1A  und der zugehörigen 2. Harmonische-Amplitude 2A  der horizontalen 
Partikelgeschwindigkeit u . Es ist dabei zu erkennen, dass die Fundamentalamplitude 
im Kernbereich des Prüfkopfdurchmessers TD  ein hohes Niveau besitzt und nur leicht 
divergiert. Die 2. Harmonische zeigt den zu erwartenden linearen Anstieg der 
Amplitude mit zunehmender Ausbreitungsentfernung. Überdies fällt das stärker ausge-
prägte divergente Ausbreitungsverhalten bei der 2. Harmonischen auf.  

Abbildung 4.17: Räumliche Verteilung der Par-
tikelgeschwindigkeitsamplitude uA   bei der Funda-
mentalfrequenz 200 kHzf =  für den quadratisch
nichtlinear-elastischen Fall. 

Abbildung 4.18: Räumliche Verteilung der Parti-
kelgeschwindigkeitsamplitude uA   bei der 2. Harmo-
nischen-Frequenz 400 kHzf =  für den quadratisch 
nichtlinear-elastischen Fall. 

Das entsprechende Ergebnis für den hysteretisch nichtlinearen Fall ist in den Abbil-
dungen 4.19 und 4.20 illustriert. Die Verteilung der Fundamentalamplitude ist dabei 
ähnlich zu dem quadratisch nichtlinear-elastischen Fall, wobei der Absolutwert der 
Fundamentalamplitude aufgrund der hysteretisch nichtlinearen Dämpfung etwas gerin-
ger ausfällt. Die 3. Harmonische-Amplitude zeigt ebenfalls den zu erwartenden linearen 
Anstieg über den zurückgelegten Weg x der Wellenausbreitung. Weiterhin ist die Di-
vergenz etwas flacher als im quadratisch nichtlinear-elastischen Fall. 
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Abbildung 4.19: Räumliche Verteilung der Par-
tikelgeschwindigkeitsamplitude uA   bei der Funda-
mentalfrequenz 200 kHzf =  für den hysteretisch
nichtlinearen Fall. 

 
Abbildung 4.20: Räumliche Verteilung der Parti-
kelgeschwindigkeitsamplitude uA   bei der 3. Harmo-
nischen-Frequenz 600 kHzf =  für den hysteretisch 
nichtlinearen Fall.

4.2.2 2-D lokalisierte kreisförmige Schädigung in einem 
Betonkörper 

Im nächsten Schritt wird das 2-D elastodynamische Problem der nichtlinearen Wellen-
ausbreitung in einem lokal geschädigten Beton numerisch untersucht. Hierfür wird nach 
Abbildung 4.21 das ursprüngliche 2-D Berechnungsgebiet eines Betonkörpers (vgl. Ab-
bildung 4.1) um einen mittig angeordneten kreisförmigen Schädigungsbereich erweitert. 

y

x

CPML

CPML

C
P

M
L

F
re

ie
r 

R
an

d
F
re

ie
r 

R
an

d

8xl

8yl

2yl

2yl

8yl

Knotenx yN N×

()
(

)
T

re
ct

x
P

S
t

y
D

σ
=

−
⋅

2xl 2xl

Perfekter Beton

Schädigung
(nichtlinear)

SD

 
Abbildung 4.21: Prinzipskizze des Berechnungsgebietes mit einer lokalisierten, kreisförmigen Schädi-
gung für eine 2-D Halbebene unter einer zeithabhängigen linienförmigen Erregung. 
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Dabei wird das als perfekt angenommene Gebiet um den Schädigungsbereich als ideal 
linear-elastisch mit den linearen Materialeigenschaften nach der Tabelle 4.5 beschrieben 
und der geschädigte Bereich durch ein nichtlinear-elastisches Materialverhalten model-
liert. Wie im vorigen Abschnitt wird hierbei das quadratisch nichtlinear-elastische sowie 
das hysteretisch nichtlineare Materialverhalten (DUHEM-Modell) berücksichtigt. Die 
zugehörigen nichtlinearen Parameter werden ebenfalls aus den Tabellen 4.5 und 4.6 
übernommen. Weiterhin werden die Simulationsparameter aus Tabelle 4.7 verwendet.  

Zunächst wird untersucht, welche Einflüsse der Prüfkopfdurchmesser TD  und der 
Durchmesser SD  des kreisförmigen Schädigungsbereiches auf den akustischen NLP ha-
ben. Hierzu wird der akustische NLP entsprechend 2

2 1/A Ab =  analysiert. Die hierfür 
notwendige Auswertung der Harmonischen-Amplituden 1A  und 2A  im Frequenzspekt-
rum bezieht sich dabei, wie bisher, auf das Zeitsignal der horizontalen Partikelgeschwin-
digkeit ( , 0, )xu x l y t= = . Die beiden Durchmesser TD  und SD  werden variiert und die 
zugehörigen Werte für den akustischen NLP b  werden in der Abbildung 4.22 aufge-
tragen. Man erkennt hierbei, dass sich der akustische NLP b  mit steigendem Prüf-
kopfdurchmesser TD  leicht erhöht. Durch die geringere Divergenz bei größerem Durch-
messer des akustischen Strahls nimmt hier die Signalamplitude mit zunehmendem Ab-
stand x entsprechend langsamer ab als bei einem kleineren Durchmesser. Somit steht 
aufgrund der eher gebündelten Fundamentalstrahlung mehr mechanische Energie für 
die Erzeugung höherharmonischer Anteile zur Verfügung. Weiterhin erkennt man, dass 
der akustische NLP nahezu quadratisch vom Durchmesser SD  des geschädigten Berei-
ches abhängt. Dieses Verhalten wurde prinzipiell schon in [118] festgestellt.  

 

Abbildung 4.22: Änderung des akustischen NLP 2
2 1/A Ab =  in Abhängigkeit vom Prüfkopfdurchmes-

ser TD  und des Durchmessers SD  der Schädigung. 
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Wie für den gleichmäßig geschädigten Fall im Abschnitt zuvor sollen im Folgenden die 
unterschiedlichen relativen akustischen NLP nach den Gleichungen (4.3) und (4.4) für 
einen simulierten Schädigungszustand untersucht werden. Hierzu wird der Durchmesser 
der kreisförmigen Schädigung mit S 20 mmD =  festgelegt und der quadratisch nichtli-
near-elastische und hysteretisch nichtlineare Fall getrennt behandelt. 

Die Ergebnisse dieser Auswertung in den Tabellen 4.10 und 4.11 zeigen dabei deutlich, 
dass auch in diesem Fall die beiden relativen akustischen NLP 3b ¢  und 3a¢  den Verlauf 
der materiellen NLP (b  und a ) am besten wiedergeben. Generell sind jedoch die Ab-
weichungen zum dämpfungsfreien Referenzfall refb¢  und refa¢  bei der quadratisch nicht-
linear-elastischen wie auch bei der hysteretisch nichtlinearen Schädigung (siehe Tabel-
len 4.10 und 4.11) deutlich ausgeprägter als bei der zuvor betrachteten gleichmäßigen 
verteilten Schädigung (vgl. Tabellen 4.8 und 4.9). 

Tabelle 4.10: 2-D lokale kreisförmige Schädigung (quadratisch nichtlinear-elastisch); Ausgewählte re-
lative akustische NLP 1b ¢ - 3b ¢  für unterschiedliche Q-Faktoren (ZENER-Modell) und unterschiedliche ma-
terielle NLP b  und relativer akustischer NLP refb ¢  für L,T 60 konst.Q = =  

 Material- 
parameter 

Relativer akustischer NLP 

1b ¢  2b ¢  3b ¢  refb¢  

0 0/b b  1,0
1,0 1,0 1,0 1,0 

L,TQ  60 

1 0/b b  1,2
1,174 1,182 1,191 1,204 

L,TQ  50 

2 0/b b  1,4
1,323 1,346 1,369 1,408 

L,TQ  40 

3 0/b b  1,6
1,423 1,473 1,524 1,612 

L,TQ  30 

4 0/b b  1,8
1,421 1,520 1,626 1,816 

L,TQ  20 

5 0/b b  2,0
1,149 1,348 1,582 2,020 

L,TQ  10 
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Tabelle 4.11: 2-D lokale kreisförmige Schädigung (hysteretisch nichtlinear); Ausgewählte relative akus-
tische NLP 1a¢ - 3a¢  für unterschiedliche Q-Faktoren (ZENER-Modell) und unterschiedliche materielle NLP 
a  und relativer akustischer NLP refa¢  für L,T 60 konst.Q = =  

 Material- 
parameter 

Relativer akustischer NLP 

1a¢  2a¢  3a¢  refa¢  

0 0/a a  1,0
1,0 1,0 1,0 1,0 

L,TQ  60 

1 0/a a  1,2
1,174 1,181 1,188 1,193 

L,TQ  50 

2 0/a a  1,4
1,331 1,350 1,370 1,384 

L,TQ  40 

3 0/a a  1,6
1,457 1,498 1,540 1,573 

L,TQ  30 

4 0/a a  1,8
1,514 1,597 1,685 1,760 

L,TQ  20 

5 0/a a  2,0
1,366 1,554 1,768 1,945 

L,TQ  10 

 

Je nach Größe, Form und Art des Schädigungsbereiches entsteht in diesem heterogenen 
elastodynamischen Fall ein charakteristisches nichtlineares Wellenstreufeld. Zur Visu-
alisierung dieses Effektes wird wie bei dem gleichmäßig geschädigten Fall das Zeitsignal 
der horizontalen Partikelgeschwindigkeit u  in allen Knotenpunkten des 2-D Berech-
nungsgebietes gespeichert und anschließend das zugehörige Frequenzspektrum des Ge-
samtgebietes erstellt. In der Abbildung 4.23 ist dazu die räumliche Verteilung der 
2. Harmonischen-Amplitude im 2-D Berechnungsgebiet für den quadratisch nichtli-
near-elastischen Fall dargestellt. Dabei ist zu erkennen, dass die höherharmonische 
Welle im Kernbereich des nichtlinearen Schädigungsgebiets entsteht und sich von dort 
in positiver x-Richtung ausbreitet. Für den hysteretisch nichtlinearen Fall ergibt sich 
ein ähnliches Bild (siehe Abbildung 4.24), wobei sich in diesem Fall das Wellenstreufeld 
deutlich fokussierter in x-Richtung ausbreitet. Dabei ist zu beachten, dass die Ausprä-
gung und die Orientierung des Wellenstreufeldes stark vom Verhältnis der Wellenlänge 
der Fundamentalwelle zum Durchmesser der Schädigung abhängen. Dieser Zusammen-
hang und die Eigenschaften des nichtlinearen Wellenstreufeldes sollen im folgenden 
letzten Abschnitt dieses Kapitels detaillierter betrachtet werden.  
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Abbildung 4.23: Räumliche Verteilung der Par-
tikelgeschwindigkeitsamplitude uA   bei der 2. Har-
monischen-Frequenz 400 kHzf =  für eine lokali-
sierte und quadratisch nichtlinear-elastische Schä-
digung. 

Abbildung 4.24: Räumliche Verteilung der Parti-
kelgeschwindigkeitsamplitude uA   bei der 3. Har-
monischen-Frequenz 600 kHzf =  für eine lokali-
sierte und hysteretisch nichtlineare Schädigung. 

 

Zusammenfassend lässt sich aus den bisher durchgeführten numerischen Untersuchun-
gen feststellen, dass für unterschiedliche Dämpfungsmodelle sowie für den gleichmäßig 
geschädigten und den lokalisiert geschädigten Fall die Beschreibung der Änderung der 
Nichtlinearität mit den relativen akustischen NLP in guter Näherung möglich ist. Wei-
terhin wird herausgestellt, dass insbesondere die Größe bzw. der Durchmesser SD  der 
lokalen Schädigung einen entscheidenden Einfluss auf die Ausprägung des nichtlinearen 
Wellenstreufeldes haben. 

4.3 3-D lokalisierte kugelförmige nichtlinear-elastische 
Betonschädigung 

Im Folgenden soll das nichtlineare Wellenstreufeld infolge eines lokal geschädigten Be-
reiches in einem linear-elastischen ungeschädigten Betonkörper insbesondere im Hin-
blick auf die charakteristische Form des Wellenstreufeldes untersucht werden [5].  

Hierzu wird eine 3-D numerische Simulation durchgeführt. Dabei wird die Schädigung 
innerhalb eines kugelförmigen Bereiches in einem physikalischen Berechnungsgebiet 
zum einen als quadratisch nichtlinear-elastisch und zum anderen als hysteretisch nicht-
linear-elastisch angenommen. Der 3-D Halbraum wird im ersten Fall durch eine zeit-
abhängige Normalspannung xs  (siehe Abbildungen 4.25 und 4.26) und im zweiten Fall 
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durch eine zeitabhängige Schubspannung xyt  (siehe Abbildungen 4.27 und 4.28) auf 
der freien Oberfläche bei 0x =  beansprucht. Dabei wird ein würfelförmiges physikali-
sches Berechnungsgebiet mit den Abmessungen x y zl l l= = =  20 mm und der Knoten-
anzahl 100x y zN N N= = =  numerisch simuliert. 

 

y

x

CPML

CPML

C
P

M
L

F
re

ie
r 

R
an

d
F
re

ie
r 

R
an

d

8xl

8yl

2yl

2yl

8yl

2xl 2xl

Perfekter Beton

Kugelförmige 
Schädigung

SDz

 Knotenx y zN N N× ×

()
(

)
(

)
re

ct
re

ct
y

z
x

y
l

z
l

P
S
t

s
=

-
⋅

 

x

z
y

( ) ( ) ( )r  rect ectyx zy l zS lP ts =- ⋅

Abbildung 4.25: Prinzipskizze des Berechnungs-
gebietes eines 3-D Halbraumes unter einer zeitab-
hängigen flächenförmigen Erregung. 

 Abbildung 4.26: 3-D Halbraum unter Einwir-
kung einer zeitabhängigen Flächenlast in x-Rich-
tung.  
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Abbildung 4.27: Prinzipskizze des Berechnungs-
gebietes eines 3-D Halbraumes unter einer zeitab-
hängigen flächenförmigen Erregung. 

 Abbildung 4.28: 3-D Halbraum unter Einwir-
kung einer zeitabhängigen Flächenlast in x-Rich-
tung. 
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Die Randbedingungen werden für die normale Erregung durch 
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 (4.5) 

und für die tangentiale Erregung durch 
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 (4.6) 

definiert. Da in dieser Untersuchung nur das nichtlineare Wellenstreufeldproblem ana-
lysiert werden soll, wird auf eine Berücksichtigung der Dämpfung in den konstitutiven 
Gleichungen verzichtet. Zur Modellierung des hysteretisch nichtlinear-elastischen Ma-
terialverhaltens wird auf das rein elastische und 1-D Hysteresemodell nach NAZAROV 
(siehe Gleichung (2.25)) zurückgegriffen. Hierbei wird das übliche Vorgehen zur Über-
tragung der 1-D konstitutiven Gleichung auf den 3-D Fall unter Verwendung der KEL-

VIN-Methode herangezogen und das hysteretisch nichtlinear-elastische Verhalten für 
alle sechs unabhängigen Hauptrichtungen des KELVIN-Eigensystems (siehe Gleichungen 
(2.33)-(2.35)) angesetzt. Die zugehörigen Materialwerte für die quadratisch nichtlinear-
elastischen wie die hysteretisch nichtlinear-elastischen Berechnungen sind in den Ta-
bellen 4.12 und 4.13 angegeben. Weiterhin sind die maßgebenden Simulationsparameter 
der Tabelle 4.14 zu entnehmen. Hierbei werden die Materialwerte wieder in Anlehnung 
an die im experimentellen Teil dieser Arbeit untersuchten Betonproben gewählt.  

Tabelle 4.12: Materialparameter des quadratisch nichtlinear-elastischen Betons. 

0r  l  m  l m n 
3kg mé ù

ê úë û  
GPaé ùê úë û GPaé ùê úë û GPaé ùê úë û GPaé ùê úë û GPaé ùê úë û  

2350 9,75 15,00 -2000 -2000 -2000 

Tabelle 4.13: Materialparameter des hysteretisch nichtlinear-elastischen Betons (NAZAROV-Modell). 

0r  l  m  Na  1g  2g  3g  4g  Nn  
3kg mé ù

ê úë û  
GPaé ùê úë û  GPaé ùê úë û  

é ù-ê úë û  
é ù-ê úë û  

é ù-ê úë û  
é ù-ê úë û  

é ù-ê úë û  
é ù-ê úë û  

2350 9,75 15,00 0 300 300 300 300 2 
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Tabelle 4.14: Simulationsparameter. 

P Sigf  SigT  gesT  tD
MPaé ùê úë û  kHzé ùê úë û smé ùê úë û  smé ùê úë û  smé ùê úë û  

-31,05 100 60 67,92 0,0015

Die einachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehung ist in der Abbildung 4.29 dargestellt. 
Wie im Abschnitt 4.2 wird dabei die Dehnungsfunktion 40000( ) 0,003 sin(2 ) tt ft ee p - ⋅= ⋅ ⋅  
vorgegeben und in der Abbildung 4.12 gezeigt. Im Unterschied zu der in Abbildung 
4.11 dargestellten Hysterese handelt es sich in diesem Fall nicht um eine teilelastische 
Hysterese sondern um eine vollständig elastische Hysterese, da, wie in der Abbildung 
4.29 zu erkennen, im spannungsfreien Zustand auch die Dehnung gleich null ist.  

 
Abbildung 4.29: Einachsige Spannungs-Dehnungs-Beziehung für das quadratisch nichtlinear-elastische 
Materialgesetz und für das hysteretisch nichtlinear-elastische Materialgesetz (NAZAROV-Modell). 

Im Folgenden wird der Durchmesser der kugelförmigen Schädigung als S 2 mmD = 

min T 25,26 mml l= »  gewählt, um hiermit klar im Bereich der klassischen RAYLEIGH-
Streuung S min( )D l  zu sein. Die nachfolgende numerische Untersuchung der nichtli-
nearen Wellenstreufelder bezieht sich dabei auf die Verschiebungsamplituden im 3-
D Raum. Um hierbei die in einem unberandeten isotropen Festkörper vorkommenden 
wesentlichen Wellenmoden (longitudinal und transversal) in Bezug auf den kugelförmi-
gen nichtlinearen Streukörper anschaulich zu machen, werden die Zeitbereichslösungen 
der Partikelverschiebungen im kartesischen Koordinatensystem ( ,  und u v w ) auf ein 
sphärisches Koordinatensystem, wie in der Abbildung 4.30 dargestellt, mit Ursprung in 
der Mitte des kugelförmigen Einschlusses transformiert. Dies erfolgt über die folgenden 
Transformationsbeziehungen: 
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 (4.7) 

Hierbei sind r , j  und q  der Radius, der Azimutwinkel und der Polarwinkel des sphä-
rischen Koordinatensystems. Des Weiteren beschreibt die Verschiebung ru  die longitu-
dinale Wellenmode und uj  bzw. uq  die transversale Wellenmode des Wellenstreufeldes 
in Bezug auf das Koordinatensystem der kugelförmigen Schädigung.  

y

x

z

θ

ϕ

r

P(r, ϕ, θ )

Kugel

 

Abbildung 4.30: Sphärisches Koordinatensystem. 

4.3.1 Quadratisch nichtlinear-elastische Betonschädigung 

Die Entstehung von harmonischen Wellen in einem quadratischen nichtlinear-elasti-
schen Medium ist hauptsächlich mit einem ausgeprägten Wellenfeld der 2. Harmoni-
schen verbunden. Daher wird in diesem Abschnitt nur der Anteil der 2. Harmonischen 
am gesamten Wellenstreufeld betrachtet. Für den Fall einer Longitudinalwellenanre-
gung xs  ist der gestreute longitudinale Anteil des Wellenfeldes der 2. Harmonischen 
durch zwei vorwärts und rückwärts gerichtete „Hauptkeulen“ charakterisiert (siehe Ab-
bildung 4.31a)). Das gestreute Wellenfeld der 2. Harmonischen beider Transversalwel-
lenmoden uj  (siehe Abbildung 4.31b)) und uq  (siehe Abbildung 4.31c)) zeigt vier 
„Hauptkeulen“ mit nahezu gleicher Amplitude in diagonalen Richtungen. In der Abbil-
dung 4.32 ist die räumliche Verteilung des von einer primären Transversalwellenanre-
gung xyt  erzeugten Wellenstreufeldes der 2. Harmonischen dargestellt. Hier wird ein 
longitudinales Wellenstreufeld der 2. Harmonischen erzeugt (Abbildung 4.32a)) mit ei-
ner nahezu gleichmäßigen Verteilung über den gesamten Umfang der Kugel. Das trans-
versale Wellenstreufeld besteht nur aus der Wellenmode uq  (Abbildung 4.32c)), wel-
ches wiederum aus vier „Keulen“ in diagonalen Richtungen besteht. Die schwach aus-
geprägte Transversalwellenmode uj  innerhalb der Schädigung (Abbildung 4.32b)) 
kann als nicht ausbreitungsfähige Wellenmode interpretiert werden und trägt nicht zur 
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gesamten harmonischen Wellenstreuung bei. Die grundlegenden Beobachtungen und 
Ergebnisse in diesem Abschnitt stimmen gut mit den entsprechenden analytischen Lö-
sungen in [118, 199, 200] überein. 

 
Abbildung 4.31: Wellenstreufeld der 2. Harmonischen ( 200 kHzf = ) bei normaler Anregung xs  und 
quadratisch nichtlinear-elastischer Schädigung: a) Longitudinales Wellenstreufeld ( ru ) und b)-c) trans-
versales Wellenstreufeld (uj  und uq ). 

 
Abbildung 4.32: Wellenstreufeld der 2. Harmonischen ( 200 kHzf = ) bei tangentialer Anregung xyt  
und quadratisch nichtlinear-elastischer Schädigung: a) Longitudinales Wellenstreufeld ( ru ) und b)-c) 
transversales Wellenstreufeld (uj  und uq ). 

4.3.2 Hysteretisch nichtlinear-elastische Betonschädigung 

Für den hysteretisch nichtlinear-elastischen Fall wird ein ausgeprägtes Feld der 3. Har-
monischen erzeugt und daher in der nachfolgenden Untersuchung näher analysiert. Die 
harmonischen Wellenstreufelder der Longitudinal- und Transversalwellen für ausge-
wählte Schnittebenen werden in den Abbildungen 4.33 und 4.34 dargestellt. Für eine 
normale Wellenanregung besteht das gestreute Longitudinalwellenfeld der 3. Harmoni-
schen aus einem ausgeprägten Dipol in x-Richtung und einem weniger ausgeprägten 
Dipol in y-Richtung (Abbildung 4.33a)). Weiterhin werden zwei transversale Wellen-
streufelder der 3. Harmonischen (uj  und uq ) erzeugt, die durch vier diagonal ausge-
richtete „Keulen“ gekennzeichnet sind (Abbildungen 4.33b) und c)). Die gestreuten hö-
herharmonischen Wellenfelder für eine Transversalwellenanregung sind in der Abbil-
dung 4.34 dargestellt. In diesem Fall ist das longitudinale Wellenstreufeld der 
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3. Harmonischen ebenfalls durch vier diagonal orientierte „Keulen“ nahezu gleicher 
Größe gekennzeichnet (Abbildung 4.34a)). Bei dem transversalen höherharmoni-
schen Wellenstreufeld ist hier zu beachten, dass nur die Transversalwellenmode mit 
einer Partikelverschiebung uj  in Richtung des Azimutwinkels j  erzeugt wird (Ab-
bildung 4.34b)), und die Transversalwellenmode uq  verschwindet (Abbildung 
4.34c)). Dieser Zusammenhang erklärt sich dabei aus der Abhängigkeit des trans-
versalen Wellenstreufeldes von der jeweiligen Polarisation der einfallenden pri-
mären Transversalwelle. Somit entsteht in diesem konkreten Fall nur ein transver-
sales Wellenstreufeld der 3. Harmonischen, dessen Polarisation, mit der der pri-
mären Transversalwelle übereinstimmt. Abschließend lässt sich zusammenfassen, 
dass die hier verwendete Methode unter Betrachtung der räumlichen Verteilung 
der Höherharmonischen im zugehörigen Frequenzspektrum eine gute Aussage hin-
sichtlich der Form und Ausprägung des nichtlinearen Wellenstreufeldes ermöglicht. 
Grundsätzlich zeigt die Untersuchung, dass abhängig von der Wellenmode und der 
Art der Nichtlinearität immer bestimmte charakteristische Formen des höherhar-
monischen Wellenstreufeldes entstehen können. 

 
Abbildung 4.33: Wellenstreufeld der 3. Harmonischen ( 300 kHzf = ) bei normaler Anregung xs  und 
hysteretisch nichtlinear-elastischer Schädigung: a) Longitudinales Wellenstreufeld ( ru ) und b)-c) trans-
versales Wellenstreufeld (uj  und uq ). 

 
Abbildung 4.34: Wellenstreufeld der 3. Harmonischen ( 300 kHzf = ) bei tangentialer Anregung xyt  
und hysteretisch nichtlinear-elastischer Schädigung: a) Longitudinales Wellenstreufeld ( ru ) und b)-c) 
transversales Wellenstreufeld (uj  und uq ). 
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5 Experimentelle Ultraschalluntersuchungen 
von Hochleistungsbetonen 

In diesem Kapitel werden die Materialeigenschaften und insbesondere die Schädigungs-
entwicklung in Hochleistungsbetonen mittels Ultraschalltechnik untersucht. Dabei wer-
den die wesentlichen Unterschiede zu normalfestem Beton beschrieben und die maßge-
benden Einflussfaktoren auf der mikrostrukturellen Ebene diskutiert. Daneben wird die 
Sensitivität linearer und nichtlinearer Ultraschalltechnik hinsichtlich der frühzeitigen 
Materialschädigung kritisch beurteilt und gegenübergestellt. Hierzu werden im Wesent-
lichen die Laufzeitmessung, die Dämpfungsmessung und die Analyse der höherharmo-
nischen Signalanteile eingesetzt. Dabei wird unter anderem der im vorigen Kapitel be-
handelte Dämpfungseinfluss auf die nichtlineare Ultraschallwellenausbreitung berück-
sichtigt.  

5.1 Hochleistungsbetone 

Aus werkstofftechnischer Sicht stellt Beton einen porösen und heterogenen Verbund-
werkstoff dar. Dabei ist die Gesteinskörnung (Sand und Kies unterschiedlicher Größe 
und Formen) in der festen Zementmatrix (Zement und Wasser) eingebunden. Die zent-
rale chemische Reaktion bei der Erhärtung des Zementleims zum Zementstein ist dabei 
die Hydratation. Diese beschreibt das Abbinden des Zements unter Wasserzugabe zu 
ineinander verzahnten Hydratphasen. Die wesentlichen Hydratphasen, welche ca. 50-
60% des Gesamtvolumens des hydratisierten Zements ausmachen [146] und entschei-
denden Einfluss auf die Druckfestigkeit des Betons haben, sind dabei die sogenannten 
Calciumsilikathydrat-Phasen (kurz CSH-Phasen). Neben weiteren chemischen Verbin-
dungen (Calcium-Hydroxid, Calcium Sulfoaluminate) bilden sich insbesondere unter-
schiedliche Poren (Gelporen, Kapillarporen, Luftporen, Verdichtungsporen) in der hyd-
ratisierten Zementmatrix, welche einen großen Einfluss auf die Festigkeitsentwicklung 
von Beton haben. Zudem bestimmt die Verbundschicht zwischen der Gesteinskörnung 
und der Zementmatrix in besonderem Maße die Eigenschaften des Betons [28, 109]. 
Diese Zwischenschicht bzw. Verbundschicht wird in der Literatur häufig als Interfacial 
Transition Zone (ITZ) bezeichnet. Aufgrund der behinderten bzw. eingeschränkten 
CSH-Bildung ist diese Verbundzone insbesondere durch ein gehäuftes Vorkommen von 
Calciumhydroxid und Etringit-Verbindungen sowie durch eine ausgeprägte Porosität 
charakterisiert (siehe Abbildung 5.1a)) [28, 109]. Hierdurch wird die Festigkeit in 
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diesem Bereich deutlich herabgesetzt. Betrachtet man daher das Bruchverhalten von 
normalfestem Beton, so lässt sich feststellen, dass aufgrund der deutlichen Festigkeits-
differenz und der damit einhergehenden Spannungskonzentration zwischen der Ge-
steinskörnung und der Verbundzone das Risswachstum (Mikrorisswachstum) in der 
Regel in diesem Bereich beginnt und von dort fortschreitet. Aufgrund der vergleichs-
weise hohen Heterogenität und Porosität sowie infolge der „schwachen“ ITZ ergibt sich 
für normalfesten bzw. konventionell hergestellten Beton ein Maximum der erreichbaren 
Druckfestigkeit von ca. 50 MPa [28, 109]. Um diese nachteiligen festigkeitsmindernden 
Einflüsse von normalfestem Beton zu minimieren bzw. die Materialeigenschaften zu 
optimieren, wurden die sogenannten Hochleistungsbetone entwickelt. Der Begriff des 
Hochleistungsbetons bezieht sich dabei auf Betone, deren Materialeigenschaften oder 
Leistungsfähigkeiten diejenigen eines konventionellen Betons substanziell übersteigen 
bzw. übertreffen. Dabei bezieht man sich wiederum mit der Definition der Leistungsfä-
higkeiten insbesondere auf die erreichbare Festigkeit, Dauerhaftigkeit und Duktilität 
eines Betons [28]. Da mit zunehmender Festigkeit des Betons in der Regel auch die 
übrigen Materialeigenschaften günstig beeinflusst werden, hat sich zur Bezeichnung 
eines hochfesten Betons der Begriff des High Performance Concrete (HPC, dt.: Hoch-
leistungsbeton) in Abgrenzung zum Ordinary Performance Concrete (OPC, dt.: Nor-
malleistungsbeton) bzw. normalfesten Beton etabliert [53, 109].  

Bezugnehmend auf die oben beschriebenen leistungsfähigkeits- bzw. festigkeitsmindern-
den Einflüsse des OPC, liegt der grundlegende werkstofftechnische Ansatz zur Erzie-
lung optimierter Betoneigenschaften in der Verdichtung und Homogenisierung des Ma-
terialgefüges, welche im Wesentlichen durch die Verwendung niedriger Wasserzement-
werte und die Zugabe von reaktiven Feinststoffen, wie Quarzmehl und Silikastaub, 
erreicht werden kann. Hierbei führt der niedrige Wasserzementwerte ( / 0, 35)w z £  in-
folge der unvollständigen Hydratation zu einer Minimierung des ungebundenen Wassers 
innerhalb der Zementmatrix und damit zur Reduzierung des Kapillarporenanteils. Wei-
terhin bewirken die reaktiven Feinststoffe eine Mikroverdichtung des Betons, indem 
diese die Poren zwischen den sehr viel größeren Zementkörnern auffüllen. Zudem wird 
hierdurch die Verbundzone positiv beeinflusst, indem der erhöhte Calcium- und Ett-
ringitgehalt in diesem Bereich unter anderem durch eine puzzolanische Sekundärreak-
tion deutlich gesenkt wird (siehe Abbildung 5.1b)). Durch das sehr dichte Materialge-
füge und die optimierte Verbundzone erreicht man somit einen zunehmend defektfreien 
und homogenen Beton, dessen Druckfestigkeit Werte weit über den üblichen 50 MPa 
eines OPC erreicht. Um dabei die Verarbeitbarkeit und Fließfähigkeit zu gewährleisten, 
werden zudem geeignete Fließmittel eingesetzt.  
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Abbildung 5.1: Hydratation eines a) normalfesten Betons und b) hochfesten Betons nach [109]. 

Mit zunehmendem betontechnologischem Fortschritt konnten in den letzten Jahren 
Hochleistungsbetone mit einer Druckfestigkeit von über 150 MPa entwickelt werden 
[65]. Um diese von den bereits genormten hochfesten Betonen (HPC) der Festigkeits-
klasse C55/67 bis C100/115 abzugrenzen, wurde hierzu der Begriff der ultrahochfesten 
Betone eingeführt, welche auch als Ultra-High Performance Concretes (UHPC, dt.: 
Ultrahochleistungsbetone) bezeichnet werden. Für eine derart hohe Druckfestigkeit er-
hält man einen sehr homogenen und dichtgepackten Beton mit einem sprödem Materi-
alverhalten. Dabei kann der ultrahochfeste Beton bei Erreichen der Druckfestigkeit 
schlagartig und ohne Vorankündigung versagen. Um diesem Materialverhalten entge-
genzuwirken und zur Verbesserung des Nachrissverhaltens, werden dem ultrahochfesten 
Beton üblicherweise Stahlfasern zugegeben. Insbesondere dienen die Fasern dabei der 
Übertragung von Zugkräften über die Rissflanken nach dem Überschreiten der Matrix-
zugfestigkeit. Somit wirken sich die Fasern günstig auf das Mikrorissverhalten des 
UHPC aus, indem die Rissbreiten verkleinert werden und eine gleichmäßigere Vertei-
lung der Risse über das Betongefüge erzielt wird [126, 127].  
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In der Literatur wird faserverstärkter UHPC häufig als Ultra-High Performance Fibre 
Reinforced Concrete (UHPFRC, dt.: ultrahochfester faserverstärkter Beton) bezeich-
net. Zusätzlich lässt sich eine Unterteilung des UHPC in Grobkorn- bzw. Feinkorn-
UHPC machen. Für einen Grobkorn-UHPC werden in der Regel Gesteinskörnungen 
hoher Festigkeit, wie Basalt oder Quarz, mit einer Größtkornabmessung zwischen 1 mm 
und 16 mm verwendet. UHPC-Rezepturen mit einer maximalen Korngröße von unter 
1 mm werden dabei üblicherweise zur Herstellung eines Feinkorn-UHPC verwendet. 
Generell führt die sukzessive Steigerung der Festigkeit eines Betons auch zu einer Än-
derung im linear- und nichtlinear-elastischen Verhalten. Die Abbildung 5.2 zeigt quali-
tativ die Spannungs-Dehnungskurven eines OPC, HPC und UHPC. Es wird hierbei 
deutlich, dass mit zunehmender Druckfestigkeit der ausgeprägte nichtlineare Bereich 
eines OPC ab ca. 50% der Druckfestigkeit für den HPC und UHPC deutlich verkleinert 
ist und erst bei einem hohen Spannungsniveau auftritt. Die Minimierung des nichtli-
near-elastischen bzw. plastischen Materialverhaltens hin zu einem nahezu ideal linear-
elastischen Verhalten liegt dabei insbesondere in der optimierten ITZ begründet. Ge-
rade diese Unterschiede im Materialverhalten, in der Gefügestruktur und bei der Schä-
digungsentwicklung sollen im nachfolgenden experimentellen Teil dieser Arbeit zur Be-
urteilung der Ergebnisse der Ultraschalluntersuchung herangezogen und diskutiert wer-
den.  

Für die nachfolgenden experimentellen Versuche werden dabei drei ausgewählte Be-
tonsorten verwendet und geprüft: Ein HPC, ein Feinkorn-UHPC sowie ein stahlfaser-
verstärker Feinkorn-UHPC (UHPFRC). Die zugehörigen Betonrezepturen sind dabei 
in den Tabellen 5.1-5.3 aufgeführt. 

 
Abbildung 5.2: Spannungs-Dehnungs-Kurve für einen OPC, HPC und UHPC. 
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Tabelle 5.1: Zusammensetzung des hochfesten 
Betons (HPC-Mischung). 

Zement (52,5 R) 505,00 3[kg/m ]
Fließmittel 2,00 3[kg/m ]
Wasser 184,70 3[kg/m ]
Sand (0/2) 413,40 3[kg/m ]
Kies (2/8) 715,90 3[kg/m ]
Kies (8/16) 498,30 3[kg/m ]
w/z-Wert1) 0,37  

1) unter Berücksichtigung des Fließmittels 

Tabelle 5.2: Zusammensetzung des ultrahoch-
festen Betons (UHPC-Mischung). 

Zement (52,5 R) 790,55 3[kg/m ]
Fließmittel 22,76 3[kg/m ]
Wasser 186,13 3[kg/m ]
Quarzsand (0,125/0,5) 982,24 3[kg/m ]
Silikastaub 167,62 3[kg/m ]
Feinquarz (0/0,125) 200,70 3[kg/m ]
w/z-Wert1) 0,26  

1) unter Berücksichtigung des Fließmittels 
 

Tabelle 5.3: Zusammensetzung des stahlfaserverstärkten 
ultrahochfesten Betons (UHPFRC-Mischung). 

Zement (52,5 R) 765,67 3[kg/m ]
Fließmittel 26,22 3[kg/m ]
Wasser 194,73 3[kg/m ]
Quarzsand (0,125/0,5) 950,67 3[kg/m ]
Silikastaub 160,79 3[kg/m ]
Feinquarz (0/0,125) 194,62 3[kg/m ]
Stahlfasern (10/0,1751)) 196,25 3[kg/m ]
w/z-Wert2) 0,28
1) Fasergehalt: 2,5 [Vol.-%] 
2) unter Berücksichtigung des Fließmittels  

 

5.2 Messtechnik und Aufbau 

In der Abbildung 5.3 ist der für die nachfolgend durchgeführten Ultraschallexperimente 
maßgebende Ultraschallmessaufbau dargestellt. Das Kernstück bildet dabei das Ultra-
schallmesssystem RAM-5000 SNAP der Firma Ritec. Dieses wurde speziell für die Ana-
lyse und Messung kleinster Änderungen im Empfangssignal entwickelt. Auf der Sen-
derseite verfügt dieses Gerät über Hochleistungs-Torschaltverstärker (Gated-Ampli-
fier), welche ein Hochfrequenzsignal (HF-Signal) hoher Amplitude (bis zu 1700 V) mit 
sehr geringer nichtlinearer Verzerrung (elektrische Oberschwingungen) erzeugen. Diese 
Eigenschaft ist insbesondere für die nichtlineare Ultraschalltechnik unabdingbar, da zur 
Visualisierung der sehr kleinen höherharmonischen Anteile (materielle Nichtlinearität) 
eine hohe Wellenamplitude (Fundamentalamplitude) notwendig ist, welche zudem mit 
Blick auf eine zuverlässige Ultraschallmessung nicht durch höherharmonische Anteile 
aus dem elektronischen Stromkreislauf überlagert sein sollte.  
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Abbildung 5.3: Schematische Darstellung des Ultraschallmessaufbaus.  

Auf der Empfängerseite ist das RAM-5000-SNAP System überdies mit einem phasen-
sensitiven Überlagerungsempfänger ausgestattet. Hiermit lässt sich das Frequenzspekt-
rum des Empfangssignals mit hoher Auflösung analog erzeugen. Weiterhin ist über die 
interne Phasenauswertung des Signals die Messung sehr kleiner Laufzeitänderungen im 
Signal möglich. Die benutzerdefinierten Einstellungen werden über eine PC-Schnitt-
stelle unter Verwendung der integrierten Systemsoftware vorgenommen. Hiermit lassen 
sich auf der Senderseite die Signalfrequenz, die Signaldauer und die Signalamplitude 
vorgeben. Auf Empfängerseite bietet die Software unterschiedliche Einstellungen zur 
Steuerung der integrierten Hochpass- und Tiefpassfilter des Systems. Weiterhin kann 
hier der Bereich des auszuwertenden Signals angegeben werden. Zur Visualisierung der 
Zeitsignale auf der Sender- und Empfängerseite ist das Ultraschallmesssystem mit ei-
nem digitalen Oszilloskop der Firma Tektronix (DPO 5034) ausgestattet. Zur Um-
wandlung der elektronischen Signale in mechanische Wellen bzw. zum Senden der Ult-
raschallsignale werden größtenteils schmalbandige Niederfrequenz-Longitudinalwellen-
prüfköpfe der Firma General-Electrics mit einer Mittenfrequenz von ca. 200 kHz ver-
wendet (siehe Abbildung 5.4, links). Auf der Empfängerseite werden für die meisten 
Versuche breitbandige Niederfrequenzprüfköpfe der Firma General Electrics mit einer 
Mittenfrequenz von ca. 500 kHz eingesetzt (siehe Abbildung 5.4, mittig). Zusätzlich 
werden Niederfrequenz-Transversalwellenprüfköpfe mit einer Mittenfrequenz von ca. 
400 kHz verwendet (siehe Abbildung 5.4, rechts). Da sich in Vorversuchen ein 
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zunehmend nichtlineares Verhalten der Prüfköpfe bei zu hohen Eingangsspannungen 
zeigte, wurde der Spitze-Tal-Wert der Eingangsspannung mit ca. 500 V so gewählt, 
dass man auf der einen Seite eine ausreichend hohe Signalamplitude für die nichtlineare 
Ultraschallprüfung erzielte, aber gleichzeitig nicht in den unerwünschten nichtlinearen 
Bereich der Prüfköpfe selbst gelangte. Zur Ankopplung der Longitudinalwellen-Prüf-
köpfe wurde in den nachfolgenden Experimenten aufgrund der rauen Betonoberfläche 
technische Vaseline verwendet und im Fall der Transversalwellen-Prüfköpfe zur Über-
tragung der Scherwellen kristallisierter Honig (aufgekocht) eingesetzt. Weiterhin wur-
den für den Großteil der experimentellen Versuche die Proben im Durchschallungsmo-
dus („Zwei-Kopf-Betrieb“) getestet. Lediglich zur Bestimmung der longitudinalen und 
transversalen Wellengeschwindigkeiten in UHPC/UHPFRC wurde eine Prüfung im Im-
puls-Echo-Modus durchgeführt. Zur Fixierung der Ultraschall-Prüfköpfe während der 
Versuche wurden Halterungen aus Holz bzw. Schraubzwingen eingesetzt.  

 

Abbildung 5.4: Verwendete Niederfrequenz-Ultraschallprüfköpfe. 

5.3 Ultraschalluntersuchungen zur Faserorientierung in 
stahlbewehrtem ultrahochfestem Beton 

Stahlfasern erhöhen nicht nur die Duktilität des UHPFRC, sondern ermöglichen dem 
Beton auch die Übertragung von Zugspannungen über die Rissflanken. Hiermit lässt 
sich insbesondere das Nachrisszugverhalten [126, 127] verbessern und eine deutliche 
Erhöhung der Tragfähigkeit von UHPFRC-Bauteilen unter Biege-, Schub- und/oder 
Torsionsbelastungen erzielen [65]. Um von diesen positiven Effekten und Eigenschaften 
in der Tragwerksplanung zu profitieren, ist die Kenntnis der genauen Faserverteilung 
und -orientierung innerhalb eines Bauteils erforderlich und von entscheidender Bedeu-
tung [144, 223]. 
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Derzeit stehen verschiedene zerstörungsfreie Prüfmethoden zur Beurteilung der Faser-
verteilung bzw. Faserorientierung zur Verfügung, z. B., die Computertomographie, die 
Impedanzspektroskopie, die Mikrowellenmethode und die elektromagnetische Indukti-
onsmethode [215, 222]. Die Anwendung dieser Methoden ist jedoch technologischen 
Grenzen unterworfen und sie werden üblicherweise im Labormaßstab und für kleine 
Probengrößen durchgeführt. Daneben hat sich als zerstörende Prüfmethode in diesem 
Feld die optoanalytische bzw. fotooptische Methode etabliert. 

In dieser Studie wird eine neuartige lineare Ultraschallmethode zur Bestimmung der 
Hauptorientierung der Stahlfasern im UHPFRC erprobt. Hierzu werden im Impuls-
Echo-Modus die Wellengeschwindigkeitsänderungen polarisierter Ultraschall-Transver-
salwellen unter Prüfkopfrotation ermittelt. Hieraus ergibt sich ein charakteristischer 
Verlauf der Wellengeschwindigkeitsänderung in Abhängigkeit des zugehörigen Rotati-
onswinkels, welcher als Ausgangspunkt zur Bestimmung der Hauptorientierung der Fa-
sern in den UHPFRC-Proben dient. Um die mittels der Ultraschalltechnik vorherge-
sagten Hauptorientierung der Fasern mit der tatsächlichen Ausrichtung der Fasern im 
UHPFRC zu vergleichen, wurden die Proben anschließend mittels der optoanalytischen 
Methode hinsichtlich der Faserverteilung und -orientierung untersucht [8].  

Ultraschallprüfungen von UHPC wurden bisher nur gelegentlich durchgeführt. Es 
wurde bereits festgestellt, dass UHPC aufgrund seiner dichten Mikrostruktur und ver-
gleichsweise hohen Homogenität besonders für hochauflösende Ultraschallprüfungen ge-
eignet ist [221]. Insbesondere wurde gezeigt, dass der durch die Ultraschallmessung 
bestimmte dynamische Elastizitätsmodul außerdem gut mit dem aus den einachsigen 
Druckprüfungen erhaltenen statischen Elastizitätsmodul übereinstimmt. Für Feinkorn-
UHPC können überdies hohe Prüffrequenzen im Bereich von 1 MHz verwendet werden, 
da die maximale Korngröße im Bereich von ca. 1 mm immer noch deutlich unter der 
zugehörigen Wellenlänge liegt, was wiederum zu einer höheren Auflösung der Beton-
struktur führt. Für den UHPFRC kann ein ähnlicher Frequenzbereich verwendet wer-
den, da die Fasern hier keinen wesentlichen Einfluss auf das Signal-Rausch-Verhältnis 
haben. 

Eine faserinduzierte Anisotropie wurde bereits bei den UHPFRC-Proben unter stati-
scher Druckbelastung beobachtet [47]. Dort wurden verschiedene Ansätze unter Be-
rücksichtigung der transversalen Isotropie angewendet, die je nach Belastungsrichtung 
eine Variation der elastischen Parameter zwischen 5 und 10% vorhersagen. In [144] 
wurden direkte Zugversuche an UHPFRC-Proben mit unterschiedlichen Faserorientie-
rungen durchgeführt. In dieser Studie variierte der Elastizitätsmodul ebenfalls im Be-
reich zwischen 5 bis 10% abhängig von der jeweiligen Faserorientierung. 
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Der Betrag der Änderung bzw. Variation legt nahe, dass die Anisotropie der elastischen 
Parameter auch durch die Ultraschallmessungen unter der Verwendung elastischer 
Wellen erfasst werden kann. Die Herausforderung besteht jedoch darin, die infolge des 
geringen Faservolumenanteils (hier: 2,5 Vol.-%) ebenfalls kleinen Änderungen in den 
akustischen Parametern, wie der Wellengeschwindigkeit, messtechnisch zu erfassen. Da 
eine absolute Messung der akustischen Parameter und deren anschließender Vergleich 
häufig durch die erreichbare Messgenauigkeit begrenzt ist, wurde in dieser Studie eine 
relative Ultraschallmessung durchgeführt, um die zu erwartenden geringen Wellenge-
schwindigkeitsänderungen zu bestimmen. Wie oben bereits erwähnt, wurde hierzu eine 
Ultraschallmethode auf der Basis von polarisierten Transversalwellen eingesetzt.  

Die Verwendung von Transversalwellen für die Ultraschallprüfung ist eine etablierte 
Methode zur Bestimmung der Materialanisotropie, die durch die Struktur selbst oder 
durch die gerichteten Schädigungseffekte verursacht wird. Ähnliche Methoden, die auf 
dem Prinzip der Scherwellen-Doppelbrechung beruhen, wurden kürzlich auf faserver-
stärkte Kunststoffe [170, 194] und auf anisotrope Materialien wie Holz [182] angewen-
det. Im Allgemeinen ist der „Anisotropiegrad“ bei dieser Art von Materialien im Ver-
gleich zu faserverstärktem Beton viel größer. Die Studien [170, 194] zeigen jedoch, dass 
mit dieser Methode auch geringe Änderungen im Materialverhalten detektierbar sind. 
Um vorab die Größenordnung der zu erwartenden richtungsabhängigen Wellenge-
schwindigkeitsänderungen im UHPFRC zu bestimmen, soll im Folgenden eine analyti-
sche Untersuchung des faserverstärkten UHPC-Festkörpers (siehe Abbildung 5.5) unter 
der Verwendung der Gleichungen aus [12] durchgeführt werden.  

Stahlfasern

UHPC-Matrix

T,Transversalwelle c
(parallel zur Faserausrichtung) 



T,Transversalwelle c
(senkrecht zur Faserausrichtung) 

⊥

y
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Abbildung 5.5: Transversalwellenausbreitung in einem als transversal isotropen Festkörper betrachte-
ten faserverstärkten UHPC. 
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Hierfür wird die Faserausrichtung innerhalb der UHPC-Zementmatrix als eindimensi-
onal betrachtet und somit eine transversale Isotropie mit Vorzugsrichtung angenommen 
(siehe Abbildung 5.5). Setzt man zusätzlich voraus, dass der faserverstärkte Beton nur 
aus den beiden Materialien Stahl und UHPC zusammengesetzt ist und andere Bestand-
teile in guter Näherung vernachlässigt werden können, so ergibt sich nach [12] der 
Gleitmodul G für eine Partikelbewegung parallel zur Vorzugsrichtung bzw. Faseraus-
richtung zu 

 

B
St B St B

St

B
St B B St

St

1
v 1 v

2

1
v 1 v

2

G
G G

G
G

G
G G

G

é ùæ ö÷çê ú÷+ +ç ÷ê úç ÷çè øë û= æ ö÷ç ÷+ +ç ÷ç ÷çè ø

  (5.1) 

und der Gleitmodul G^  für eine Partikelbewegung senkrecht zur Faserausrichtung zu 
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Hierbei werden für Stahl und Beton die Gleitmoduln StG  und BG  sowie die Volumen-
anteile Stv  und Bv  verwendet. Weiterhin kann die resultierende Gesamtmassendichte 

gesr  des faserverstärkten UHPC über 

 ges St St B Bv vr r r= +  (5.3) 

bestimmt werden. Damit ist die Wellengeschwindigkeit für eine Transversalwelle mit 
Ausbreitung in y- bzw. z-Richtung und Partikelbewegung in x-Richtung parallel zur 
Faserausrichtung über 
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und die Wellengeschwindigkeit für eine Transversalwelle mit Ausbreitung in x-, y- oder 
z-Richtung und Partikelbewegung senkrecht zur Faserausrichtung über 

 
ges
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G

c
r

^
^ =  (5.5) 

definiert. Für ein konkretes Zahlenbeispiel sollen die Massendichten von Stahl und 
UHPC mit 3

St 7850 kg/mr =  und 3
B 2350 kg/mr =  gewählt werden und die 
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Gleitmoduln beider Materialien mit St 80 GPaG =  und B 20 GPaG =  definiert sein. 
In Bezug auf die üblichen Faservolumenanteile in UHPFRC werden die Volumenanteile 
beider Materialien als Stv 0,025=  und B 0,975v =  gewählt. Dies bedeutet, dass der 
Volumenanteil des Stahls am Gesamtvolumen mit 2,5% angenommen wird. Für diese 
Wahl der Materialeigenschaften ergeben sich unter Verwendung der Gleichungen (5.1)
-(5.5) folgende Werte für die beiden Transversalwellengeschwindigkeiten 

 T,

T,

2878 m s,

2831 m s.

c

c ^

»

»
  (5.6) 

Die Geschwindigkeit einer Transversalwelle mit einer Partikelbewegung parallel zur 
Faserausrichtung ergibt daher einen um +1,7% höheren Absolutwert als die entspre-
chende Geschwindigkeit einer Transversalwelle mit einer Partikelbewegung senkrecht 
zur Faser. Dies gibt eine gute Abschätzung der bei den Ultraschallexperimenten an 
UHPFRC-Proben zu erwartenden Geschwindigkeitsänderungen. 

5.3.1 Probenherstellung und Versuchsdurchführung 

Um eine ausgeprägte Faserausrichtung in den UHPFRC-Proben zu erzeugen, wurden 
dünne Platten in unterschiedlicher Anordnung (3 x stehend/ 1 x liegend) sowie mit 
unterschiedlichen Einfüllmethoden hergestellt. Bereits in den früheren experimentellen 
Untersuchungen konnte der Einfluss der Einfüllmethode auf das Fließverhalten des 
Frischbetons und damit auf die Verteilung und Orientierung der Fasern innerhalb der 
Probe nachgewiesen werden [144, 234]. 

Für die Studie in dieser Arbeit wurde ein Feinkorn-UHPFRC entsprechend der Beton-
rezeptur aus der  

Tabelle 5.3 verwendet. Die hergestellten Platten waren etwa 450 mm hoch, 1200 mm 
lang und 40 mm tief. Der Beton wurde von einer Seite eingefüllt. Die Form der 3 
vertikal befüllten Platten war an ihrem Ende, an dem der Beton in die Form eingefüllt 
wurde, um einen Winkel von 63° geneigt, um eine gleichmäßige Fließgeschwindigkeit 
zu gewährleisten (siehe Abbildung 5.6a)). Die Form der horizontal eingefüllten liegen-
den Platte war gegenüber der Horizontalen um einen Winkel von ca. 4° geneigt (siehe 
Abbildung 5.6b)). Unter Verwendung eines Trichters betrug die Einfüllzeit pro Platte 
ungefähr 7 Minuten. Die mittlere Würfeldruckfestigkeit ck,Würfelf  (Würfel mit einer Kan-
tenlänge 100 mm) betrug 106 MPa, 136 MPa und 165 MPa, gemessen 2, 7 bzw. 28 
Tage nach dem Einfüllen. 
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Abbildung 5.6: a) Vorderansicht der vertikal gefüllten Platten, b) Draufsicht der horizontal gefüllten 
Platte. 

Nach dem Aushärten wurden die Platten zur Ultraschallprüfung in quadratische Pro-
bekörper mit einer Seitenlänge von 150 mm zersägt. Die Einzelproben wurden dabei 
gemäß der Abbildung 5.6 nummeriert. 

Ultraschall-Transversalwellenprüfung 

Für die Ultraschallversuche wurde ein niederfrequenter Transversalwellenprüfkopf im 
Impuls-Echo-Modus eingesetzt. Das verwendete sinusförmige Ultraschallsignal hatte 
dabei eine Frequenz von 400 kHz und eine Schwingdauer von 4 Zyklen. Die Geschwin-
digkeiten der Transversalwellen wurde direkt über das Ritec-RAM 5000-SNAP-Mess-
system unter Verwendung der Phasendifferenzmessung (siehe Abschnitt 3.2.3.2) be-
stimmt. Der grundlegende Versuchsaufbau zu diesem Ultraschall-Experiment ist in der 
Abbildung 5.7 dargestellt. 
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Abbildung 5.7: Versuchsaufbau zur Transversalwellen-Prüfung im Impuls-Echo-Modus: a) Schemati-
sche Darstellung, b) Reales Experiment.

 

Im Folgenden wurden die transversalen Wellengeschwindigkeiten Tc  für unterschiedli-
che Prüfkopfstellungen q  (Rotationswinkel) gemessen. Dabei wurde der Transversal-
wellenprüfkopf, ausgehend von der vorher festgelegten Anfangsposition ( 0°)q = , in 15°-
Schritten um die eigene Achse gedreht und die zugehörigen relativen Änderungen der 
Wellengeschwindigkeit in Bezug auf die Startposition aufgezeichnet (siehe Abbildung 
5.8). 
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Abbildung 5.8: Ultraschallmessung mit einem Transversalwellenprüfkopf und einer Plexiglasscheibe 
mit Messskala.  

Schließlich führt diese Ultraschallmessung zu einem Diagramm, welches beispielhaft in 
der Abbildung 5.9 dargestellt ist. Hier ist die prozentuale Änderung der Transversal-
wellengeschwindigkeit Tc  als Funktion des Rotationswinkels q  angegeben. Dabei 
wurde die relative Änderung der Wellengeschwindigkeit TcD  auf den Absolutwert der 
Wellengeschwindigkeit T,0c  in der Anfangsposition 0q =  bezogen. 

 
Abbildung 5.9: Prozentuale Änderung der transversalen Wellengeschwindigkeit Tc  als Funktion des 
Rotationswinkels q . 

Anhand dieses Diagramms wurden für jede Probe die maximale Wellengeschwindig-
keitsänderung T,max T,0/c cD  und der zugehörige Rotationswinkel maxq  ermittelt. Letz-
tere beschreibt dabei die prognostizierte Hauptfaserorientierung am betrachteten Punkt 
der jeweiligen Probe. Anschließend wurde die Wellengeschwindigkeitsänderung in der 
Prüfkopfstellung senkrecht zur Position der maximalen Wellengeschwindigkeitsände-
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rung bestimmt 90 max( 90 )q q = +   und auf den entsprechenden Maximalwert bezogen. 
So kann der Anstieg der Transversalwellengeschwindigkeit von der Prüfkopfstellung in 
Faserrichtung max( )q  zur Stellung senkrecht der Faserrichtung 90( )q   in geeigneter Weise 
wiedergegeben werden. 

Optoanalytische Prüfmethode 

Im Anschluss an die Ultraschallprüfung wurden einige Proben mit besonders großen 
Unterschieden in den relativen Wellengeschwindigkeitsänderungen für die anschlie-
ßende optische Analyse der Faserorientierung ausgewählt. Ziel war es, die Ergebnisse 
der zerstörungsfreien Ultraschallmessung mittels einer etablierten Prüfmethode zur Be-
wertung der Faserverteilung und -orientierung zu validieren. Wie bereits in 
[87, 92, 140, 183, 215] beschrieben, hat sich die optoanalytische Methode als ein hierfür 
geeignetes Werkzeug erwiesen. 

Die quadratischen Ausgangsproben (150x150 mm) wurden parallel und senkrecht zum 
Rotationswinkel maxq , welcher durch die bereits durchgeführten Ultraschalluntersu-
chungen vorhergesagt wurde, gesägt, um damit die tatsächliche Faserausrichtung op-
tisch zu überprüfen (siehe Abbildung 5.10).  

 
Abbildung 5.10: Senkrecht und parallel zur Hauptfaserausrichtung maxq  gesägte UHPFRC-Probe. 

Durch das Sägen wurden die Stahlfasern an der Schnittfläche aufgeschmolzen und zeig-
ten deformierte Formen. Daher wurden die Schnittflächen zusätzlich poliert, um die 
reale Form der Faserquerschnitte wiederherzustellen. Nach dem Polieren wurden die 
Querschnitte fotografiert und mit der Auswertungs-Software FiDiOr [215] analysiert. 
Die Abbildung 5.11 zeigt hierzu für eine ausgewählte UHPFRC-Probe die polierten 
Querschnittsflächen senkrecht und parallel zur prognostizierten Hauptfaserorientie-
rung.  
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Aus dem Kontrast zwischen dem dunklen Beton und dem hellen Stahl ermittelt FiDiOr 
über die Grauwertanalyse die elliptischen Formen der geschnittenen Fasern. Dies liefert 
die Anzahl, die individuellen Koordinaten, die lange und kurze Hauptachse und die 
Querschnittsfläche der Ellipsen (Fasern). Mit diesen Daten kann die Neigung der El-
lipsen-Hauptachse gegen die Achse der Querschnittsebene sowie deren Neigung a  au-
ßerhalb der Ebene berechnet werden. 

a) 

b) 

Abbildung 5.11: Fotos eines polierten UHPFRC-Probenschnittes: a) Senkrecht zur Hauptfaser-
ausrichtung maxq , und b) parallel zur Hauptfaserorientierung maxq . 

Die Abbildung 5.12 zeigt dazu den grundlegenden Zusammenhang und die Notationen 
für eine geneigte Faser in der Schnittebene. 

 

Abbildung 5.12: Geneigte Faser in der Schnittebene [140]. 

Für eine einzelne Faser kann der zugehörige Faserorientierungsbeiwert wie folgt be-
rechnet werden: 
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Hierbei bezeichnen fd  und f2,id  die kurze (Faserdurchmesser) und die lange Hauptachse 
der elliptischen Querschnittsfläche der Faser i. Nach der Auswertung der einzelnen 
Fasern im Schnittbild kann der gemittelte Faserorientierungsbeiwert Sh  des Gesamt-
querschnittes wie folgt bestimmt werden [87, 92, 140, 183, 215]: 
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mit der Faseranzahl fN  im Gesamtquerschnitt. Um jedoch die Faserorientierung auf 
das zugehörige Gesamtvolumen zu beziehen, wird in der Regel der folgende volumetri-
sche Faserorientierungsbeiwert 
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verwendet [87]. Unter der Verwendung des volumetrischen Faserorientierungsbeiwertes 

Vh  und der Gesamtquerschnittsfläche des Betons cA  kann anschließend der Fasergehalt 

fr  (Faservolumenanteil) bestimmt werden [87, 92, 215] als 

 
2

f f
f

c V4

N d

A

p
r

h
⋅ ⋅

=
⋅ ⋅

. (5.10) 

5.3.2 Ergebnisse und Diskussionen 

Die Ergebnisse der Ultraschallprüfung und der optoanalytischen Untersuchung sind in 
der Tabelle 5.4 zusammengefasst. Die Versuchsdaten sind in 4 Gruppen unterteilt, die 
den 4 UHPFRC-Platten entsprechen und aus denen die Probekörper nach der Abbil-
dung 5.6 entnommen wurden. Die Platten 1, 3 und 4 wurden dabei vertikal eingefüllt 
und Platte 2 wurde horizontal eingefüllt. Wie oben bereits erwähnt, wurde die opto-
analytische Auswertung in zwei senkrecht zueinander liegenden Schnitten durchge-
führt. Für eine eindeutige Unterscheidung wird der Querschnitt senkrecht zur vorher-
gesagten Hauptfaserorientierung durch den Index „max“ gekennzeichnet, während der 
Querschnitt parallel dazu durch den Index „90°“ markiert ist. 
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Tabelle 5.4: Volumetrischer Faserorientierungsbeiwert, ermittelter Fasergehalt, Faseranzahl und pro-
zentuale Änderung der Wellengeschwindigkeit für die ausgewählten Proben, entnommen aus den Platten 
1 bis 4. 

Nr. 
V,maxh  V,90h   maxr  90r   maxN  90N   T,max T,0c cD

[ ]-  [ ]-  [%] [%] [ ]- [ ]- [%] 
1_A1 0,738 0,466 2,604 2,388 4289 2484 1,948 
1_A6 0,709 0,475 2,502 2,534 3712 2536 1,633 
1_B2 0,752 0,433 2,159 1,864 3734 1835 1,416 
1_B3 0,736 0,395 2,374 1,917 4088 1772 1,658 
1_C1 0,802 0,363 2,069 1,840 3281 1208 1,647 
1_C4 0,699 0,513 1,969 1,906 2685 1817 1,244 
1_C7 0,764 0,513 2,074 1,737 3063 1620 1,562 
2_A1 0,746 0,497 2,363 2,006 3179 1784 0,709 
2_A4 0,815 0,380 2,267 2,116 3321 1447 0,697 
2_A6 0,796 0,393 2,262 1,873 3125 1287 0,849 
2_B1 0,746 0,439 2,236 2,017 2847 1513 0,678 
2_C4 0,776 0,412 2,382 2,056 3182 1466 0,862 
3_A1 0,717 0,474 2,774 2,801 4376 2991 1,253 
3_A3 0,712 0,454 2,573 2,476 4009 2491 1,603 
3_A6 0,601 0,620 2,217 2,370 2920 3203 1,443 
3_B1 0,764 0,439 2,290 2,228 3493 1976 1,585 
3_B7 0,709 0,407 2,347 2,137 3528 1821 1,167 
3_C6 0,681 0,517 2,198 1,867 2956 1794 1,144 
4_A1 0,743 0,492 2,430 2,277 4000 2540 1,102 
4_A2 0,754 0,436 2,611 2,112 4529 2109 0,992 
4_A4 0,752 0,418 2,268 1,944 4066 1950 0,905 
4_A6 0,748 0,425 2,325 2,197 4041 2170 0,938 
4_B1 0,787 0,375 2,342 1,835 4183 1579 1,039 
4_C1 0,788 0,341 2,317 1,963 3528 1119 1,423 
Æ  0,743 0,445 2,331 2,103 3589 1938 1,229 
v 6,14 % 13,90 % 8,01 % 12,54 % 14,96 % 27,91 % 29,29 %

 

Im Speziellen sind die aus der optoanalytischen Auswertung erhaltenen Werte für den 
Faserorientierungsbeiwert Vh , den Fasergehalt fr  und die Anzahl der Fasern N jeder 
Probe in der Tabelle 5.4 aufgeführt. Zusätzlich ist die maximale prozentuale Wellenge-
schwindigkeitsänderung T,max T,0/c cD  angegeben, die durch die Ultraschallmethode ge-
messen wurde. Die Mittelwerte Æ  und die zugehörigen Variationskoeffizienten v sind 
am Ende der Tabelle 5.4 angegeben. Betrachtet man den Fasergehalt, so fällt auf, dass 
die Werte für einzelne Proben um bis zu 20 % vom tatsächlichen Fasergehalt der 
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verwendeten Betonmischung 2,5 % abweichen, was unter Umständen auf eine Sedimen-
tation der Fasern im Frischbeton zurückzuführen ist. 

Die relativen Wellengeschwindigkeitsänderungen T,max T,0/c cD  der einzelnen Platten 
weichen teilweise um bis zu 30% ab. Während die Platten 1 und 3 vergleichsweise hohe 
Werte für die Geschwindigkeitsänderung im Bereich von 1,24 bis 1,95 % und 1,14 bis 
1,60 % aufweisen, zeigen die Platten 2 und 4 deutlich niedrigere Werte im Bereich von 
0,71 bis 0,86 % bzw. 0,91 bis 1,44 %. Da die visuelle Inspektion der Querschnitte einen 
stark erhöhten Anteil an Luftporen für die Platten 2 und 4 lieferte, können diese Luft-
poren mögliche Ursache für die zuvor genannten Abweichungen zwischen den einzelnen 
Platten sein. Die Luftporen sind dabei auf eine unzureichende Belüftung während des 
Einfüllvorgangs und einer unzureichenden Verdichtung zurückzuführen. Generell be-
einflussen die Luftporen die Ultraschallmessung in Abhängigkeit von ihrer Form und 
Verteilung im Beton. Um die beobachteten Abweichungen in den Geschwindigkeitsän-
derungen genauer zu untersuchen, sind jedoch weitere Untersuchungen notwendig. Mit 
einem Wert von V,max 0, 74h =  weisen die Querschnitte senkrecht zum Rotationswinkel 

maxq  im Mittel einen hohen Faserorientierungsbeiwert auf, während der mittlere Faser-
orientierungsbeiwert parallel zu maxq  mit V,90 0, 44h  =  signifikant kleiner ist. Grund-
sätzlich kann also festgestellt werden, dass die erprobte Ultraschallmethode die Rich-
tungen mit einem hohen Faserorientierungsbeiwert bzw. die Hauptfaserorientierung 
qualitativ richtig detektieren kann. Eine quantitative Bewertung eines konkreten Fa-
serorientierungsbeiwertes für die jeweilige Probe hängt jedoch von zahlreichen Faktoren 
ab, die in weiteren Studien untersucht werden müssen. Als Haupteinflussfaktoren sind 
dabei die Inhomogenitäten wie Luftporen, Gesteinskörnungen etc. sowie die heterogene 
Faserverteilung im Beton zu erwähnen. Darüber hinaus wird die Ultraschallmessung 
zusätzlich durch die veränderlichen Kontaktbedingungen zwischen dem Prüfkopf und 
der Probenoberfläche gestört bzw. beeinflusst. 

Zuletzt soll das Potential der eingesetzten Ultraschallmethode zur Analyse der Faser-
verteilung bzw. der Faserorientierung am Gesamtbauteil beurteilt werden. Hierzu zeigt 
die Abbildung 5.13 die durch die Ultraschallmessung ermittelten Hauptfaserorientie-
rungen aller geprüften Proben des Gesamtbauteils (Platten 1 bis 4). Dabei stellen die 
rot markierten Doppelpfeile die Geschwindigkeitsänderungen über 1 % dar. Somit lässt 
sich hierüber auch die Ausprägung bzw. das Ausmaß der Faserorientierung beurteilen. 
Weiterhin sind in der Abbildung 5.13 die für die optoanalytische Prüfung ausgewählten 
Einzelproben grau hinterlegt. 

Generell fällt hierbei auf, dass bei allen stehend bzw. vertikal befüllten Platten (Abbil-
dungen 5.13a), c) und d)) mit zunehmender Plattenhöhe eine ausgeprägte senkrechte 
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Anordnung der Fasern festzustellen ist. Somit ergibt sich gerade in der obersten Reihe 
„C“ ein gleichmäßiges Bild senkrecht angeordneter Fasern. In den unteren Reihen „A“ 
und „B“ flacht die Hauptfaserorientierung allmählich ab und folgt zunehmend der dor-
tigen Fließrichtung des Betons. 

a)

b)

c)

d)
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Abbildung 5.13: Ultraschall-Transversalwellenprüfung: Hauptfaserorientierungen für a) Platte 1, b) 
Platte 2, c) Platte 3, d) Platte 4. 
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Zusätzlich lässt sich feststellen, dass die unter Verdichtung befüllten Platten 1 und 3 
mehr Proben mit einer Geschwindigkeitsänderung von über 1 % aufweisen. Daher kann 
vermutet werden, dass die eingebrachte Verdichtungsenergie den Effekt der Senkrecht-
stellung der Fasern verstärkt und zusätzlich den bereits erwähnten Luftporeneinfluss 
verringert. 

Betrachtet man die liegend befüllte Platte, so ergibt sich hierbei ein anderes Bild. Zu-
nächst scheint die Faserausrichtung mit Blick auf die geringen Geschwindigkeitsände-
rungen nicht sehr ausgeprägt zu sein. Weiterhin fällt auf, dass die mittels Ultraschalls 
prognostizierte Faserausrichtung mit der Fließrichtung des Frischbetons überein-
stimmt. Die hieraus gewonnenen Erkenntnisse bezüglich der Faserverteilung bzw. Fa-
serorientierung stimmen insbesondere im Hinblick auf den beschriebenen Effekt der 
Senkrechtstellung der Fasern mit den Beobachtungen aus [223, 234] gut überein.  

5.4 Akustoelastische Ultraschalluntersuchungen von 
Hochleistungsbetonen 

Wie bereits im Abschnitt 3.2.4.2 erwähnt, wurden zur Materialcharakterisierung und 
zur Beurteilung der Schädigungsentwicklung im Beton bereits zahlreiche akustoelasti-
sche Versuche durchgeführt. Darüber hinaus wurden auch andere Ultraschallmethoden 
wie die nichtlineare Resonanzultraschallspektroskopie (NRUS) verwendet, um das kom-
plexe nichtlineare Verhalten von zementbasierten Materialien tiefergehend zu untersu-
chen [89, 163, 171, 203, 218]. In einigen dieser Studien wurden dabei Betone unter-
schiedlicher Festigkeit experimentell untersucht und die resultierenden Unterschiede in 
den nichtlinear-elastischen Eigenschaften analysiert [40, 132, 163]. Dabei zeigte sich, 
dass die normalfesten Betone weitaus „nichtlinearer“ sind als die üblichen homogenen 
Werkstoffe wie Stahl oder Aluminium und dass die Verbundzone (ITZ) in zementba-
sierten Materialien die nichtlinear-elastischen Materialeigenschaften entscheidend be-
einflusst [163]. In diesem Kontext soll in diesem Abschnitt zunächst eine Charakteri-
sierung von hochfesten und ultrahochfesten Betonen mittels der ultraschalltechnischen 
Untersuchung des nichtlinearen Materialverhaltens durchgeführt werden. Anschließend 
sollen die Ergebnisse bezüglich ihres mikrostrukturellen Hintergrundes und unter Be-
rücksichtigung der zuvor genannten Ergebnisse aus der Literatur diskutiert werden. 
Hierzu wurden akustoelastische Versuche an quaderförmigen Betonproben unter ein-
achsiger Druckbelastung durchgeführt und die nichtlinearen Materialkonstanten 
3. Ordnung ermittelt [6]. 
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5.4.1 Probenherstellung und Versuchsdurchführung 

In diesem Experiment wurden jeweils vier quaderförmige HPC- und UHPC-Proben, 
wie in der Abbildung 5.14 gezeigt, hergestellt und nach Erreichen der 28-Tage-Festig-
keit untersucht. Um eine ebene Oberfläche für die Lasteinleitung und die Ankopplung 
der Prüfköpfe sicherzustellen, wurden alle Flächen der Probekörper sorgfältig poliert. 
Die verwendeten Betonrezepturen für den HPC und den UHPC sind dabei aus den 
Tabellen 5.1 und 5.2 zu entnehmen. Zusätzlich zu diesen Betonproben wurde eine qua-
derförmige Stahlprobe (S 235 JR) akustoelastisch untersucht, um hiermit die experi-
mentellen Versuche anhand von den entsprechenden Referenzwerten aus der Literatur 
zu verifizieren. 

a) b)

Abbildung 5.14: Probekörper: a) UHPC-Quader (195x100x90 mm), b) HPC-Quader (195x100x90 mm).

 

Akustoelastische Ultraschallversuche 

Wie im Abschnitt 2.6.3 bereits erläutert, beschreibt der akustoelastische Effekt die 
spannungsinduzierte Wellengeschwindigkeitsänderung in einem elastischen Medium. 
Für die nachfolgende Bestimmung der insgesamt 3 unabhängigen Elastizitätskonstan-
ten 3. Ordnung (MURNAGHAN-Konstanten) wird die akustoelastische Grundgleichung 
(2.133) für den einachsigen Spannungszustand verwendet. Somit beschränkt sich die 
nachfolgende Ultraschalluntersuchung auf die Messung der relativen Wellengeschwin-
digkeitsänderungen der senkrecht zur einwirkenden einachsigen Druckbelastung durch 
die Proben ausbreitenden Longitudinalwellen mit 0

, ,( / )x xc cD L L  und Transversalwellen 
mit 0 0

, , , , , , , ,( / ,  / )x z x z x y x yc c c cD DT T T T . Die Laufzeitänderungen des Signals bzw. die Ge-
schwindigkeitsänderungen werden dabei unmittelbar über die Messung der zugehörigen 
Phasenverschiebung bestimmt (siehe Abschnitt 3.2.3.2). Während der Laufzeitmessung 
wurden die Betonproben mit einer servohydraulischen Presse bis etwa 20% der Wür-
feldruckfestigkeit fck,Würfel  belastet, um im elastischen Bereich des jeweiligen Betons zu 
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bleiben. Die Druckbelastung wurde mit einer Geschwindigkeit von 0, 8 MPa/s bis zum 
vordefinierten Belastungsniveau kraftgesteuert aufgebracht. Weiterhin wurden die Ult-
raschallmessungen im Durchschallungsmodus durchgeführt. Um die Ultraschallsignale 
zu generieren und zu empfangen, wurden jeweils zwei Longitudinal- bzw. zwei Trans-
versalwellenprüfköpfe an gegenüberliegenden Seiten der Probekörper montiert (siehe 
Abbildungen 5.15 und 5.16). Die verwendete Prüffrequenz des sinusförmigen Ultra-
schallsignals wurde hierbei auf 400 kHz festgelegt bei einer Signaldauer von 5 Schwin-
gungszyklen. 

  a) b) 

Ultraschall-
Prüfkopf

Ultraschall-
Prüfkopf

Einachsige
Belastung

Einachsige
Belastung

Beton-
probez

x

y

 

Abbildung 5.15: Schematische Darstel-
lung der akustoelastischen Geschwindig-
keitsmessung unter Druckbeanspruchung.

 Abbildung 5.16: Realer Versuchsaufbau: Ultra-
schallmessung der a) longitudinalen Wellengeschwin-
digkeitsänderung 0

, ,/x xc cD L L  und b) der transversalen
Wellengeschwindigkeitsänderung 0

, , , ,/x z x zc cD T T .

 

In der Abbildung 5.17 ist der grundlegende experimentelle Versuchsaufbau gezeigt. 
Dieser besteht aus dem Hochleistungsverstärker (Ritec RAM-5000), der mit dem Sen-
der-Prüfkopf verbunden ist. Der Empfänger-Prüfkopf überträgt das Empfangssignal an 
den Überlagerungsempfänger, welcher das ankommende Signal hinsichtlich der Phasen-
verschiebung analysiert und hierüber die zugehörige Änderung der Signallaufzeit ermit-
telt. Zur Visualisierung des Zeitbereichssignals und zur Auswahl des entsprechenden 
Zeitintervalls sind ein Oszilloskop sowie ein PC an das Messystem angeschlossen. Vor 
den eigentlichen akustoelastischen Messungen wurden zunächst die absoluten Longitu-
dinal- und Transversalwellengeschwindigkeiten jeder Probe ermittelt. 
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Abbildung 5.17: Akustoelastischer Versuchsaufbau: a) Schema, b) reales Experiment. 

Digitale Bildkorrelation (DIC) 

Im Anschluss an die akustoelastischen Versuche wurden die Proben monoton und ein-
achsig bis zum endgültigen Versagenszustand belastet. Hierbei wurden gleichzeitig die 
Oberflächenverformungen über ein digitales Bildkorrelationssystem (Digital Image Cor-
relation, DIC) des Herstellers GOM aufgezeichnet ([191]). Für diesen Versuch mussten 
die Proben zunächst mit einem sogenannten „Speckle-Muster“ versehen werden (siehe 
Abbildung 5.16). Die Abbildung 5.18 zeigt dabei den grundsätzlichen Aufbau des 
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optischen Messsystems. Dabei sind die Kameras und die auf dem Stativ montierte Be-
leuchtung auf die Proben ausgerichtet. Anschließend wurden die ermittelten Daten über 
eine spezielle Software ausgewertet, um hierüber die elastischen Konstanten 2. Ordnung 
und die Spannungs-Dehnungs-Kurven der einzelnen Proben zu bestimmen. 

 

Abbildung 5.18: Versuchsaufbau des digitalen Bildkorrelationssystems (Aramis, GOM) zur kontakt-
losen Dehnungsmessung. 

5.4.2 Ergebnisse und Diskussionen 

In der Abbildung 5.19 sind die Spannungs-Dehnungs-Kurven für eine ausgewählte 
UHPC- und eine HPC-Probe dargestellt. Diese Kurven wurden dabei aus den DIC-
Daten erhalten, indem zu jedem Belastungsschritt die Längsdehnung als Mittelwert 
über den mittleren Bereich der untersuchten Probenoberfläche bestimmt wurde. Hier-
bei wird die hohe Druckfestigkeit und der ausgeprägte linear-elastische Bereich des 
UHPC im Vergleich zum HPC deutlich. Für den HPC erhält man eine starke Abwei-
chung vom linear-elastischen Bereich ab ca. 70% der Druckfestigkeit. Für den UHPC 
wird dieser Punkt erst ab ca. 90% der Druckfestigkeit erreicht.  
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Abbildung 5.19: Spannungs-Dehnungs-Kurven für eine ausgewählte HPC- und UHPC-Probe aus der 
DIC-Messung. 

In der Abbildung 5.20 sind die relativen Geschwindigkeitsänderungen 0/c cD  in Ab-
hängigkeit von der einwirkenden Druckspannung Ns  für den HPC, den UHPC und für 
den Stahl dargestellt. Weiterhin sind hierbei die Steigungen der Ausgleichsgeraden 

( )0/c Nm c c s= D  pro [MPa] für die drei Wellenmoden sowie das zugehörige Be-
stimmtheitsmaß 2R  mit angegeben. Dabei bestätigen die Werte des Bestimmtheitsma-
ßes 2R , dass die gemessenen Daten für den hier untersuchten Bereich in sehr guter 
Näherung durch eine lineare Beziehung beschrieben werden können. Darüber hinaus 
fällt auf, dass die relativen Geschwindigkeitsänderungen im UHPC (siehe Abbildung 
5.20b)) um den Faktor 20 kleiner sind als im HPC (siehe Abbildung 5.20a)). In Anbe-
tracht der für die Stahlprobe ermittelten Werte (siehe Abbildung 5.20c)) lässt sich 
feststellen, dass die Geschwindigkeitsänderungen im Stahl und UHPC auf einem ver-
gleichbar niedrigen Niveau liegen. Hierbei ist zu beachten, dass bei den UHPC- und 
HPC-Proben die Wellengeschwindigkeiten aller drei Wellenmoden (P-, SV- und SH-
Welle6) mit der Druckspannung zunehmen. Diese Tatsache steht im Gegensatz zu den 
Daten der Stahlprobe, bei der nur die Transversalwelle mit Partikelbewegung parallel 
zur einachsigen Belastung (SV-Welle) eine Zunahme der Geschwindigkeit aufweist, 
während für die anderen beiden Wellenmoden die Geschwindigkeit abnimmt. Weiterhin 
zeigt sich, dass in allen getesteten Proben die SV-Welle sensitiver auf die Druckspan-
nungsänderungen ist als die anderen beiden Wellenmoden.   

 
6 P-Welle: Primärwelle (Longitudinalwelle, ,xcL ) 
  SV-Welle: Vertikal polarisierte Sekundärwelle (Transversalwelle, , ,x zcT ) 
  SH-Welle: Horizontal polarisierte Sekundärwelle (Transversalwelle, , ,x ycT ) 
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Abbildung 5.20: Relative Änderung der Wellengeschwindigkeit in Abhängigkeit von der einachsigen 
Druckbeanspruchung für eine a) HPC-Probe, b) UHPC-Probe, c) Stahlprobe. 
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In den Tabellen 5.5-5.7 sind die ermittelten elastischen Konstanten 2. und 3. Ordnung 
für den HPC, den UHPC und den S 235 JR Stahl angegeben. Die elastischen Konstan-
ten 2. Ordnung für den HPC und den UHPC wurden aus den entsprechenden DIC-
Daten der Spannungs-Dehnungs-Kurve einer jeden Probe berechnet. Für die Stahlprobe 
wurden die Ultraschalldaten verwendet, um die elastischen Konstanten 2. Ordnung zu 
bestimmen. Nach der Bestimmung der relativen Geschwindigkeitsänderungen im akus-
toelastischen Experiment wurden die entsprechenden Elastizitätskonstanten 3. Ord-
nung aus den Gleichungen (2.132), (2.135) und (2.136) berechnet. Zusätzlich enthalten 
die letzten Zeilen der Tabellen 5.5 und 5.6 die Durchschnittswerte der Materialpara-
meter mit den entsprechenden Standardabweichungen. 

Tabelle 5.5: Materialparameter von HPC. 

 
Probe 
 

0r  E μ λ l m n 
3[kg/m ] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] 

1 2356 35,66 14,87 9,79 -645,02 -491,53 -259,84
2 2357 35,59 14,91 9,40 -680,14 -782,80 -580,10 
3 2366 32,81 13,87 8,00 -432,04 -508,52 -303,40
4 2375 35,91 15,13 9,02 -696,27 -908,42 -686,94 
Æ  2364 34,99 14,70 9,05       -613,36    -672,82    -457,57
v  7,70 1,27 0,49   0,67     106,32    178,51    180,62 

Tabelle 5.6: Materialparameter von UHPC. 

 
Probe 
 

0r  E μ λ l m n 
3[kg/m ]  [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] 

1 2221 46,11 19,65 10,45 -56,63 -72,91 -99,45 
2 2215 46,99 19,50 13,52 -66,63 -76,86 -101,81
3 2227 46,72 19,82 11,00 -62,92 -76,06 -101,76
4 2218 47,45 20,08 11,47 -57,00 -80,16 -108,98
Æ  2220 46,82 19,76 11,61 -60,80 -76,50 -104,50
v  4,44 0,48 0,22 0,22 4,19 2,58 3,58

Tabelle 5.7: Materialparameter von Stahl (S 235 JR). 

 
Probe 
 

0r  E μ λ l m n 
3[kg/m ]  [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] 

1 7820 203,26 79,01 105,88 -332,15 -584,39 -717,75 
Lit. [62] 7800 ––– 82,40 110,70    -302,00   -616,00   -724,00 



5.4  Akustoelastische Ultraschalluntersuchungen von Hochleistungsbetonen 157 
 
 

Ein Vergleich der Elastizitätskonstanten 3. Ordnung für den HPC und den UHPC 
zeigt, dass sich diese um einen Faktor von 10 unterscheiden. Weiterhin fällt auf, dass 
die Standardabweichungen v insbesondere für die Elastizitätskonstanten 3. Ordnung 
beim HPC sehr hoch sind (ca. 25% um den Durchschnittswert). Diese hohen Stan-
dardabweichungen werden beim UHPC nicht beobachtet. Der Grund für diese Tatsache 
ist die sehr viel homogenere Mikrostruktur des UHPC im Gegensatz zu der relativ stark 
streuenden inhomogenen Mikrostruktur des HPC. In der Tabelle 5.7 werden die für die 
Stahlprobe experimentell bestimmten elastischen Konstanten 3. Ordnung mit den Re-
ferenzwerten aus der Literatur [62] verglichen. Es zeigt sich hier eine recht gute Über-
einstimmung. Darüber hinaus weisen alle getesteten Proben nur negative nichtlinear-
elastische Parameter auf, was typisch für die meisten Werkstoffe ist und einer anfäng-
lichen Verfestigung im unteren Druckbeanspruchungsbereich entspricht. 

Für einen besseren Vergleich und zur Einordnung der Nichtlinearität der geprüften 
Proben wird der NLP aus den experimentell bestimmten elastischen Konstanten 
3. Ordnung unter der Verwendung von Gleichung (2.82) berechnet. Die entsprechenden 
NLP für den UHPC, den HPC und den Stahl sind in der Tabelle 5.8 angegeben. Hierbei 
fällt zunächst auf, dass der NLP der UHPC-Proben im Mittel um einen Faktor von ca. 
18 kleiner ist als der entsprechende Durchschnittswert der HPC-Proben. Weiterhin ist 
hier zu beachten, dass der NLP vom UHPC noch unter dem der Stahlprobe liegt. In 
der Tabelle 5.9 sind einige Referenzwerte für normalfeste Betone aufgeführt. Berück-
sichtigt man hierbei die oft sehr große Streubreite der Betoneigenschaften und die aus-
geprägte Heterogenität der Gefügestruktur, so kann man feststellen, dass die für den 
HPC ermittelten NLP in guter Übereinstimmung mit den Referenzwerten stehen.  

Tabelle 5.8: NLP b  aus den Experimenten.

Probe HPCb  UHPCb  Stahlb  
1 -39,67 -2,57 -4,19 
2 -55,75 -2,69  ––– 
3 -39,04 -2,75  ––– 
4 -62,48 -2,71  ––– 
Æ  -49,24 -2,68 -4,19 
v  10,17  0,07 0,00 

 

Tabelle 5.9: NLP b  aus der Literatur. 

Literaturquellen HPCb
Schurr, D. P. et al. (2011) [184] -36 
Larose, E. et al. (2009) [125] -40
Shokouhi, P. et al. (2010) [191] -75
Payan, C. et al. (2009) [162] -157

 

Im letzten Teil dieser Studie wird das hysteretische Materialverhalten untersucht. 
Hierzu zeigt die Abbildung 5.21 die relativen Geschwindigkeitsänderungen der drei 
Wellenmoden auf den Be- und Entlastungspfaden für den UHPC und den HPC. Hierfür 
wurden wieder die Mittelwerte über die vier geprüften HPC- und UHPC-Proben gebil-
det und die zugehörigen Abweichungen, dargestellt in Form von Fehlerbalken, 
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angegeben. Für den UHPC sind dabei die Unterschiede der relativen Geschwindigkeit-
sänderungen im Be- und Entlastungszustand für alle drei Wellenmoden vernachlässig-
bar klein (siehe Abbildung 5.21b)), was darauf hindeutet, dass hier offensichtlich keine 
ausgeprägten hysteretischen bzw. viskoelastischen Effekte auftreten. Im Gegensatz 
dazu unterscheiden sich die Geschwindigkeitsänderungen bei den HPC-Proben auf dem 
Be- und Entlastungspfad beträchtlich (siehe Abbildung 5.21a)). Dies bestätigt die An-
nahme, dass im HPC sehr ausgeprägte hysteretische Effekte bereits im quasi-elastischen 
Bereich vorhanden sind [163].  

Abbildung 5.21: Relative Geschwindigkeitsänderungen auf dem Be- und Entlastungspfad für den a) 
HPC und b) UHPC. 
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Die vorliegende akustoelastische Untersuchung zeigt, dass die Nichtlinearität des 
UHPC mit der von homogenen Werkstoffen wie Stahl oder Aluminium vergleichbar ist 
[62, 95]. Im Vergleich zum HPC zeigt sich, dass der NLP des UHPC etwa um den 
Faktor 18 kleiner ist. Es ist anzunehmen, dass die Schlüsselfaktoren für diese geringe 
Nichtlinearität in den verbesserten Verbundeigenschaften des UHPC liegen, die eine 
Hauptursache für die ausgeprägte Nichtlinearität in normalfestem Beton darstellen 
[163]. Zusätzlich verringert die relativ fehlerarme Mikrostruktur weitere nichtlinear-
elastische Effekte. Generell bestätigen die vorliegenden akustoelastischen Experimente, 
dass die Transversalwellen mit der Partikelbewegung parallel zur einwirkenden Druck-
belastung (SV-Wellen) empfindlicher auf die Spannungsänderung reagieren als die bei-
den anderen Wellenmoden [40, 132]. Schließlich zeigen die Ergebnisse, dass im betrach-
teten Belastungsbereich die hysteretischen Effekte im UHPC nur von untergeordneter 
Bedeutung sind. Dies ist ein Materialverhalten, welches typisch für homogene und sehr 
schwach nichtlineare Werkstoffe ist. Diese experimentelle Untersuchung stützt damit 
die These, dass eine verbesserte Verdichtung und Homogenisierung der Mikrostruktur 
im Beton zu einer abnehmenden Nichtlinearität führt, was mit den anderen experimen-
tellen Beobachtungen für verschiedene Arten von zementbasierten Materialien sehr gut 
übereinstimmt [40, 132, 163]. 

5.5 Ultraschall-Schädigungsuntersuchungen an 
druckbeanspruchten Hochleistungsbetonen  

Die Schädigungsentwicklung bzw. das Risswachstum im normalfesten Beton unter ein-
achsiger Druckbeanspruchung lässt sich in Anlehnung an das Spannungs-Dehnungsver-
halten gesteinsartiger Materialien unter Druckbelastung in vier maßgebende Phasen 
unterteilen [61, 141]. Dabei werden im Anfangsstadium der Belastung zunächst bereits 
vorhandene Poren und Mikrorisse im Beton geschlossen. In dieser ersten Phase kann 
der Elastizitätsmodul mit zunehmender Belastung leicht ansteigen. Das zweite Stadium 
beschreibt einen nahezu ideal linear-elastischen Bereich bis ca. 20-30% der Druckfestig-
keit. Dabei findet in diesem frühen Stadium noch keine Mikrorissbildung im Beton 
statt. Im dritten Stadium folgt auf den linear-elastischen Bereich ein nichtlinear-elasti-
scher und teilweise plastischer Bereich, welcher durch ein zunehmendes Mikrorisswachs-
tum gekennzeichnet ist. Ab einem bestimmten Beanspruchungsniveau (70-75% der 
Druckfestigkeit [50]) wird das vierte Stadium erreicht. Hierbei wachsen die Mikrorisse 
allmählich zu Makrorissen (typische Spalt- und Diagonalrisse) zusammen und das 
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Materiaverhalten wird stark nichtlinear. Beim Erreichen der zugehörigen Druckfestig-
keit versagt der Beton anschließend. 

Wie bereits erwähnt, ist die nichtlineare Ultraschalltechnik bzw. der akustische NLP 
aufgrund des direkten nahezu linearen Zusammenhangs mit den mikrostrukturellen 
Veränderungen (hier insbesondere zum Mikrosrisswachstum) sehr sensitiv auf eine früh-
zeitige Materialveränderung. Dennoch ist hierbei zu berücksichtigen, dass die Mikro-
risse und ihr Wachstum auch zu einer merklichen Dämpfungsänderung des Ultraschall-
signals führen und damit auch den akustischen NLP beeinflussen können.  

Um das Potential der linearen und nichtlinearen Ultraschalltechnik zur Schädigungs-
beurteilung im Beton zu analysieren und den Einfluss der Dämpfung auf die nichtline-
are Wellenausbreitung experimentell zu beurteilen, sollen in diesem Abschnitt unter 
einachsiger Druckbeanspruchung lineare und nichtlineare Ultraschallmessungen an 
würfelförmigen HPC-, UHPC- und UHPFRC-Proben durchgeführt werden [4]. 

5.5.1 Probenherstellung und Versuchsdurchführung 

Insgesamt wurden für diesen Versuch 24 würfelförmige Probekörper (je Betonmischung 
8 Proben) nach den Betonrezepturen aus den Tabellen 5.1-5.3 hergestellt und nach 
Erreichen der 28-Tage-Festigkeit geprüft. Anschließend wurden aus jeweils 3 Proben 
pro Mischung die mittleren Druckfestigkeiten ckf  ermittelt (siehe Tabelle 5.10). Hierfür 
wurden die Proben in einer servohydraulischen Presse kontinuierlich bis zum globalen 
Versagen auf Druck beansprucht. Da die Seitenflächen der Betonwürfel bereits eine 
ausreichend ebene und glatte Oberfläche aufwiesen, wurde auf eine nachträgliche ma-
schinelle Bearbeitung (Polieren) verzichtet. Die restlichen 5 Proben pro Mischung 
(siehe Abbildung 5.22) wurden anschließend stufenweise bis auf 80% der zugehörigen 
mittleren Druckfestigkeit beansprucht. Dabei wurde die eigentliche Ultraschallmessung 
während der Druckprüfung durchgeführt.  

Tabelle 5.10: Mittlere Druckfestigkeiten aus 3 Begleitproben für HPC, UHPC und UHPFRC.  

Betonsorte HPC UHPC UHPFRC
Mittlere Druckfestigkeit ckf  [MPa] 91,97 158,08 165,29 

 

 



5.5  Ultraschall-Schädigungsuntersuchungen an druckbeanspruchten Hochleistungsbetonen 161 
 
 

UHPFRC

UHPC 

HPC 

Abbildung 5.22: Würfelförmige Betonproben (Seitenlänge 100 mm) für die Ultraschalluntersuchung
unter Druckbeanspruchung. 

Der Versuchsaufbau in der Abbildung 5.23 entspricht im Wesentlichen dem des akus-
toelastischen Versuches, wobei in diesem Versuch nur Longitudinal-Ultraschallwellen-
prüfköpfe zur Prüfung der Betonproben eingesetzt wurden.  
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Abbildung 5.23: Schematische Darstellung der Ultraschallmessung an einer einachsig druckbean-
spruchten Betonprobe. 
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Im Speziellen wurden zur Durchschallungsmessung ein schmalbandiger Longitudinal-
Niederfrequenzprüfkopf mit einer Mittenfrequenz von ca. 200 kHz (Sender) und ein 
breitbandiger Longitudinal-Niederfrequenzprüfkopf mit einer Mittenfrequenz von ca. 
500 kHz (Empfänger) verwendet. Diese Konfiguration der Ultraschall-Prüfköpfe ist für 
eine nichtlineare Ultraschallmessung üblich. Man erreicht hiermit, dass das Ausgangsi-
gnal (lineares Signal, ohne höherharmonische Anteile) möglichst nur aus einer sehr 
starken Fundamentalamplitude besteht und die sehr kleinen höherharmonischen 
Amplituden bei zweifacher oder dreifacher Erregungsfrequenz im Empfangssignal best-
möglich verstärkt werden. 

Im Vorfeld der eigentlichen Ultraschallmessung wurde zunächst festgestellt, welcher 
Frequenzbereich für die jeweilige Betonmischung im Hinblick auf die nichtlineare Mes-
sung optimal ist. Dabei spielt der Dämpfungseffekt im Beton eine maßgebende Rolle. 
Grundsätzlich ist es sinnvoll die Erregungsfrequenz möglichst hoch zu wählen. Auf-
grund der quadratischen Abhängigkeit der 2. Harmonischen von der Erregerfrequenz 
erhält man hier rein theoretisch bei zunehmender Fundamentalfrequenz eine starke 
Vergrößerung der Höherharmonsichen im Empfangssignal. Es ist jedoch gerade bei Be-
ton zu beachten, dass der Dämpfungseffekt hier genau in umgekehrter Weise wirkt. 
Somit erhöht sich die Dämpfung stark mit zunehmender Frequenz. Schließlich wurde 
auf Grund der beschriebenen Erwägungen und Voruntersuchungen für den stark hete-
rogenen HPC eine Erregungsfrequenz von 150 kHz und für den faserfreien sowie den 
faserverstärkten UHPC eine Erregungsfrequenz von 230 kHz gewählt.  

Im Folgenden wurden die Änderungen der Schallgeschwindigkeit, der Dämpfung und 
der nichtlinearen Parameter untersucht. Zusätzlich zum klassischen NLP, der sich auf 
die 2. Harmonische bezieht, wurde auch der NLP für die 3. Harmonische ausgewertet. 
Die gesamte Signalanalyse und die anschließende Auswertung wurden in diesem Fall 
auf Basis des Ritec-Messsystems mit dem zugehörigen Software-Paket durchgeführt. 
Prinzipiell ist es zweckmäßig, die Eingangsamplitude möglichst hoch zu wählen. Das 
Ritec-Messsystem verfügt hierzu über ausreichende Leistungskapazitäten, um sehr hohe 
unverzerrte und „reine Signale“ zu erzeugen. Dennoch zeigte sich wie bereits am Anfang 
des Kapitels erwähnt, dass bei zu hohen Amplituden die verwendeten Prüfköpfe zuneh-
mend mit einem nichtlinearen Verhalten reagierten. Daher wurden die Prüfköpfe bei 
ca. 500 V betrieben, was sich als ein sinnvoller Kompromiss zwischen der möglichst 
hohen Erregungsamplitude und der möglichst geringen Systemnichtlinearität ergab. 
Um eine gute Auflösung im Frequenzspektrum zu erhalten und gleichzeitig die Nicht-
linearitäten infolge von Interferenzen zu verhindern, wurde die Signaldauer auf 6-8 
Schwingungszyklen festgelegt.  
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5.5.2 Ergebnisse und Diskussionen 

Im ersten Versuchsteil sollte zunächst geprüft werden, in welchem Zusammenhang die 
gemessenen höherharmonischen Amplituden zur Anregungsamplitude bzw. Fundamen-
talamplitude stehen. Dies ist zur Überprüfung der Messmethodik sowie zur Definition 
des zugrundliegenden nichtlinearen Materialverhaltens von zentraler Bedeutung. 
Hierzu wurden zunächst die Ultraschalluntersuchungen an den noch unbelasteten Pro-
ben unter stetiger Erhöhung der Eingangsamplitude bzw. Eingangsspannung durchge-
führt. Anschließend wurden die Harmonischen-Amplituden im Frequenzspektrum des 
Empfangssignals für unterschiedliche Eingangsspannungen ausgewertet. Die Abbildung 
5.24 zeigt dabei das resultierende Frequenzspektrum für eine ausgewählte unbelastete 
HPC-Probe. Hierbei wurde die Betonprobe mit einer Prüffrequenz von 150 kHz für 
unterschiedliche Signalamplituden (Änderung der Eingangsspannung in 2dB Schritten) 
getestet und das empfangene Zeitsignal mittels FFT ins Frequenzspektrum transfor-
miert. Man erkennt dabei deutlich die 2. und 3. Harmonische im Frequenzspektrum bei 
ca. 285 kHz und ca. 430 kHz, welche leicht von den theoretischen Werten bei 300 kHz 
für die 2. Harmonische und 450 kHz für die 3.Harmonische abweichen. Die Ursachen 
hierfür können vielfältig sein, sind jedoch nicht ungewöhnlich für reale Messungen an 
einem stark heterogenen Festkörper wie Beton. Weiterhin zeigt die Abbildung 5.25 das 
Ergebnis der gleichen Untersuchung an einer unbelasteten UHPC-Probe. Hierbei wurde 
eine Prüffrequenz von 230 kHz verwendet. Auch hier sind die 2. und 3. Harmonische 
bei ca. 460 kHz und 690 kHz gut zu erkennen.  

 
Abbildung 5.24: Frequenzspektrum des Empfangssignals für unterschiedliche Eingangsamplituden bei 
unbelasteter HPC-Probe. 
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Abbildung 5.25: Frequenzspektrum des Empfangssignals für unterschiedliche Eingangsamplituden bei 
unbelasteter UHPC-Probe. 

Die Abbildungen 5.26 und 5.27 stellen die Änderungen der 2. Harmonischen-Amplitude 

2A  in Abhängigkeit von der Fundamentalamplitude 1A  für eine HPC- und eine UHPC-
Probe dar. Für den HPC wie auch für den UHPC zeigt sich anhand des hohen Be-
stimmtheitsmaßes von 2 0, 88R »  (siehe Abbildung 5.26) bzw. 2 0,98R »  (siehe Abbil-
dung 5.27), dass die Abhängigkeit von der Fundamentalamplitude am besten durch 
einen quadratischen Zusammenhang beschrieben wird 2

2 1( )A Aµ . Dies stimmt auch mit 
der klassischen quadratisch nichtlinear-elastischen Theorie überein.  

 
Abbildung 5.26: Änderung der Amplitude 2A  der 2. Harmonischen in Abhängigkeit der Fundamen-
talamplitude 1A  für den HPC. 
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Abbildung 5.27: Änderung der Amplitude 2A  der 2. Harmonischen in Abhängigkeit der Fundamen-
talamplitude 1A  für den UHPC. 

Betrachtet man die Änderung der 3. Harmonischen in Abhängigkeit von der Funda-
mentalamplitude, so lässt sich der Zusammenhang zwischen den beiden Amplituden im 
Fall des HPC (siehe Abbildung 5.28) am besten durch einen quadratischen Zusammen-
hang 2

3 1( )A Aµ  und für den UHPC (siehe Abbildung 5.29) über einen kubischen Zu-
sammenhang 3

3 1( )A Aµ  beschreiben.  

 
Abbildung 5.28: Änderung der Amplitude 3A  der 3. Harmonischen in Abhängigkeit der Fundamen-
talamplitude 1A  für den HPC. 
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Abbildung 5.29: Änderung der Amplitude 3A  der 3. Harmonischen in Abhängigkeit der Fundamen-
talamplitude 1A  für den UHPC. 

Das quadratische Verhalten bezüglich der 3. Harmonischen beim HPC ist dabei cha-
rakteristisch für ein hysteretisch nichtlineares Material, wobei das Verhalten der 3. Har-
monischen beim UHPC auf ein klassisches kubisch nichtlinear-elastisches Verhalten 
hindeutet. Somit zeigt sich auch hier der bereits in den akustoelastischen Versuchen 
festgestellte Unterschied im hysteretischen Verhalten vom HPC und UHPC. Für die 
weiteren nichtlinearen Ultraschalluntersuchungen der 3. Harmonischen kann also auf 
Basis dieser Voruntersuchungen beim HPC von einem eher hysteretischen Materialver-
halten und beim UHPC von einem eher kubisch nichtlinear-elastischen Materialverhal-
ten ausgegangen werden. 

Im Anschluss an die Voruntersuchungen der unbelasteten Proben wurden die Ultra-
schallmessungen an den druckbeanspruchten Betonproben durchgeführt. Hierbei wur-
den die relativen Änderungen der longitudinalen Wellengeschwindigkeit, der akusti-
schen Dämpfung und der NLP ermittelt. Dabei wurden für die nachfolgende Auswer-
tung die Mittelwerte über die 5 Betonproben pro Mischung mit den zugehörigen Stan-
dardabweichungen gebildet und grafisch dargestellt. 

In der Abbildung 5.30 ist zunächst die relative Änderung der longitudinalen Wellenge-
schwindigkeit L L,0/c cD  in Abhängigkeit von der Druckbeanspruchung dargestellt. Für 
alle Betone (HPC, UHPC und UHPFRC) lässt sich zunächst bei 20% der Druckfestig-
keit der für die am Anfang dieses Abschnittes beschriebene 1. Phase typische Effekt 
einer leichten Geschwindigkeitszunahme (bzw. Steigerung des E-Moduls) beobachten, 
welcher auf das Schließen von Luftporen und Mikrorissen zurückzuführen ist. 
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Abbildung 5.30: Relative Änderung der longitudinalen Wellengeschwindigkeit L L,0/c cD  in Abhängig-
keit vom Beanspruchungsniveau bezogen auf die Druckfestigkeit ckf  für den HPC, den UHPC und den 
UHPFRC. 

Mit zunehmender Belastung nimmt die longitudinale Wellengeschwindigkeit langsam 
ab. Bei ca. 60% der Druckfestigkeit zeigen alle Proben eine deutliche Abnahme der 
Wellengeschwindigkeit zum unbelasteten Ausgangszustand. Dies lässt auf ein vermehr-
tes Einsetzen der Mikrorissbildung und eine Zunahme irreversibler Vorgänge schließen. 
Hierbei ist zu bemerken, dass der HPC in diesem Stadium bereits eine deutlich höhere 
Änderung der Wellengeschwindigkeit im Vergleich zum UHPC bzw. UHPFRC auf-
weist, was wiederum auf ein verzögertes Mikrorisswachstum im UHPC und UHPFRC 
hindeutet. Bei der Maximalbeanspruchung von 80% der Druckfestigkeit sind für alle 
Betonproben die Wellengeschwindigkeitsänderungen sehr deutlich erkennbar, womit 
eine klare Festigkeitsänderung und eine irreversible Schädigung im Beton verbunden 
ist. Dass sich eine bleibende Schädigung im Material eingestellt hat, wird insbesondere 
durch die bleibende Wellengeschwindigkeitsabnahme nach der Entlastung deutlich. Da-
her kann der Ausgangszustand selbst nach Entlastung nicht mehr hergestellt werden. 

Im Folgenden wird die Änderung des akustischen Dämpfungsparameters D,La¢  für die 
Fundamentalfrequenz, für die 2. Harmonische-Frequenz und für die 3. Harmonische-
Frequenz in Abhängigkeit des Beanspruchungsniveaus betrachtet. Dabei wurden wäh-
rend der Druckbelastung die Ultraschallfrequenzen des Senderprüfkopfes auf die zu 
untersuchenden Frequenzen eingestellt und die zugehörigen Fundamentalamplituden 
(bzw. die Dämpfung) gemessen. Somit lässt sich insbesondere der Dämpfungseinfluss 
auf die höherharmonischen Amplituden mit Blick auf die nachfolgenden nichtlinearen 
Ultraschalluntersuchungen möglichst präzise berücksichtigen.  
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Für den HPC (siehe Abbildung 5.31) zeigt sich für alle drei Frequenzen ein ähnliches 
Bild, wie bei der Untersuchung der Wellengeschwindigkeit. So steigt die Dämpfung erst 
signifikant um bis zu 10% beim Erreichen eines Beanspruchungsniveaus von 60% der 
Druckfestigkeit. Bei 80% der Druckfestigkeit zeigt sich insbesondere für die höheren 
Frequenzen 300 kHz und 450 kHz eine deutliche Zunahme der Dämpfung von bis zu 
40% im Vergleich zum Ausgangszustand. Auch nach der Entlastung ist die veränderte 
Dämpfung deutlich erkennbar. Eine hohe akustische Dämpfung deutet dabei auf ein 
vermehrtes Vorhandensein von stark reflektierenden und streuenden Grenzflächen und 
damit auf zunehmende Risse im HPC hin. 

 
Abbildung 5.31: Relative Änderung des akustischen Dämpfungsparameters D,La¢  für verschiedene Fre-
quenzen (150 kHz, 300 kHz, 450 kHz) in Abhängigkeit vom Druckbeanspruchungsniveau ckf f  beim 
HPC. 

Betrachtet man die Dämpfungsänderung im UHPC (siehe Abbildung 5.32), so fällt hier 
auf, dass die Dämpfung für alle Frequenzen aber insbesondere für die hohen Frequenzen 
im unteren Belastungsbereich bis ca. 40% der Druckfestigkeit abnimmt. Eine mögliche 
Erklärung hierfür ist, dass ohne Belastung die vorhandenen Poren und Risse im UHPC 
geschlossen werden und hierdurch die akustischen Verluste infolge Streuung, Reflexion 
und Absorption relativ gering sind. Erst bei ca. 80% der Druckfestigkeit steigt die 
Dämpfung für sehr hohe Frequenzen bei 690 kHz leicht um etwa 8% im Vergleich zum 
Ausgangszustand an. Nach der Entlastung wird bis auf die messtechnischen Schwan-
kungen der Ausgangszustand nahezu erreicht. Dies bedeutet, dass bis zur maximalen 
Beanspruchung von 80% der Druckfestigkeit keine neuen Schädigungen größer als die 
zugehörige Wellenlänge (bei 690 kHzf = , L/ 7 mmc fl = » ) im UHPC entstehen. 
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Abbildung 5.32: Relative Änderung des akustischen Dämpfungsparameters D,La¢  für verschiedene Fre-
quenzen (230 kHz, 460 kHz, 690 kHz) in Abhängigkeit vom Druckbeanspruchungsniveau ckf f  beim 
UHPC. 

Für den UHPFRC (siehe Abbildung 5.33) ergibt sich bezüglich der Dämpfungsände-
rung ein ähnliches Verhalten. Auch hier nimmt die Dämpfung erst beim Erreichen eines 
hohen Beanspruchungsniveaus von 60% bis 80% der Druckfestigkeit leicht zu (ca. um 
12 % bei 690 kHz) und sinkt nach der Entlastung wieder deutlich ab (auf ca. 5% bei 
690 kHz). Somit sind die für den UHPC angestellten Vermutungen zum Schädigungs-
zustand auch hier zutreffend. 

 
Abbildung 5.33: Relative Änderung des akustischen Dämpfungsparameters D,La¢  für verschiedene Fre-
quenzen (230 kHz, 460 kHz, 690 kHz) in Abhängigkeit vom Druckbeanspruchungsniveau ckf f  beim 
UHPFRC. 
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Zuletzt werden unter der Verwendung der jeweiligen Dämpfungsparameter D,La  jeder 
Probe und der Gleichungen (2.114), (2.120) und (2.122) die relativen Änderungen der 
NLP aus den höherharmonischen Amplituden ermittelt. Die Abbildung 5.35 zeigt die 
Änderung des relativen akustischen NLP b¢  für den HPC, UHPC und UHPFRC.  

 
Abbildung 5.34: Relative Änderung des akustischen NLP b ¢  in Abhängigkeit vom Druckbeanspru-
chungsniveau ckf f  für den HPC, UHPC und UHPFRC. 

Für den HPC erkennt man zunächst sehr deutlich den nahezu linearen Anstieg des 
relativen akustischen NLP b¢  bis zu einer Beanspruchung von 60% der Druckfestigkeit. 
Bis zu diesem Beanspruchungsniveau hat sich der akustische NLP bereits um ca. 40% 
im Vergleich zum Ausgangszustand erhöht. Dies bedeutet, dass hier auch von einem 
nahezu linearen Anstieg der Mikrorissdichte auszugehen ist. Nach der Erhöhung der 
Druckspannung auf 80% der Druckfestigkeit steigt der akustische NLP drastisch an. 
Somit ist in diesem Fall von einem beschleunigten und möglicherweise makroskopischen 
Risswachstum innerhalb des HPC auszugehen, welches zu einem deutlichen Anstieg des 
akustischen NLP führt. Grundsätzlich zeigt sich für den HPC, dass mittels des relativen 
akustischen NLP b¢  der Schädigungszustand bzw. die Materialveränderung gut beur-
teilt werden kann und die Sensitivität der Methode deutlich höher ist als die der zuvor 
betrachteten linearen Ultraschallmethode (vgl. Abbildungen 5.30 und 5.31). 

Für den UHPC und den UHPFRC lässt sich in der Abbildung 5.34 ebenfalls eine Zu-
nahme des relativen akustischen NLP b¢  beobachten, wobei die Veränderungen hier 
vergleichsweise gering ausfallen und für den UHPC im unteren Beanspruchungsniveau 
sogar eine leichte Abnahme des akustischen NLP b¢  auftritt. Die maximale Erhöhung 
des NLP bei 80% der Druckfestigkeit bezogen auf den unbelasteten Zustand liegt dabei 
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für den UHPC bei ca. 5% und für den UHPFRC bei ca. 14%. Somit gilt hier für die 
beiden Betone, dass in diesem Fall noch keine ausgeprägte Schädigung bzw. kein we-
sentliches Mikrorisswachstum vorhanden ist. Vergleicht man die Werte des relativen 
akustischen NLP b¢  bei einer Maximalbeanspruchung von 80% mit dem Wert des 
relativen akustischen NLP b¢  für den HPC (siehe Abbildung 5.34), so erhält man hier 
einen Schädigungszustand der vergleichbar ist mit dem des HPC unter einer Beanspru-
chung bei ca. 40% der Druckfestigkeit. Daran kann man gut erkennen, dass die Schä-
digungsevolution bzw. das Mikrorisswachstum im UHPC und UHPFRC deutlich ver-
zögert eintritt und erst bei einer Druckbeanspruchung von ca. 80% der Druckfestigkeit 
bemerkbar wird.  

Abschließend sollen die Ergebnisse für den relativen hysteretischen NLP a¢  bzw. den 
relativen kubischen NLP g¢  durch die Auswertung der 3. Harmonischen-Amplituden 
im Frequenzspektrum analysiert werden (siehe Abbildungen 5.35 und 5.36). Für den 
HPC ist bis 60% der Druckfestigkeit kein eindeutiger Anstieg des hysteretischen NLP 
a¢  und des kubischen NLP g¢  festzustellen. Bei einer maximalen Beanspruchung von 
80% der Druckfestigkeit steigt jedoch der relative hysteretische NLP a¢  und der kubi-
schen NLP g¢  beträchtlich um ca. 25%. Nach Entlastung wird dieses Niveau für den 
hysteretischen NLP a¢  näherungsweise beibehalten und steigt für den kubischen NLP 
g¢  noch weiter um ca. 25% an. Berücksichtigt man, dass der hysteretische NLP a¢  
und der kubische NLP g¢  insbesondere bei stark geschädigten Materialien ausgeprägt 
sind, so lässt sich in diesem Stadium eine makroskopische Schädigung im HPC vermu-
ten. 

 

Abbildung 5.35: Relative Änderung des akustischen NLP a¢  in Abhängigkeit vom Druckbeanspru-
chungsniveau ckf f  für den HPC, UHPC und UHPFRC. 
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Abbildung 5.36: Relative Änderung des akustischen NLP g¢  in Abhängigkeit vom Druckbeanspru-
chungsniveau ckf f  für den HPC, UHPC und UHPFRC. 

Betrachtet man in den Abbildungen 5.35 und 5.36 schließlich die Werte des relativen 
hysteretischen NLP a¢  und des relativen kubischen NLP g¢  für den UHPC und den 
UHPFRC, so lässt sich hier kein deutlicher Anstieg dieser NLP mit der zunehmenden 
Beanspruchung erkennen. Im Fall des UHPC nimmt dabei der relative hysteretische 
NLP a¢  und der relative kubische NLP g¢  sogar leicht ab. Dies untermauert die Ver-
mutung, dass hier keine nennenswerte makroskopische Schädigung im Beton vorliegt 
und die NLP a¢  und g¢  in diesem Fall eher ungeeignet für eine frühzeitige Schädi-
gungsbeurteilung sind. 

5.6 Ultraschalluntersuchungen zum Verbundverhalten 
von stahlbewehrten Hochleistungsbetonen 

Stahlbeton ist heutzutage der wohl am häufigsten verwendete Verbundwerkstoff der 
industriellen Welt. Aufgrund der geringen Zugfestigkeit von Beton dient dabei die 
Stahlbewehrung der Aufnahme der vorhandenen Zugspannungen. Der Materialverbund 
und damit das Tragverhalten sind dabei in besonderem Maße vom Verbundzustand 
zwischen der Stahlbewehrung und dem Beton abhängig. Während der Lebensdauer 
eines Bauwerks können Überlastungen, zyklische Beanspruchung und Korrosionen die 
Verbundzone stark schädigen und hiermit die Tragfähigkeit deutlich reduzieren. Um 
die Schädigungsprozesse in der Verbundzone frühzeitig zu erkennen und diese im Sinne 



5.6  Ultraschalluntersuchungen zum Verbundverhalten von stahlbewehrten Hochleistungsbetonen 173 
 
 

einer Zustandsüberwachung zu kontrollieren, ist es notwendig die Anwendbarkeit bzw. 
Sensitivität zerstörungsfreier Prüfmethoden, wie die Ultraschalltechnik, in diesem An-
wendungsbereich zu erproben.  

In der vorliegenden experimentellen Arbeit soll die Schädigung bzw. Änderung der 
Verbundzone durch den sogenannten Ausziehversuch (Pull-Out Versuch) untersucht 
werden. Hierbei wird der zentrisch in einem Betonwürfel eingebettete Betonstahl durch 
die einwirkende Zugkraft allmählich aus der Probe herausgezogen. Dadurch lässt sich 
die Verbundspannungs-Schlupfbeziehung, welche charakteristisch für das Verbundver-
halten des Stahlbetons ist, ableiten. Der Verbundmechanismus von gerippten Beton-
stählen kann dabei in 4 maßgebende Phasen unterteilt werden (siehe Abbildung 5.37).  
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Abbildung 5.37: Hauptphasen des Verbundverhaltens von Stahlbetonproben im Ausziehversuch [72]. 

In der ersten Phase ist die Verbundzone des Betons noch ungerissen und es findet keine 
Relativverschiebung (Schlupf) zwischen dem Beton und dem Bewehrungsstahl statt. 
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Die Verbundkräfte werden in dieser Anfangsphase ausschließlich durch die chemische 
Adhäsion bzw. Haftung übertragen. Nach Überwinden des adhäsiven Verbundes, ab 
einer gemittelten Verbundspannung bt  zwischen dem 0,2- bis 0,8-fachen der zugehöri-
gen Betonzugfestigkeit ctf , setzt die zweite Phase ein, welche durch ein Abstützen der 
Betonstahlrippen auf den umgebenden Beton gekennzeichnet ist. Infolge der zunehmen-
den Druckspannungen nahe der Betonstahlrippen entstehen senkrecht dazu Zugspan-
nungen, welche zu einer Entstehung von geneigten Verbundrissen (Mikrorissen) in die-
sem Bereich führen. Neben dem Scherverbund wirkt gleichzeitig auch die Reibung zwi-
schen der Betonoberfläche und der Stahloberfläche. In dieser Phase ist die Keilwirkung 
vernachlässigbar und es treten keine Spalt- bzw. Makrorisse auf. In der dritten Phase 
wird die maximale Verbundspannung b,maxt  erreicht b ct( (1 3) )ft ³ - . Dabei Überschrei-
ten die Ringzugspannungen die Zugfestigkeit des Betons und es entstehen stetig radi-
alverlaufende makroskopische Längs- bzw. Spaltrisse (siehe Abbildung 5.38).  

F

Verbundriss
SpaltrissLokale 

Schädigung 
(Druckzone)

Ringzug-
spannungen

 

Abbildung 5.38: Rissbildung infolge der Verbundwirkung nach [150, 204]. 

Bei einer ausreichenden Betondeckung beschränkt sich die Schädigung auf einen inne-
ren Bereich der Stahlbetonprobe, wobei ein äußerer Ring ungeschädigt verbleibt. In der 
letzten Phase werden die Betonkonsolen zwischen den Stahlrippen zerdrückt bzw. ab-
geschert. Anschließend wird der Verbund nur über die Reibung zwischen dem Beton 
und dem Stahl aufrecht gehalten und es kommt zum Ausziehen des Betonstahls. Ein 
guter Überblick zum Verbundverhalten von stahlbewehrten Betonstrukturen und den 
wesentlichen Mechanismen kann in [20, 204] gefunden werden. 
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In der Vergangenheit wurden bereits zahlreiche Ausziehversuche an HPC-Verbundpro-
ben [10, 11, 97] sowie UHPC- und UHPFRC-Verbundproben [94, 128] durchgeführt. 
Hierbei konnten im Allgemeinen steifere Verbundeigenschaften und höhere Verbund-
spannungen im Vergleich zu normalfestem Beton beobachtet werden.  

Ultraschalluntersuchungen zum Verbundverhalten wurden bisher nur an normalfesten 
Betonen durchgeführt. In [177, 178] wurden dabei Ultraschallversuche an zentrisch auf 
Zug beanspruchten stahlbewehrten Betonprismen durchgeführt. In diesen Versuchen 
konnte gezeigt werden, dass die Zeitbereichs- und insbesondere die Frequenzbe-
reichsanalyse der empfangenen Ultraschallsignale wertvolle Informationen zum Schädi-
gungszustand der Stahlbetonproben unter einer Zugbeanspruchung liefert. Daneben 
wurden unter der Verwendung ultraschallbasierter Verfahren die Stadien der Schädi-
gungsentwicklung in biegebeanspruchten Betonproben untersucht [60, 149, 158]. In die-
sen Studien wurden unterschiedliche Parameter und Analysemethoden zur Schädi-
gungsbeurteilung vorgeschlagen, welche sich hautsächlich auf die Änderung der Wel-
lengeschwindigkeit und der Signalamplituden sowie auf die Verschiebung von Frequen-
zen (Frequency-Shift) beziehen. Hiermit konnten die Mikro- und Makroschädigungen 
infolge der zunehmenden Biegebeanspruchung in geeigneter Weise wiedergegeben wer-
den. Zudem wurde unter anderem eine kontaktlose nichtlineare Ultraschalltechnik zur 
Schädigungsbewertung von biegebeanspruchten Stahlbetonproben vorgestellt [42]. In 
der zugehörigen Studie konnte die hohe Sensitivität des NLP hinsichtlich der fortschrei-
tenden Rissentwicklung im Beton beobachtet werden. Da neben der mechanisch indu-
zierten Schädigung insbesondere die korrosionsbedingte Verbundschädigung ein Haupt-
problem bei der Gewährleistung der Dauerhaftigkeit einer Stahlbetonkonstruktion dar-
stellt, wurden in den letzten Jahrzehnten verschiedene Ultraschalluntersuchungen zur 
Überwachung der Korrosion in stahlbewehrten Betonproben durchgeführt. Hierbei wur-
den lineare [63, 190, 229] und nichtlineare Ultraschalltechniken [56, 110, 226] zur Be-
urteilung des Verbundzustandes erfolgreich eingesetzt. 

Basierend auf diesen Erkenntnissen soll in der nachfolgenden ultraschalltechnischen 
Untersuchung versucht werden, die im oberen Abschnitt beschriebenen Phasen der 
Schädigungsentwicklung und dabei insbesondere den Übergang der Mikrorissbildung 
zur Makrorissbildung besser zu verstehen. Aufgrund der grundsätzlichen Fokussierung 
auf die frühzeitige Schädigungsentwicklung wurden aber keine vollständigen Auszieh-
versuche durchgeführt. Daher bezieht sich diese Untersuchung im Wesentlichen auf die 
zuvor beschriebenen Phasen 1 bis 3 im Verbundverhalten.  
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5.6.1 Probenherstellung und Versuchsdurchführung 

Für diesen Versuch wurden insgesamt 30 (10 für jede Betonrezeptur) würfelförmige 
Stahlbeton-Verbundproben (Kantenlänge 100 mma = ) mit einem zentrisch einbeto-
nierten (4-reihig) gerippten Betonstahl (B500B, Stabdurchmesser S 12 mmd = ) herge-
stellt. Dabei wurden die drei Betonrezepturen aus den Tabellen 5.1-5.3 für den HPC, 
UHPC und UHPFRC verwendet. Die Abmessung der Ausziehproben bzw. die ausge-
schalten Versuchskörper sind dabei in den Abbildungen 5.39 und 5.40 dargestellt. Um 
eine gleichmäßige Beanspruchung in der Verbundzone zu erzielen, wurde die Verbund-
länge mit b S5 60 mml d= =  mittig in der würfelförmigen Betonprobe angesetzt. Dazu 
erzeugten zwei Plastikhülsen rund um die Einbettungslänge eine verbundfreie Zone. 
Diese wurden zuvor an den vordefinierten Abständen mittels Heißkleber am Betonstahl 
fixiert. 

60

404040

340
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a = 100

lb = 60

dS = 12

 

Abbildung 5.39: Probengeometrie und Abmessungen. 

 

 

 

HPC-Verbundprobe 

 

UHPC-Verbundprobe 

UHPFRC-Verbundprobe 

Abbildung 5.40: Stahlbetonverbundproben aus HPC, UHPC und UHPFRC. 
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Die Abbildung 5.41 zeigt die zur Herstellung der Ausziehproben verwendete Holzscha-
lung. Vor dem Betonieren wurden zunächst die Betonstähle in die hierfür vorgesehenen 
Bohrungen an den Seitenwänden der Schalung eingesetzt (siehe Abbildung 5.42) und 
anschließend die Schalung mit dem Frischbeton befüllt. Nach dem Einfüllvorgang wur-
den die Frischbeton-Proben auf einem Rütteltisch für ca. 60 s verdichtet. Die Ausscha-
lung der Proben erfolgte ca. 24 Stunden nach dem Betonieren. Die nachfolgenden Prü-
fungen wurden nach dem Erreichen der 28-Tage-Festigkeit durchgeführt.  

100
20

20

Draufsicht
1250

20

100
20

100 100 100 100
20 20 20 20

100
20

100
20

100
20

100
20 20

Seitenansicht

20

70 120 120 120 120 120 120 120 120 120

12
0

14
0

70

16∅

Alle Angaben in mm  
Abbildung 5.41: Schalungsplan zur Herstellung der Ausziehproben.  

 

Abbildung 5.42: Holzschalung zur Herstellung der Ausziehproben mit eingesetzten Bewehrungsstählen. 
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Die anschließenden Ausziehversuche wurden an einem speziell dafür konstruierten Ver-
suchsaufbau durchgeführt (siehe Abbildungen 5.43 und 5.44). Dabei lagert die Stahl-
betonverbundprobe auf einem Holzunterbau, dessen obere Auflageplatte in der Mitte 
eine Durchgangsbohrung mit einem Durchmesser von 60 mm besitzt. Oberhalb des 
Probekörpers liegen die Kraftmessdose und der Hydraulik-Hubzylinder (Lastkapazität 
von 200 kN) auf, welche jeweils durch eine Stahlplatte mit einer Durchgangsbohrung 
( 20mm)Æ  voneinander räumlich getrennt sind. Im oberen Bereich des Versuchsaufbaus 
dient eine Presshülse am Betonstahl (Keilverbindung) der Einspannung der Verbund-
probe. Während des Ausziehversuches wird der Hydraulikdruck im Hubzylinder per 
Handpumpe stufenweise erhöht. Hierdurch wird der Kolben des Hydraulik-Hubzylin-
ders in vertikaler Richtung ausgefahren und es wirkt über die festgezogene Presshülse 
eine Zugkraft am Betonstahl. Die sich einstellende Druck- bzw. Zugkraft wird dabei 
von der zwischenliegenden Kraftmessdose erfasst. Weiterhin sind am unteren Ende des 
Betonstahls insgesamt drei induktive Wegaufnehmer zur Aufzeichnung des sich entwi-
ckelten Schlupfes s angebracht. Anschließend werden die Daten der Kraftmessdose und 
der Wegaufnehmer zur weiteren Analyse und insbesondere zur Visualisierung an einen 
PC übertragen.  

 

Abbildung 5.43: Realer experimenteller Aufbau zur Durchführung der Ausziehversuche und der Ult-
raschallmessung. 
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Abbildung 5.44: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus zur Durchführung der Aus-
ziehversuche und der Ultraschallmessung. 

Die Ultraschalluntersuchungen wurden während des oben beschriebenen Ausziehversu-
ches durchgeführt. Hierzu wurden an den zwei gegenüberliegenden freien Seiten der 
Verbundprobe niederfrequente Longitudinalwellenprüfköpfe über eine Holzhalterung 
angebracht. Für alle Versuche wurde dabei eine Ultraschalluntersuchung im Durch-
schallungsmodus durchgeführt. Dabei wurde ein schmalbandiger Prüfkopf (Sender) mit 
einer Mittenfrequenz von 200 kHz und ein breitbandiger Prüfkopf (Empfänger) mit 
einer Mittenfrequenz von 500 kHz eingesetzt. Der prinzipielle Messaufbau ist dabei im 
Wesentlichen identisch zu dem der in den vorigen Abschnitten beschriebenen Versu-
chen (siehe Abbildung 5.45). 
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Abbildung 5.45: Schematische Darstellung der Ultraschallmessung an der durch eine Zugkraft bean-
spruchten würfelförmigen Ausziehverbundprobe.  

Im Unterschied zu den bisherigen Versuchen wurde die Signalanalyse direkt über das 
am Oszilloskop empfangene Zeitsignal und mittels des integrierten Empfangsmoduls 
des Ritec-RAM 500 SNAP Systems durchgeführt. Um ein möglichst glattes (rauschar-
mes) Zeitsignal für die spätere Auswertung am PC zu erhalten, wurden die aufgezeich-
neten Zeitsignale am Oszilloskop aus dem Mittelwert über 256 „Samples“ gebildet. Für 
die nachfolgenden Ultraschalluntersuchungen wurde ein Eingangssignal mit einer 
Amplitude von ca. 500 V bei einer Frequenz von 220 kHz und einer Signaldauer von 8 
Schwingungszyklen für alle Betonmischungen verwendet.  

5.6.2 Ergebnisse und Diskussionen 

Im Vorfeld der Ultraschallexperimente wurde zunächst an jeweils drei Verbundproben 
pro Betonmischung die maximal aufnehmbare Zugkraft maxF  bestimmt. Dabei versag-
ten die HPC- und UHPC-Proben ausschließlich durch ein Sprengrissversagen (longitu-
dinale Spaltrisse, siehe Abbildungen 5.46 und 5.47), was als Folge der geringen Beton-
deckung vor dem Schubversagen auftritt. Für die UHPFRC-Proben ergab sich auf-
grund der hohen Verbundfestigkeit (bzw. hohen Matrixzugfestigkeit) ein Versagen 
durch das Erreichen der Fließgrenze des Betonstahls. 
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a) b)

Abbildung 5.46: Sprengrissversagen der HPC-Ausziehprobe: a) Aussenansicht und b) Innenansicht. 
 

a) b) 

Abbildung 5.47: Sprengrissversagen der UHPC-Ausziehprobe: a) Aussenansicht und b) Innenansicht.

Entsprechend dieser Voruntersuchungen wurden die nachfolgenden Ausziehversuche 
bis nahe der maximal aufnehmbaren Zugkraft durchgeführt. Diese lag für die HPC-
Proben bei max 45 kNF = , für die UHPC-Proben bei max 25 kNF =  und für die 
UHPFRC-Proben bei max 65 kNF = . Hierbei muss angemerkt werden, dass die maximal 
aufnehmbare Zugkraft für den UHPC deutlich niedriger lag als für die HPC-Proben. 
Vermutlich wirkte sich hier das sehr spröde Materialverhalten des UHPC negativ auf 
das Zugtragverhalten aus und es lagen keine plastischen Tragreserven wie beim HPC 
vor. Ausgehend vom unbelasteten Zustand wurde die Zugbelastung stufenweise bis maxF  
aufgebracht und die zugehörigen Ultraschallzeitsignale sowie die Relativverschiebungen 
zwischen Betonstahl und Beton gemessen.  
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Für die nachfolgende ultraschalltechnische Bewertung der Schädigungsentwicklung die-
nen die relativen Änderungen der longitudinalen Wellengeschwindigkeit L,0 L/c c  und 
der longitudinalen Dämpfung D,La¢  sowie die relativen Änderungen der akustischen 
NLP (a¢ , b¢  und g¢ ) als die zentralen Untersuchungsgrößen. Hierzu wurden zur 
Dämpfungsmessung nur die Fundamentalamplituden 1A  bei 220 kHzf =  ausgewertet. 
Zur Bestimmung der Änderungen der akustischen NLP wurden die 2. bzw. 3. Harmo-
nischen-Amplituden ( 2A  und 3A ) analysiert und entsprechend der numerischen Unter-
suchungen aus dem Abschnitt 4.1.2 die folgenden relativen akustischen NLP  
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für die Schädigungsbewertung verwendet. Die relativen Änderungen der maßgebenden 
Ultraschallparameter beziehen sich dabei alle auf den ungeschädigten Ausgangszustand 
(Index „0“) vor der Belastung. 

Zur Erprobung einer digitalen Signalanalysemethode wurde im Gegensatz zu den vor-
herigen experimentellen Versuchen die Änderung der longitudinalen Wellengeschwin-
digkeit nicht über die Software des RAM 5000-Messsystems durchgeführt, sondern mit-
tels der Kreuzkorrelation zweier Zeitsignale. Zur Veranschaulichung dieses Vorgehens 
zeigt die Abbildung 5.48 die empfangenen Ultraschall-Zeitsignale (UHPFRC-Probe) für 
den unbeanspruchten ( 0 kN)F =  und den beanspruchten Zustand ( 65 kN)F = . Wie 
hier deutlich zu erkennen ist, sind die Signale auf der Zeitachse leicht verschoben und 
weisen damit eine Zeitverschiebung auf. 

 
Abbildung 5.48: Empfangene Ultraschall-Zeitsignale für eine UHPFRC-Verbundprobe im unbelasteten 
Ausgangszustand bei 0 kNF =  und im belasteten Zustand bei 65 kN.F =  
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Um die zeitliche Verschiebung beider Signale im beanspruchten und unbeanspruchten 
Zustand möglichst exakt zu bestimmen, wird nun der Korrelationskoeffizient xyR  in 
Abhängigkeit von der Zeitverschiebung gebildet, wobei der Index „xy“ hierbei für die 
zwei zu korrelierenden Signale x und y steht. Dabei erhält man an der Stelle t  des 
maximalen Korrelationskoeffizienten xyR  die beste Übereinstimmung zwischen den bei-
den Signalen und hiermit die gesuchte Laufzeitdifferenz tD . Nach der Bestimmung des 
Absolutwertes der Laufzeit 0t  des Ultraschallsignals im unbelasteten Zustand lässt sich 
hieraus bei einer konstanten Pfadlänge (Dicke a des Bauteils) die relative longitudinale 
Wellengeschwindigkeitsänderung mit L L,0 0/ /c c t tD = D  bestimmen.  

 
Abbildung 5.49: Kreuzkorrelationskoeffizient in Abhängigkeit von der Zeitverschiebung t  ermittelt 
aus den Signalen in der Abbildung 5.48. 

Für die weitere Analyse des Frequenzspektrums wurden die entsprechenden Zeitsignale 
unter der Verwendung eines „Hanning-Fensters“ und der FFT in den Frequenzbereich 
transformiert. Die Abbildung 5.50 zeigt hierzu exemplarisch das empfangene Ultra-
schall-Zeitsignal im unbeanspruchten Zustand bei 0 kNF =  und im beanspruchten 
Zustand bei 32,5 kNF =  für eine ausgewählte UHPFRC-Verbundprobe. Unter der 
Betrachtung des zugehörigen Frequenzspektrums in der Abbildung 5.51 sind die Har-
monischen-Amplituden bei 220 kHz, 440 kHz und 660 kHz deutlich sichtbar. Weiterhin 
lässt sich feststellen, dass die 2. und 3. Harmonischen für die beanspruchte Verbund-
probe größer sind. 
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Abbildung 5.50: Empfangene Ultraschall-Zeitsignale für eine UHPFRC-Verbundprobe im unbelasteten 
Ausgangszustand bei 0 kNF =  und im belasteten Zustand bei 32,5 kN.F =  

 
Abbildung 5.51: Normierte Frequenzspektren der Ultraschall-Zeitsignale in der Abbildung 5.50. 

In der weiteren Auswertung wurden die experimentellen Daten für die HPC-, UHPC- 

und UHPFRC-Verbundproben über eine Mittelwertbildung aller getesteten Verbund-

proben pro Betonmischung bestimmt. Zur Bestimmung der Verbundspannungs-

Schlupf-Beziehungen bzw. Schlupf-Kraft-Beziehungen der HPC-, UHPC- und 

UHPFRC-Verbundproben, wurde die Abhängigkeit des gemessenen Schlupfes (Mittel-

wert aller Proben) von der Ausziehkraft (Kraftmessdose) für jede Betonrezeptur über 

eine polynomiale Regression 3. Grades (Ausgleichskurve) nach 
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angenähert. Hierbei sind F die Ausziehkraft, s der Schlupf und 0 3p -  die Koeffizienten 

des kubischen Näherungspolynoms. Die entsprechenden Koeffizienten der polynomialen 

Regression 0 3p -  sind in der Tabelle 5.11 für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Ver-

bundproben mit den zugehörigen Bestimmtheitsmaßen 2R  angegeben.  

Tabelle 5.11: Koeffizienten des Regressionspolynoms 3. Grades zur Bestimmung der Schlupf-Kraft-
Ausgleichskurven für den HPC, UHPC und UHPFRC und das zugehörige Bestimmtheitsmaß 2R . 

 
0p  1p  2p  3p  2R  

 [ m]m  [ m/kN]m  2[ m/kN ]m  3[ m/kN ]m  [ ]-  

HPC 0,55882909 -0,2064780 0,02527691 0,00017955 0,9981
UHPC -0,64364919 -0,95696594 0,38839493 -0,00906011 0,9291 
UHPFRC -0,33020383 0,02408580 0,00012758 0,00001542 0,8968

Man erkennt anhand des hohen Bestimmtheitsmaßes die gute Übereinstimmung der 
Ausgleichskurven mit den realen gemittelten Schlupf-Kraft-Messdaten. Hierbei zeigt 
die Abbildung 5.52 die Ausgleichskurven und die zugehörigen gemittelten Messdaten 
als Schlupf-Kraft-Kurve für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben. Im Fol-
genden wurde die Verbundspannung näherungsweise über die Gleichung  

 b
S b

F

d l
t

p
=  (5.13) 

bestimmt und die Ausgleichskurven sowie die gemittelten Messdaten der Schlupf-Kraft-
Beziehungen übernommen, um hiermit die für Ausziehversuche üblichen Verbundspan-
nungs-Schlupf-Beziehungen für den HPC, UHPC und UHPFRC zu ermitteln.  

Betrachtet man in den Abbildungen 5.52 und 5.53 zunächst die Verläufe für die HPC-
Verbundproben, so lässt sich feststellen, dass bis ca. 9 kNF =  bzw. ca. 2

b 5 N/mmt =  
kein Schlupf registriert wird. Bis zu diesem Punkt hat man somit näherungsweise einen 
adhäsiven schlupffreien Verbund (Phase 1). Bei einer weiteren Laststeigerung entwi-
ckelt sich die Schlupfbildung deutlich. Dies stellt den Übergang zum Scherverbund dar. 
Im Folgenden werden sukzessive die Phasen 2 und 3 (Mikrorissbildung und Makroriss-
bildung) des Verbundverhaltens erreicht.  
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Abbildung 5.52: Mittelwerte und zugehörige Ausgleichskurven des Schlupfes in Abhängigkeit von der 
Zugkraft F (Schlupf-Kraft-Kurven) für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben.  

 
Abbildung 5.53: Mittelwerte und zugehörige Ausgleichskurven der Verbundspannung in Abhängigkeit 
vom Schlupf (Verbundspannungs-Schlupf-Kurven) für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben.  

Für die UHPC-Verbundproben zeigt sich in den Abbildungen 5.52 und 5.53 generell 
nur ein geringer Schlupf bis zum näherungsweisen Erreichen der maximalen Verbund-
festigkeit. Die Überwindung der adhäsiven Haftung und damit der Übergang zum 
Scherverbund fängt dabei frühzeitig ab ca. 2

b 2 N/mmt =  bzw. ca. 2,5 kNF =  an. 
Dabei tritt bis zum Sprengrissversagen keine ausgeprägter Schlupfbildung auf, was wie-
derum das sehr spröde Materialverhalten des faserfreien UHPC unterstreicht. 
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Betrachtet man hingegen die Verläufe der faserverstärken UHPC-Verbundproben 
(UHPFRC) in den Abbildungen 5.52 und 5.53, so stellt man fest, dass die Verbundfes-
tigkeit deutlich höher liegt als bei den faserfreien UHPC-Verbundproben. Bis zum Er-
reichen der Fließgrenze des Betonstahls bei der Maximallast tritt auch hier keine aus-
geprägte Schlupfbildung auf ( 10 m)s m£ . Der nahezu schlupffreie Verbund wird dabei 
bis zu einer Verbundspannung von 2

b 8 N/mmt =  bzw. einer Last von ca. 13 kNF =  
aufrecht gehalten. 

Nachfolgend sollen die zugehörigen Änderungen der Ultraschallparameter analysiert 
und in Zusammenhang mit den oben dargestellten Schlupfbeziehungen gebracht wer-
den. Um hierbei die relativen Änderungen der Ultraschallparameter für die HPC-, 
UHPC- und UHPFRC-Verbundproben in Abhängigkeit vom Beanspruchungsniveau 
(Belastungsniveau) direkt miteinander vergleichen zu können, wird das Beanspru-
chungsniveau als Verhältnis zwischen der gemessenen Ausziehkraft F und der maximal 
aufnehmbaren Zugkraft maxF  definiert.  

In der Abbildung 5.54 sind zunächst die relativen Änderungen der longitudinalen Wel-
lengeschwindigkeit L L,0/c c  in Abhängigkeit vom Beanspruchungsniveau max/F F  für die 
HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben angegeben.  

 
Abbildung 5.54: Relative Änderung der longitudinalen Wellengeschwindigkeit L L,0/c c  in Abhängigkeit 
vom Beanspruchungsniveau max/F F  für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben. 

Für die HPC-Verbundproben zeigt sich bis zu einem Beanspruchungsniveau von ca. 
50% ( 22,5 kN)F =  nur eine geringfügige Abnahme der longitudinalen Wellengeschwin-
digkeit Lc . Bei einer weiteren Laststeigerung über dieses Niveau hinaus nimmt die 
Wellengeschwindigkeit stark ab und man erhält nach der Entlastung eine bleibende 
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Änderung von ca. 6% im Vergleich zum unbelasteten Ausgangszustand. Dies zeigt 
deutlich, dass nach der Maximalbeanspruchung die Steifigkeit des Verbundkörpers 
stark abgenommen hat und eine makroskopische Schädigung im Bauteil vorhanden ist.  

Für die UHPC-Verbundproben ergibt sich, wie in der Abbildung 5.54 dargestellt, beim 
unteren Beanspruchungsniveau bis 10% ( 2,5 kN)F =  keine messbare Wellengeschwin-
digkeitsänderung. Über diese Belastung hinaus nimmt die Geschwindigkeitsänderung 
jedoch deutlich zu und man erhält bei der Maximalbeanspruchung von 100% 
( 25 kN)F =  eine Geschwindigkeitsabnahme von ca. 4%, welche jedoch nach der Ent-
lastung deutlich auf ca. 1% zurück geht. Hierbei ist die Streuung in den jeweiligen 
Proben infolge der starken Schädigung sehr groß.  

Im Fall der UHPFRC-Verbundproben (siehe Abbildung 5.54) lässt sich bis zum Errei-
chen eines Beanspruchungsniveaus von ca. 20% ( 13 kN)F =  keine Geschwindigkeits-
änderung feststellen. Darüber hinaus nimmt die Wellengeschwindigkeit leicht ab. Unter 
einer Maximalbeanspruchung von 100% max( 65 kN)F F= =  ist dann eine rapide Ab-
nahme der Wellengeschwindigkeit um ca. 3% im Vergleich zum Ausgangszustand zu 
verzeichnen, welche teilweise auch nach der Entlastung noch vorhanden ist (ca. 1%). 
Somit kann man daraus ableiten, dass die Steifigkeitsverluste und das Schädigungs-
wachstum im UHPFRC erst beim Erreichen der Höchstlast bemerkbar auftreten. 

In der Abbildung 5.55 sind die relativen Änderungen des longitudinalen Dämpfungspa-
rameters D,La¢  in Abhängigkeit vom Beanspruchungsniveau max/F F  für die HPC-, 
UHPC- und UHPFRC-Verbundproben dargestellt.  

 
Abbildung 5.55: Relative Änderung des akustischen Dämpfungsparameters D,La¢  bei 220 kHzf =  in 
Abhängigkeit vom Beanspruchungsniveau max/F F  für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben. 
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Für alle Betone zeigt sich eine deutlich höhere Sensitivität des Dämpfungsparameters 
zum Beanspruchungsniveau bzw. zur Schädigung.  

Betrachtet man hier zunächst die Änderungen für die HPC-Verbundproben, so kann 
man hier bereits bei geringer Belastung bis zu einem Beanspruchungsniveau von 50% 
(bei 22,5 kNF = ) eine leichte Zunahme des Dämpfungsparameters um bis zu 20% 
feststellen. Darüber hinaus nimmt die relative Änderung des Dämpfungsparameters 

D,La¢  stark zu. Unter Höchstbeanspruchung von 100% (bei max 45 kNF F= = ) erhält 
man nahezu eine Verdopplung des Dämpfungsparameters, welcher auch nach der Ent-
lastung auf einem hohen Niveau verbleibt. 

Der Dämpfungsparameter D,La  für die UHPC-Verbundproben bleibt bis zu einem Be-
anspruchungsniveau von ca. 20% ( 5 kN)F =  kaum verändert (siehe Abbildung 5.55). 
Anschließend steigt die Dämpfung rapide an und ist bei der Maximalbeanspruchung 
von 100% (bei max 25 kNF F= = ) mehr als verfünffacht gegenüber dem Ausgangszu-
stand. Nach der Entlastung geht diese Änderung deutlich zurück und bleibt jedoch auf 
einem hohen Niveau bei ca. 200%. 

Für die UHPFRC-Verbundproben (siehe Abbildung 5.55) verändert sich der Dämp-
fungsparameter D,La  bis zu einem Beanspruchungsniveau von 30% ( 19,5 kN)F =  zu-
nächst kaum und steigt dann allmählich bis auf ca. 35% an. Nach der Entlastung bleibt 
auch hier eine Änderung des Dämpfungsparameters bestehen. Im Vergleich zum HPC 
und UHPC fällt hierbei die deutlich geringere Dämpfungsänderung bei der Höchstbe-
anspruchung auf. 

Schließlich sollen die relativen Änderungen der akustischen NLP in Abhängigkeit vom 
Beanspruchungsniveau max/F F  für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben 
dargestellt werden. Die Abbildung 5.56 zeigt hierzu die relative Änderung des klassi-
schen NLP b¢  (siehe Gleichung (5.11)) in Abhängigkeit vom Beanspruchungsniveau 

max/F F  für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben.  

Für die HPC-Verbundproben erkennt man in der Abbildung 5.56 bereits zu Beginn der 
Beanspruchung eine gleichmäßige nahezu lineare Zunahme des relativen akustischen 
NLP b¢  bis zur Höchstbeanspruchung von 100%. Das Änderungsniveau liegt dabei im 
Bereich der zuvor betrachteten Dämpfungsänderung. Nach der Entlastung geht der 
relative akustische NLP b¢  wieder zurück, bleibt jedoch deutlich über dem Ausgangs-
niveau im unbelasteten Zustand.  

Bei den UHPC-Verbundproben (siehe Abbildung 5.56) bleibt der NLP b¢  bis zu einem 
Beanspruchungsniveau von 10% nahezu unverändert. Anschließend steigt dieser ähn-
lich zu den HPC-Verbundproben linear bis zum Erreichen eines Beanspruchungsniveaus 
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von 70% ( 17,5 kN)F =  an. Über dieses Beanspruchungsniveau hinaus nimmt die Än-
derung des NLP b¢  stark zu und ist bei Höchstbeanspruchung mehr als verdreifacht.  

Weiterhin zeigt sich unter Betrachtung der Abbildung 5.56, dass der relative akustische 
NLP b¢  bei den UHPFRC-Verbundproben bis zu einem Beanspruchungsniveau von 
20% unverändert bleibt. Anschließend wächst der relative NLP moderat und gleichmä-
ßig bis zur Höchstbeanspruchung an und erreicht hier eine Zunahme von ca. 68% im 
Vergleich zum Ausgangszustand.  

 
Abbildung 5.56: Relative Änderung des akustischen Nichtlinearitätsparameters b ¢  in Abhängigkeit 
vom Beanspruchungsniveau max/F F  für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben. 

Die Abbildungen 5.57 und 5.58 zeigen die relativen Änderungen des hysteretischen NLP 
a¢  und des kubischen NLP g¢  (siehe Gleichung (5.11)) in Abhängigkeit vom Bean-
spruchungsniveau max/F F  für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben. Hier-
bei wurde aufgrund der großen betragsmäßigen Unterschiede in den Änderungen der 
NLP auf eine logarithmische Antragung zurückgegriffen.  

Für die HPC-Verbundproben ergibt sich für die beiden relativen NLP a¢  und g¢ , wie 
beim NLP b¢ , eine deutliche und gleichmäßige Zunahme bis zu einer Beanspruchung 
von 70%, wobei insbesondere die relativen Änderungen des kubischen NLP g¢  die des 
quadratischen NLP b¢  übersteigen (siehe Abbildungen 5.57 und 5.58). Anschließend 
steigen die relativen NLP a¢  und g¢  rasch um das Fünffache bzw. Zehnfache im Ver-
gleich zum Ausgangszustand an und verbleiben auch nach der Entlastung auf hohem 
Niveau. 
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Die relativen Änderungen der akustischen NLP a¢  bzw. g¢  für die UHPC-Verbund-
proben zeigen einen ähnlichen Verlauf wie die der HPC-Verbundproben (Abbildungen 
5.57 und 5.58), wobei die Zuwachsraten auf deutlich höherem Niveau liegen und bis 
zur Höchstbeanspruchung für den NLP a¢  bzw. g¢  um das 17-fache bzw. 90-fache im 
Vergleich zum Ausgangszustand ansteigen. Weiterhin ist ein besonders starker Anstieg 
des hysteretischen und des kubischen NLP ab ca. 60% des maximalen Beanspruchungs-
niveaus zu verzeichnen. Dieser rapide Anstieg deutet insbesondere auf die beschleunigte 
Schädigung des Verbundes und das zugenommene Risswachstum hin. 

 
Abbildung 5.57: Relative Änderung des akustischen Nichtlinearitätsparameters a¢  in Abhängigkeit 
vom Beanspruchungsniveau max/F F  für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben. 

 
Abbildung 5.58: Relative Änderung des akustischen Nichtlinearitätsparameters g¢  in Abhängigkeit 
vom Beanspruchungsniveau max/F F  für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-Verbundproben. 



192 5  Experimentelle Ultraschalluntersuchungen von Hochleistungsbetonen 
 

 

Für die UHPFRC-Verbundproben ergibt sich für die beiden relativen NLP a¢  und g¢  
bis zu einem Beanspruchungsniveau von 30% keine Änderung. Anschließend steigen die 
relativen Änderungen der NLP a¢  und g¢  nahezu linear bis zur Höchstbeanspruchung 
an und verdoppeln bzw. verdreifachen sich nahezu im Vergleich zum Ausgangszustand.  

Generell zeigt die Analyse der relativen akustischen NLP, dass der hysteretische a¢  
und der kubische NLP g¢  die eintretende makroskopische Materialschädigung bei den 
HPC- und insbesondere bei den UHPC-Verbundproben durch einen deutlichen Anstieg 
anzeigen. Für die UHPFRC-Verbundproben zeigt sich die hohe Sensitivität aller hier 
untersuchten relativen NLP, wobei der NLP b¢  insbesondere im niedrigen Beanspru-
chungsniveau größere Änderungen aufweist, was auf die hohe Sensitivität dieses Para-
meters zur frühzeitigen Schädigungsevolution im Beton hindeutet. Somit zeigt die Un-
tersuchung, dass die akustischen NLP als geeignete Bewertungsparameter zur Beurtei-
lung der Mikro- und Makroschädigung verwendet werden können.  

Zum Schluss sollen für den HPC, UHPC und UHPFRC die Änderungen aller unter-
suchten Ultraschallparameter in einer gemeinsamen Abbildung zusammengefasst wer-
den. Hierfür werden die relativen Änderungen der gemittelten Ultraschallparameter in 
Abhängigkeit von der Belastung über eine polynomiale Regression (Ausgleichskurven) 
angenähert. Für die HPC- und UHPFRC-Verbundproben konnte eine gute Überein-
stimmung mittels einer polynomialen Regression 4. Grades gemäß 

 ( ) 1 2 3 4
0 1 2 3 4p F p p F p F p F p F= + + + +  (5.14) 

gefunden werden. Dabei bezeichnet ( )p F  die polynomiale Näherungslösung der relati-
ven Ultraschallparameteränderung als Funktion der Belastung F. Die zugehörigen Po-
lynom-Koeffizienten und die Bestimmtheitsmaße für die HPC- und UHPRC-Verbund-
proben sind dabei in den Tabellen 5.12 und 5.13 angegeben.  

Tabelle 5.12: Koeffizienten der Regressionspolynome 4. Grades zur Bestimmung der Ausgleichskurven 
der gemittelten relativen Ultraschallparameteränderungen für die HPC-Verbundproben und das zugehö-
rige Bestimmtheitsmaß 2R . 

 
0p  1p  2p  3p  4p  2R  

 [ ]-  1[kN ]-  2[kN ]-  3[kN ]-  4[kN ]-  [ ]-  

L L,0/c c  1,0003 -853,71E-6 60,08E-6 -2,46E-6 25,06E-9 0,9971

D,La¢  1,0139 -10,02E-3 2,20E-3 -94,30E-6 1,35E-6 0,9939

a¢  1,0115 -37,22E-3 7,97E-3 -400,04E-6 6,34E-6 0,9983

b¢  1,0054 14,64E-3 -840,23E-6 59,60E-6 -912,22E-9 0,9950

g¢  1,0246 -932,09E-6 2,14E-3 -64,07E-6 927,29E-9 0,9960
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Tabelle 5.13: Koeffizienten der Regressionspolynome 4. Grades zur Bestimmung der Ausgleichskurven 
der gemittelten relativen Ultraschallparameteränderungen für die UHPFRC-Verbundproben und das 
zugehörige Bestimmtheitsmaß 2R . 

 
0p  1p  2p  3p  4p  2R  

 [ ]-  1[kN ]-  2[kN ]-  3[kN ]-  4[kN ]-  [ ]-  

L L,0/c c  0,9993 693,16E-6 -68,52E-6 1,84E-6 -16,43E-9 0,9801

D,La¢  1,0013 -876,29E-6 11,08E-6 2,40E-6 -15,78E-9 0,9985

a¢  1,0019 -1,49E-3 23,49E-6 3,51E-6 3,15E-9 0,9989

b¢  1,0141 -18,33E-3 1,59E-3 -27,68E-6 153,58E-9 0,9950

g¢  1,0033 -2,87E-3 118,61E-6 1,74E-6 54,62E-9 0,9990

Bei den UHPC-Verbundproben konnte für die relativen akustischen NLP a¢  und g¢  
keine sinnvolle Näherung über ein Polynom 4. Grades gefunden werden. Daher wurde 
in diesem Fall die Näherungslösung über ein Polynom 7. Grades bestimmt, wobei die 
Änderungen der restlichen Ultraschallparameter über ein Polynom 4. Grades angenä-
hert wurden. Die entsprechenden Polynom-Koeffizienten und die Bestimmtheitsmaße 
für die UHPC-Verbundproben sind dabei in der Tabelle 5.14 angegeben. 

Tabelle 5.14: Koeffizienten der Regressionspolynome 4. bzw. 7. Grades zur Bestimmung der Ausgleichs-
kurven der gemittelten relativen Ultraschallparameteränderungen für die UHPC-Verbundproben und 
das zugehörige Bestimmtheitsmaß 2R . 

 L L,0/c c  D,La¢  a¢  b¢  g¢  

0p [ ]-  0,9996 0,9968 0,9972 0,9049 1,0031 

1p 1[kN ]-  1,13E-3 -25,89E-3 33,43E-3 168,18E-3 -766,53E-3

2p 2[kN ]-  -277,18E-6 8,32E-3 -20,88E-3 -37,31E-3 608,13E-3

3p 3[kN ]-  8,27E-6 -411,72E-6 2,62E-3 2,85E-3 -175,30E-3

4p 4[kN ]-  -62,44E-9 16,16E-6 344,93E-6 -59,26E-6 24,19E-3

5p 5[kN ]-   -76,84E-6 -1,69E-3

6p 6[kN ]-    4,30E-6  56,98E-6

7p 7[kN ]-    -73,12E-9  -719,12E-9
2R [ ]-  0,9987 0,9987 0,9995 0,9440 1,0000 

In den nachfolgenden Abbildungen 5.59-5.61 sind die mittels der polynomialen Nähe-
rungen bestimmten Ausgleichskurven und die zugehörigen Mittelwerte der relativen 
Änderungen in Abhängigkeit von der Belastung F für die HPC-, UHPC- und UHPFRC-
Verbundproben grafisch dargestellt.  
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Für alle Betone zeigt sich dabei eine hohe Sensitivität der relativen akustischen NLP 
zur fortschreitenden Schädigungsentwicklung im Beton. Dabei liegt die Sensitivität der 
NLP zur frühzeitigen Verbundschädigung deutlich über der der linearen Parameter 
(Dämpfungsänderung und Wellengeschwindigkeitsänderung), was durch eine früh ein-
setzende Änderung der NLP im unteren Belastungsbereich deutlich wird. Aus dem 
Verlauf der akustischen NLP lässt sich somit der Verbundzustand bzw. der Schädi-
gungsgrad im Beton beurteilen.  

Für die HPC-Verbundproben (siehe Abbildung 5.59) stellt man bereits bei einer Belas-
tung von 4,5 kNF =  b( 2 MPa)t »  eine Zunahme des relativen akustischen NLP b¢  
fest. Hieraus kann abgeleitet werden, dass bereits zu diesem Zeitpunkt eine moderate 
Mikrorissbildung in der Nähe der Rippen auftritt, welche unter der stetigen Laststei-
gerung stabil fortschreitet (Phase 2). Ab einer Belastung von 31,5 kNF =  

b( 14 MPa)t »  steigt der relative akustische NLP b¢  stark an, was mit der Entstehung 
makroskopischer Schädigung in Form von Spaltrissen in Verbindung gebracht werden 
kann (Phase 3). 

 
Abbildung 5.59: Mittelwerte und zugehörige Ausgleichskurven der relativen Ultraschallparameterän-
derungen in Abhängigkeit von der Zugkraft F für die HPC-Verbundproben. 

In ähnlicher Weise lässt sich anhand der Änderungen der relativen akustischen NLP 
die Schädigungsentwicklung bei den UHPC-Verbundproben beschreiben (siehe Abbil-
dung 5.60). Auch hierbei kann vermutet werden, dass aufgrund des Anstieges aller 
relativen akustischen NLP bei einer Belastung von 5 kNF =  b( 2,2 MPa)t »  bereits 
die Mikrorissbildung im Bereich der Verbundzone beginnt. Im Vergleich zum HPC ist 
hier ein deutlich steilerer Anstieg der NLP erkennbar, was unter anderem auf ein 
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beschleunigtes Risswachstum hindeutet und mit dem sehr spröden Materialverhalten 
korreliert. Beim Erreichen eines Belastungsniveaus von 17,5 kNF =  b( 7,7 MPa)t »  
ist aufgrund des rapiden Anstiegs des hysteretischen und kubischen NLP a¢  und g¢  
von einem ausgeprägten makroskopischen Risswachstum auszugehen. 

 
Abbildung 5.60: Mittelwerte und zugehörige Ausgleichskurven der relativen Ultraschallparameterän-
derungen in Abhängigkeit von der Zugkraft F für die UHPC-Verbundproben. 

 

Abbildung 5.61: Mittelwerte und zugehörige Ausgleichskurven der relativen Ultraschallparameterän-
derungen in Abhängigkeit von der Zugkraft F für die UHPFRC-Verbundproben. 
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Auch für die UHPFRC-Verbundproben lässt sich unter Betrachtung der NLP-Verläufe 
eine Einteilung des Verbundzustandes in drei Phasen vornehmen (siehe Abbildung 
5.61). Da erst ab einer Belastung von 13 kNF =  b( 5,7 MPa)t »  eine messbare Än-
derung des relativen akustischen NLP b¢  detektiert wird, kann diese Belastung als 
Startpunkt der Mikrorissbildung betrachtet werden. Darüber hinaus steigen alle relati-
ven akustischen NLP deutlich an (Phase 2). Ab einer Belastung von 45,5 kNF =  

b( 20,1 MPa)t »  steigen der Dämpfungsparameter und die beiden relativen NLP a¢  
und g¢  noch einmal deutlich an. So muss ab dieser Belastung von einer signifikanten 
Änderung im Verbundverhalten des stahlbewehrten UHPFRC ausgegangen werden, 
was wiederum auf den Beginn einer makroskopischen Schädigung im UHPFRC hindeu-
tet (Phase 3).  

Die hier auf der Grundlage der Ultraschallparameter gemachten Aussagen zur Schädi-
gungsentwicklung im Verbund, stimmen im Wesentlichen mit denen aus den Verbund-
spannungs-Schlupf-Beziehungen (vgl. Abbildung 5.53) sehr gut überein. 

Die in diesem Abschnitt dargestellten Ultraschallversuche zur Bewertung des Verbund-
verhaltens von stahlbewehrten Betonproben zeigen, dass insbesondere nahe der Versa-
gensgrenzen die linearen und speziell die nichtlinearen Ultraschallparameter stark an-
steigen und somit als ein geeigneter Indikator für die Schädigungsbewertung im Ver-
bund herangezogen werden können. Weiterhin können aufgrund der hohen Sensitivität 
der nichtlinearen Ultraschalltechnik die maßgebenden Schädigungsphasen im Verbund-
verhalten unter zunehmender Verbundbeanspruchung detektiert bzw. offenbart wer-
den. Dabei erweist sich der akustische NLP b  als besonders sensitiv zur frühzeitigen 
Schädigung und der akustische NLP a  bzw. g  als besonders empfindlich auf die fort-
geschrittene Schädigung. 
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6 Zusammenfassung und Ausblick 

6.1 Zusammenfassung 

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit den numerischen und experimentellen Untersu-
chungen zur zerstörungsfreien Charakterisierung und Schädigungsbewertung von Hoch-
leistungsbetonen. Zu diesem Zweck werden genaue und effiziente numerische Methoden 
implementiert und geeignete Ultraschalltechniken herangezogen. Dabei werden sowohl 
lineare als auch nichtlineare Ultraschallwellen verwendet, um die linearen und nichtli-
nearen Materialparameter sowie den Schädigungszustand vom HPC, UHPC und 
UHPFRC zu bestimmen bzw. zu bewerten.   

Im numerischen Teil der vorliegenden Arbeit werden zunächst einige ausgewählte nu-
merische Verfahren (gestaffelte Finite-Differenzen-Verfahren, KURGANOV-TADMOR-
Schema, CHEBYSHEV-Pseudospektrale-Kollokationsmethode) zur Lösung linearer und 
nichtlinearer Wellenausbreitungsprobleme implementiert. Dabei wird für jedes Verfah-
ren neben der klassischen CPU-basierten Implementierung eine verbesserte GPU-ba-
sierte Variante entwickelt, welche die parallele Berechnungsarchitektur der Grafikkarte 
nutzt. Die Verifikation der numerischen Verfahren für ausgewählte 1-D, 2-D und 3-D 
Probleme durch die entsprechenden Referenzlösung und der anschließende Vergleich 
der numerischen Verfahren liefern dabei die folgenden Erkenntnisse: 

• Alle implementierten numerischen Verfahren sind prinzipiell für die Simulation 
der elastischen Wellenausbreitung in moderat nichtlinearen Festkörpern geeig-
net. Erst bei sehr hoher materieller Nichtlinearität, welche zu einer sichtbaren 
Verzerrung des Zeitsignals oder Entstehung von Schockwellen führt, werden spe-
zielle numerische Verfahren, wie das KURGANOV-TADMOR-Schema, benötigt. 

• Das Konvergenzverhalten der implementierten numerischen Verfahren ent-
spricht dabei generell der Ordnung des Verfahrens. So erhält man insbesondere 
für die beiden CPS-Methoden ein spektrales Konvergenzverhalten, welches zu 
einer Mindestanzahl von Knoten pro Wellenlänge führt und somit eine drasti-
sche Reduzierung des Speicherplatzbedarfs bei 3-D Berechnungen bewirkt. 

• Die in dieser Arbeit implementierte „gestaffelte CPS-Methode“ vereint die Vor-
teile eines gestaffelten FD-Verfahrens (hohe Stabilität und einfache Behandlung 
der Randbedingungen) mit denen der CPS-Methode (spektrale Konvergenz und 
hohe Genauigkeit). 
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• Mit der GPU-basierten Berechnung kann für fast alle implementierten Verfahren 
eine deutliche Reduzierung der benötigten Rechenzeit, insbesondere bei einer 
hohen Knotenanzahl und bei 3-D Problemen, gegenüber der konventionellen 
CPU-Berechnung erzielt werden. 

Anschließend werden einige ausgewählte nichtlineare Wellenausbreitungsprobleme mit-
tels der modifizierten CPS-Methode berechnet. In den numerischen Beispielen werden 
die Einflüsse der akustischen Dämpfung infolge von kontinuierlicher Schädigung und 
lokalisierter Schädigung auf die nichtlineare Wellenausbreitung im Beton analysiert. 
Dabei konnten die folgenden Erkenntnisse gewonnen werden: 

• Die Art und Ausprägung der akustischen Dämpfung hat einen wesentlichen Ein-
fluss auf die nichtlineare Wellenausbreitung und somit auf die Entstehung hö-
herharmonischer Amplituden im Frequenzspektrum 

• Sowohl unter dem Dämpfungseinfluss als auch im Fall einer lokalisierten Schä-
digung lässt sich die Änderung der Nichtlinearität durch die relativen akusti-
schen NLP bestimmen. Die Änderung der Nichtlinearität im quadratisch nicht-
linear-elastischen Fall kann dabei in guter Näherung durch den akustischen NLP 

2
2 1/A Ab =  beschrieben werden. Im Fall eines hysteretischen Materialverhaltens 

ist der akustische NLP 2
3 1/A Aa =  geeignet. 

• Für eine lokalisierte kugelförmige nichtlinear-elastische Schädigung in einem un-
geschädigten linear-elastischen Festkörper ergibt sich abhängig von der Erre-
gungsart (Longitudinalwelle oder Transversalwelle) und dem zugrundeliegenden 
nichtlinear-elastischen Materialgesetz (quadratisch nichtlinear oder hysteretisch 
nichtlinear) ein charakteristisches höherharmonisches Wellenstreufeld, welches 
bestimmte Rückschlüsse auf die Art und die Ausprägung der Schädigung zulässt. 

Im experimentellen Teil dieser Arbeit werden lineare und nichtlineare Ultraschallme-
thoden zur Materialcharakterisierung und Schädigungsbeurteilung von Hochleistungs-
betonen eingesetzt. Die Auswertung der Ergebnisse zeigt dabei die folgenden maßge-
benden Erkenntnisse: 

• In stahlfaserverstärktem UHPC lässt sich die Faserorientierung qualitativ durch 
die Verwendung polarisierter Ultraschall-Transversalwellen bestimmen. 

• Der NLP vom Hochleistungsbeton nimmt mit der steigenden Festigkeit und Ver-
dichtung des Materialgefüges ab. Für den UHPC erhält man einen NLP ver-
gleichbar mit denen der üblichen homogenen Werkstoffe wie Stahl und Alumi-
nium. 



6.2  Ausblick 199 
 

 

• Das hysteretische Materialverhalten vom UHPC ist im Vergleich zu dem vom 
HPC deutlich geringer ausgeprägt. 

• Für eine gleichmäßig verteilte Betonschädigung infolge einer einachsigen Druck-
beanspruchung lässt sich der Einfluss der Dämpfung auf den akustischen NLP 
durch die in dieser Arbeit vorgestellten akustischen NLP berücksichtigen. 

• Die linearen Ultraschallparameter sind generell weniger sensitiv zur frühzeitigen 
Schädigungsentwicklung im Hochleistungsbeton als die entsprechenden nichtli-
nearen Ultraschallparameter. 

• Für den UHPC und den UHPFRC ändern sich die nichtlinearen Eigenschaften 
auch bei relativ hohen Druckbeanspruchungen nahe der Versagensgrenze nur 
geringfügig. Im Gegensatz dazu treten die Änderungen der NLP bereits bei ei-
nem viel niedrigeren Beanspruchungsniveau auf. Als mögliche Ursache dafür 
sind insbesondere die verbesserte Verbundzone und das sehr homogene Materi-
algefüge im UHPC zu nennen. 

• Die durchgeführten Ausziehversuche an stahlbewehrten Hochleistungsbetonen 
zeigen, dass die begleitende Ultraschalluntersuchung in der Lage ist, die einzel-
nen Schädigungsphasen im Verbundverhalten zu identifizieren. Insbesondere die 
akustischen NLP weisen hierbei eine hohe Sensitivität auf. Dabei kann festge-
stellt werden, dass der NLP b  besonders sensitiv zur anfänglichen Schädigung 
(Mikrorissbildung im Verbund) und der NLP a  bzw. g  sehr empfindlich auf 
die fortgeschrittene makroskopische Schädigung ist. 

6.2 Ausblick 

In der vorliegenden Arbeit wird das Potential einer ultraschallbasierten Materialcha-
rakterisierung und Schädigungsbeurteilung von Hochleistungsbetonen demonstriert. 
Dabei sind insbesondere die in dieser Arbeit erprobten nichtlinearen Ultraschallmetho-
den als effektive zerstörungsfreie Prüfmethoden zur Schädigungs- bzw. Zustandsüber-
wachung von Bauwerken vielversprechend. Um diese Ultraschallmethoden mit Blick 
auf baupraktische Anwendungen weiterzuentwickeln, sind die folgenden zukünftigen 
Forschungsarbeiten sinnvoll: 

• Entwicklung kontaktfreier Ultraschallmethoden, wie luftgekoppelter Ultraschall-
technik oder lasergestützter Prüfverfahren, zur Minimierung der Einflüsse aus 
dem Kontakt und zur bestmöglichen Reproduzierbarkeit und Automatisierung 
von Ultraschallmessungen. 
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• Erweiterung der in dieser Arbeit verwendeten Körperwellen auf Plattenwellen 
und Oberflächenwellen mit dem Ziel der Entwicklung praktischer Verfahren zur 
Prüfung großformatiger Bauteile und Strukturen. 
 

• Experimentelle Ultraschallversuche zur quantitativen Detektion und Beschrei-
bung des nichtlinearen Wellenstreufeldes infolge lokalisierter Schädigung und 
begleitende weiterführende numerische Simulationen zu diesem Forschungsfeld. 
 

• Entwicklung eines virtuellen Ultraschallprüflabors unter der Verwendung der in 
dieser Arbeit implementierten numerischen Verfahren. Damit können die Menge 
und der Aufwand realer Versuche durch eine geeignete Kombination des virtu-
ellen Ultraschallprüflabors mit dem realen Ultraschallprüflabor effektiv und kos-
tengünstig reduziert werden.  
 

Abschließend soll erwähnt werden, dass hierbei trotz des thematisch gesetzten Schwer-
punktes auf die Ultraschalluntersuchung von Hochleistungsbetonen die Methodik und 
die gewonnenen Erkenntnisse in dieser Arbeit eine gewisse Allgemeingültigkeit besitzen 
und somit auch auf viele andere Werkstoffe übertragbar sind. 
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A Anhang 

A.1 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor für einen 
quadratisch nichtlinear-elastischen Festkörper  
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Hierbei werden die räumlichen Ableitungen entsprechend , /xu u x= ¶ ¶ , der Longitudi-
nalmodul 2M l m= +  und der „nichtlineare Longitudinalmodul“ NL 2M l m= +  zur 
verkürzten Schreibweise verwendet. Weiterhin wurden bei der Herleitung nur Terme 
bis zur quadratischen Ordnung im Verschiebungsgradienten berücksichtigt. Die restli-
chen Spannungskomponenten  
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lassen sich dann durch Vertauschen der Variablen aus den bereits aufgestellten Glei-
chungen (A.1) bis (A.4) erhalten. 

A.2 Fourier-Transformation 

Die FOURIER-Transformation dient im Allgemeinen der Überführung einer kontinuier-
lichen aperiodischen Funktion in das zugehörige Spektrum. Für eine zeitabhängige 
Funktion erhält man durch die FOURIER-Transformation das entsprechende Frequenz-
spektrum der Funktion. Dabei ist die direkte FOURIER-Transformation wie folgt defi-
niert: 

 ( ) ( ) i tu u t e dtww
+¥

-

-¥

= ò , (A.6) 

wobei w  der Transformationsparameter bzw. die Kreisfrequenz ist. Die inverse Opera-
tion, also die Rücktransformation in den Zeitbereich, ist dann folgendermaßen definiert: 

 1
( ) ( )

2
itu t u e dww w

p

+¥

-¥

= ò  . (A.7) 

In der Praxis erfolgt die Auswertung von Gleichung meistens durch die schnelle FOU-

RIER-Transformation (Fast Fourier Transform oder kurz FFT), während die Rück-
transformation (A.7) durch die inverse FFT realisiert wird. 

A.3 Konstantes Q-Dämpfungsmodell für den 2-D 
isotropen Festkörper 

Zur Berücksichtigung einer akustischen Dämpfung mit einem im betrachteten Fre-
quenzbereich konstanten Q-Verlauf wird in dieser Arbeit auf die Methodik nach 
[18, 34, 173] zurückgegriffen. Hierbei dient der lineare Standard-Festkörper als rheolo-
gisches Grundmodell. Nachfolgend werden zum besseren Verständnis die maßgebenden 
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Grundgleichungen für den 2-D linear-viskoelastischen ebenen Verzerrungszustand unter 
Verwendung eines einzelnen linearen Standardfestkörpers angegeben.  

Bewegungsgleichungen:  
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Kinematische Beziehungen: 
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Konstitutive Gleichungen: 
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Hierbei sind die Grenzwerte der LAMÉ-Konstanten bei w  ¥  durch 

 ( ) L T T
ˆ ˆ ˆ ˆˆ,  M M Ml l m m m m= + - =  (A.11) 

gegeben. Für einen linearen Standard-Festkörper wird die Relaxations-Funktion M̂n  
zum Zeitpunkt 0t =  folgendermaßen definiert: 

 
( )

( )
ˆ ,   L,TM

n
e

n n
s

t
n

t
= = . (A.12) 

Dabei steht Ln =  für die longitudinale Wellenmode und Tn =  für die transversale 
Wellenmode des Festkörpers. Weiterhin ist ( )

l
n
st  die Spannungs-Relaxationszeit und 

( )
l
n
et  die Dehnungs-Retardationszeit. 

Zur Bestimmung der in den Gleichungen (A.10) verwendeten „Memory-Variablen“ 1e , 

2e  und 3e  sind deren zeitliche Ableitungen über 
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mit 
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definiert. Somit dienen hier die Relaxationszeit st  und die Retardationszeit et  der 
Steuerung des entsprechenden Q-Faktors und damit der akustischen Dämpfung Da  
über den betrachteten Frequenzbereich w . Weiterhin ergibt sich der folgende Zusam-
menhang für die beiden Wellenmoden [18, 19]: 
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mit  

 1e

s

t
t

t
= - . (A.16) 

Generell muss das aus der Gleichung (A.15) resultierende Optimierungsproblem in der 
Weise gelöst werden, dass für den gewünschten Frequenzbereich die Q-Werte „best-
möglich“ konstant bleiben. In [19] wurden die beiden Optimierungsparameter st  und 
t  (bzw. et ) mit Hilfe der Methode der kleinsten Fehlerquadrate ermittelt. Hiernach 
soll die folgende Zielfunktion  

 ( ) ( )( )
2

1

2
1 1, , ,J Q Q d

w

s s

w

t t w t t w- -= -ò   (A.17) 

minimiert werden. Dabei wird Q durch die Gleichung (A.15) definiert und Q  ist der 
Zielwert des Q-Faktors. In dieser Arbeit wird unter anderem die in [19] vorgeschlagene 
vereinfachte Näherungsbeziehung 2/Qt =  verwendet.  
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A.4 Runge-Kutta-Verfahren 

Für die explizite Zeitintegration werden in dieser Arbeit insbesondere die RUNGE-
KUTTA Verfahren 2. und 3. Ordnung [121, 179] verwendet. Im Folgenden werden die 
diese Verfahren angegeben. Dabei steht q für die gesuchte Zustandsgröße und L für 
einen allgemeinen und nicht weiter speziefizierten Differentialoperator. 

 

RUNGE-KUTTA-Verfahren 2. Ordnung (Modifiziertes EULER-Verfahren): 
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RUNGE-KUTTA-Verfahren 3. Ordnung (HEUN-Verfahren): 

 

( )

( )

( ) ( )( )

(1)

(2) (1)

1 (2)

1
,

3
2

,
3
1

3 .
4

n n

n

n n n

q q tL q

q q tL q

q q t L q L q+

= + D

= + D

= + D +

 (A.19) 

Neben diesen „klassischen“ RK-Verfahren existieren auch die sogenannten Strong-Sta-
bility-Preserving (SSP) RK-Verfahren, die auch bei stark nichtlinearen Problemen eine 
hohe numerische Stabilität gewährleisten. In dieser Arbeit werden die in [96] vorgestell-
ten SSP-RK-Verfahren verwendet. 

  

SSP-RUNGE-KUTTA-Verfahren 2. Ordnung: 
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SSP-RUNGE-KUTTA-Verfahren 3. Ordnung: 
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