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Abstract

In the Standard Model of particle physics
there is only one source of CP-violation. Na-
mely, a single complex phase in the unitary
3 x 3 CKM-Matrix governing flavor tran-
sitions in the weak interaction. The unita-
rity is usually visualized by a triangle in
the complex p — n-plane. Therefore testing
this framework comes down to measuring
weak decays, relating observables to sides
and angles of this so called Unitarity Trian-
gle(UT). Particular interest in this respect is
payed to decays of mesons containing a hea-
vy b-quark, giving the opportunity to alone
determine all parameters of the UT. Doing
this is far from easy. Besides tedious experi-
mental measurements the theoretical calcu-
lations are plagued by hadronic quantities
which cannot be determined by perturbati-
on theory. In this work several of these quan-
tities so called form factors are computed
using the well known method of light cone
sum rules(LCSR). Two different setups ha-
ve been used. One, established in this work,
utilizing a correlation function with an on-
shell B-Meson and one following the tradi-
tional calculation by taking the light meson
on-shell. Both using light cone expansion in
the respective on-shell mesons distribution
amplitudes. While the first approach allows
to calculate a whole bunch of phenomenolo-
gically interesting quantities by just chan-
ging Dirac-structures of the relevant cur-
rents it has the drawback that it does not
have access to the well developed twist ex-
pansion of the latter. To incorporate higher
Fock-state contributions the first models for
three-particle distribution amplitudes of the
B-Meson have been derived. «g-corrections
remain out of the scope of this work. Nevert-
heless does a comparison with more sophisti-
cated methods show an encouraging numeri-
cal agreement. In the second setup all known
corrections especially the never verified a-
corrections to Twist three terms have been
recalculated and a competitive result for the
CKM-matrixelement |V,;| was obtained.

Zusammenfassung

Im Standardmodell wird CP-Verletzung
iiber eine einzige komplexe Phase in der
unitéren 3 x 3 CKM-Matrix, die Ubergéinge
zwischen den verschiedenen Quarksorten be-
schreibt, implementiert. Ublicherweise wird
die Unitaritét dieser Matrix durch ein Drei-
eck in der komplexen p — n-Ebene veran-
schaulicht, so daf} eine Verifikation auf das
Messen der Winkel und Seitenléngen hin-
auslduft. Dies geschieht, indem Observable
aus schwachen Zerfillen zu diesen in Bezie-
hung gesetzt werden. Besonderes Interesse
wurde dabei den Zerfillen von Mesonen mit
einem schweren b-Quark zuteil, da allein aus
diesen alle benttigten Parameter des soge-
nannten Unitaritdtsdreieckes bestimmt wer-
den konnen. Dabei treten hadronische Ma-
trixemente in den theoretischen Rechnun-
gen auf, die nicht mittels storungstheoreti-
scher Methoden berechnet werden konnen.
In dieser Arbeit werden eine Reihe solcher
Matrixelemente, sogenannte Formfaktoren,
iiber zwei Ansdtze im Rahmen der Licht-
kegelsummenregeln berechnet. Einer, dessen
Grundlagen im Laufe dieser Arbeit gelegt
wurde, nutzt eine Korrelationsfunktion mit
einem B-Meson, der andere mit dem leichten
Meson im Endzustand auf der Massenscha-
le. Ersterer ermoglicht es, verschiedene End-
zustéinde durch eine einfache Anderung der
Dirac-Struktur des entsprechenden Stroms
zu berticksichtigen, birgt jedoch den Nach-
teil, dafl nicht auf den Formalismus der Twi-
stentwicklung des Zweiteren zuriickgegriffen
werden kann. Hohere Fockzustidnde des B-
Mesons konnten beriicksichtigt werden, in-
dem die ersten Modelle fiir Dreiteilchen-
verteilungsamplituden hergeleitet wurden.
Trotz fehlender ags-Korrekturen zeigt sich
bereits eine hinreichende numerische Uber-
einstimmung mit weiter entwickelten Me-
thoden. Im zweiten Ansatz wurden alle be-
kannten Korrekturen, insbesondere die bis-
her noch nicht iiberpriiften «s-Beitrige zu
Twist drei, neu berechnet und so |V,;| mit
konkurrenzfihiger Genauigkeit erhalten.
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Kapitel 1

Einleitung

Aus der Beobachtung der Natur auf ihr Wesen zu schlieflen, diese Motivation 148t
sich bis zu den frithesten Tagen der iiberlieferten Menschheitsgeschichte zuriickver-
folgen. Bereits im zweiten und dritten Jahrtausend vor Christus stellten Sumerer und
Babylonier astronomische Beobachtungen und Berechnungen zur Linge des Jahres,
des Tages, zum Mondmonat sowie dhnlicher periodischer Vorgédnge an. Erst mit der
modernen Physik unmittelbar verbunden mit dem Namen Galileo Galileis jedoch
wird die passive Beobachtung, durch die aktive Untersuchung mit Hilfe des Experi-
mentes ergéinztﬂ Die Verzahnung theoretischer Vorhersagen mit experimentellen Un-
tersuchungen fiithrte zu einem bis dato nicht dagewesenen Erkenntnisgewinn, der in
der Allgemeinen Relativitiatstheorie (ART) sowie dem Standardmodell(SM) der Ele-
mentarteilchen kumulierte. Neben dem methodologischen Ubergang, vollzogen sich
ebensolche in den zugrundeliegenden Begriffen und Konzepten. Teilchen und Trajek-
torie verloren ihre zentrale Stellung und wurden abgelost durch Feld- bzw. Quanten-
feldtheorien. Energie und Masse als zwei Erscheinungsformen desselben Phinomens
erkannt. Symmetrie, anfangs noch ein Hilfsmittel oder Argument zur Vereinfachung
vorliegender Probleme, Anaximander zum Beispiel argumentierte, die Erde miifite
still verharren, da sie von simtlichen Himmelskreisen gleich weit entfernt sei, wird
zu einer der Grundlagen der modernen Physik. Emmy Noether formalisierte den Zu-
sammenhang zwischen Symmetrien und ErhaltungsgroBen [I], Einsteins allgemeine
Relativitatstheorie [2] sowie das Standardmodell fithren Wechselwirkungen auf zu-
grundeliegende Symmetrien zuriick. Erstere,eine klassische Feldtheorie, auf generelle
Kovarianz, dafl heifit auf Forminvarianz gegeniiber allgemeinen Koordinatentrans-
formationen, Zweiteres, eine Quantenfeldtheorie, auf Lorentz-Symmetrie und lokale
Eichsymmetrien fiir die starke, elektromagnetische und schwache Wechselwirkung.
Trotz aller Erfolge ergeben sich an diesem Punkte erste Probleme. Das nun in den
Vordergrund riickende Standardmodell vermochte seit etwa 30 Jahren jeden experi-
mentellen Test zu bestehen sowie Vorhersagen mit teilweise erstaunlicher Prézision
zu machen und dennoch 148t es einige Fragen offen. Die wohl weitreichendste Frage
betrifft die Vereinigung der ART mit dem Standardmodell. Bisher erwies es sich als
unmoglich die ART in den konzeptionellen Rahmen des Standardmodells einzufiigen,

LAn dieser Stelle wird einigen Ausnahmegestalten wie zum Beispiel Archimedes von Syrakus
notwendigerweise nicht geniige getan.




KAPITEL 1. EINLEITUNG

die klassische Feldtheorie der Gravitation zu quantisieren. Doch auch so die Gravi-
tation nicht in Betracht gezogen wird, ergibt sich noch immer ein unvollstandiges
Bild.

e Das Standardmodell sagt eine in Experimenten bisher stets bestéitigte Asym-
metrie zwischen Materie und Antimaterie voraus, die jedoch bei weitem nicht
ausreicht, um bei symmetrischen Anfangsbedingungen den beobachteten Ma-
terieiiberschufl im Universum zu erklaren

e Materie taucht in drei Familien mit eindeutiger Massenhierarchie auf. Bei-
de Umstédnde werden vom Standardmodell nicht erklart, sondern werden von
auflen vorgegeben.

e Durch den Higgs-Mechanismus werden im Standardmodell die Massen der Fer-
mionen, wie der Eichbosonen erkléart. Die Selbstenergie des hierfiir benotigten
und bisher nicht nachgewiesenen Higgs-Bosons ist jedoch quadratisch diver-
gent, was eine Erkldrung der bisher vorausgesetzten kleinen Higgs-Masse er-
schwert.

e Die Kopplungskonstanten der drei vom Standardmodell beschriebenen Wech-
selwirkungen néhern sich bei hohen Energien einander an, kénnen jedoch ohne
weitere Voraussetzungen nicht in einem Punkt vereinigt werden.

e Neutrinos, die in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet werden, sind im Stan-
dardmodell masselos implementiert. In Experimenten festgestellte Oszillatio-
nen zwischen verschiedenen Neutrinoarten deuten jedoch auf kleine Massen-
differenzen hin, die zu neuen Phdnomenen im leptonischen Sektor fiihren.

An Modellen, die fiir sich in Anspruch nehmen, einige oder alle Unzulédnglichkei-
ten des Standarmodells zu beheben, herrscht kein Mangel. Meist wird eine weitere
Symmetrie postuliert, wie zum Beispiel in supersymmetrischen Erweiterungen zwi-
schen Bosonen und Fermionen, und zumeist werden zusétzliche schwere Teilchen
eingefiithrt. Der direkte Nachweis solcher hypothetischer Teilchen und somit der di-
rekte Nachweis von Physik jenseits des Standardmodells ist die Aufgabe des im Jahre
2008 in Betrieb gehenden Large-Hadron-Colliders(LHC). Es existiert jedoch noch ein
anderer Weg, Informationen iiber solch neue Physik zu erhalten. Hohe Prézision von
experimenteller wie von theoretischer Seite bei der Bestimmung von Observablen die
potentiell von Physik jenseits des Standardmodells beeinflut werden, bedingt starke
Einschriankungen an den Parameterraum moglicher Modelle. In diese Richtung ge-
hen die sogenannten B-Fabriken, Belle und BaBar sowie der geplante International
Linear Collider (ILC) und eine geplante Super-B-Fabrik. In diese Richtung, wenn
auch mit weit bescheidenerem Anspruch, geht auf theoretischer Seite auch diese Ar-
beit. Grundlage aller hier vorgenommener Rechnungen bildet das Standardmodell,
daher soll dieses im Folgenden kurz dargestellt werden.




1.1. STANDARDMODELL

1.1 Standardmodell

Seit dem Beweis der Renormierbarkeit der in 3] 4, 5] mittels des Higgs-Mechanismus
[6L [0, B, @] vereinigten elektromagnetischen und schwachen Wechselwirkung [0, [T]
sowie dem Beweis der asymptotischen Freiheit der Quantenchromodynamik [T2) [[3]
[[4] gilt das sogenannte Standardmodell als die Grundlage der modernen Elementar-
teilchenphysik. Als Quantenfeldtheorie vereint es die Konzepte der klassischen Feld-
theorie und der Quantenmechanik, um in seinem Giiltigkeitsbereich weit iiber beide
hinauszugehen. Wie die klassische Elektrodynamik ist es explizit Lorentzinvariant
und vermag im Gegensatz zur Quantenmechanik Teilchenentstehung- und Vernich-
tung zu beschreiben. Dies geschieht indem ein klassisches Feld, eine Funktion die je-
dem Punkt im Raum eine Feldstérke zuordnet, analog zu den Observablen der Quan-
tenmechanik behandelt wird. So wird jedem Punkt ein Operator, welcher kanonische
Kommutator-oder Antikommutatorrelationen erfiillt, zugeordnet und Teilchen wer-
den als Anregungen, bzw. Quanten des Feldes interpretiert. Dies fithrt vorerst aller-
dings nur auf eine freie Quantenfeldtheorie. Wechselwirkungen werden in der Theo-
rie durch Forderung lokaler Symmetrien, sogenannter Eichsymmetrien hervorgerufen
und vollstandig bestimmt. Ein bekanntes Beispiel, die Eichfreiheit des elektroma-
gnetischen Potentials aus der klassischen Elektrodynamik, wird in der Quantenfeld-
theorie als U(1)-Symmetrie die Grundlage der Quantenelektrodynamik. Im néchsten
Abschnitt wird auf Symmetrie und Teilcheninhalt des Standardmodells noch genauer
eingegangen, fiir das Konzept der Quantenfeldtheorie sowie fiir weitere Grundlagen
des Standardmodells sei auf entsprechende Literatur [T5] [T6), 17, T8, [T9, 20, 2T, 22]

verwiesen.

1.1.1 Teilcheninhalt und Symmetrie

Eichsymmetrie und Teilcheninhalt sind die definierenden Eigenschaften einer Quan-
tenfeltheorie. Beide werden vom Standardmodell nicht vorhergesagt, sondern sind
sozusagen die Konstruktionselemente. Materie kommt im Standardmodell in drei
Generationen von Spin % Fermionen, die sich nur in ihrer Masse unterscheiden und
deren schwerstes Teilchen erst zwanzig Jahre nach seiner Postulierung entdeckt wur-
de [23, 24, 25)], vor. Einzige mittelbare Erklarung fiir die drei Generationen, von

Leptonen Quarks
linkshéandig rechtshéandig | linkshéndig rechtshiandig

1. Generation ( © ) €Rr, VR ( Y ) ur dp

Ve /L d/,
2. Generation ( K ) IR, VR ( ¢ ) CR SR

Y /)1 5/
3. Generation ( i ) TRy VR ( Y ) tr br

v ), d .

Tabelle 1.1: Materieteilchen des Standardmodells, nach Hdindigkeit aufgeteilt.
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denen nur die erste fiir den Aufbau der uns umgebenden Materie verantwortlich ist,
besteht in der Implementierung der CP-Verletzung im Standardmodell, die zu ihrer
Realisierung mindestens drei Fermiongenerationen benotigt. Die Verletzung der Pa-
ritdtsinvarianz durch die schwache Wechselwirkung [26] macht eine unterschiedliche
Behandlung links- und rechtshéndiger Fermionen] notwendig. Demnach werden die
fundamentalen Objekte der paritéitserhaltenden Quantenelektrodynamik, die Dirac-
Spinoren, in die entsprechenden Komponenten aufgeteilt:

1

1
vy = 5(1 — 7)Y, YR = 5(1 + 7)Y, ¥ =ev,ud,.... (1.1)

Diese entsprechen Weyl-Spinoren in einer vierdimensionalen Schreibweiseﬁ Die Pa-
ritdtsverletzung wird nun implementiert, indem die linkshéndigen Spinoren wie in
Tabelle [LTl zu Doubletts angeordnet werden und damit ein unterschiedliches Trans-
formationsverhalten unter der elektroschwachen Eichgruppe

U(l)y ® SU(2); (1.2)

zugrundegelegt wird. Die Schreibweise als direktes Produkt impliziert umgehend,
daB Uy (1) und SU(2); miteinander kommutieren. Transformationen aus der abel-
schen U(1)y-Gruppe wirken auf links-wie rechtshindige Komponenten:

U(z) — Uy(z)U(z) = e 290 u(z). (1.3)

Unterschiede ergeben sich nur aus unterschiedlichen Eigenwerten zu dem Generator
Y, der Hyperladung. Die nichtabelsche SU(2); hat drei Generatoren und wirkt nur
auf die linkshéandigen Komponenten, die wie in Tabelle [Llin Doubletts zusammen-
gefafdt werdenH:

( Zig; ) — Vi) < ZEEB ) = oxp <—Z%a ?(90)) < Zzgg ) (1.4)

Beispielhaft sind nur die Quarks angegeben. Fiir Leptonen ergibt sich jedoch ein
identisches Bild. Die 7¢ sind in dieser fundamentalen Darstellung nichts anderes als
die bekannten Pauli-Matrizen. Somit kénnen die Fermionen durch ihre Quantenzah-
len beziiglich der Generatoren Y und I3, der z-Komponente des schwachen Isospins,
geordnet werden:

€r v er Vgp|up dp ur dp

1 1 4 2

Vo -1 -1 =2 5 3 3 T3
Lyl-2 42 0 o0+ -1 0 o0

2Fiir masselose Teilchen entspricht die Héndigkeit der Helizitéit, d.h. der Spinprojektion auf die
Impulsrichtung.

3 Aus gruppentheoretischer Sicht sind sowohl Weyl-, wie auch Dirac-Spinoren Darstellungen der
Lorentzgruppe. ¢ € (%,0), YR € (0, %), v e (%, %), wobei die Dirac-Spinoren zusétzlich eine
Darstellung der Paritiitstransformation bilden [I6].

4Hierbei ist zu beachten, daB aufgrund der Lorentz-Invarianz stets nur Felder mit gleichem
Transformationsverhalten in einem Doublett oder bei der QCD in einem Triplett angeordnet werden

diirfen.
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Zur Vereinfachung der weiteren Schreibweise werden die drei Generationen der links-
und rechtshédndigen Quarks und Leptonen in jeweils einem Vektor zusammengefaf3t:

IL28 Ver, burL Vrr 1,2,3 1,2,3
L — ) ) ) €Rr = €Rr, R, TR, Vn = VeRr, VuR, VrR
€r KL TL

t
%273 = o s ‘L ) g 5 u}%273 = UR, CR, tRu d}é2’3 = dR’ SRy bR <15>
dr, Si, br

Wird fiir die freie masselose Lagrange-Dichte

3
Ly =Y (LLipLi(z) + QripQy + eqifer + tgiguly + ---)  (1.6)

i=1

die Invarianz unter den oben angefiihrten Transformationen gefordert, so wird dies
erreicht, indem die Ableitung d,, durch die kovariante Ableitung

I Y
DM = 6M — ZgQ?Wﬂ +291§BM,

.Y
D“ = a“ —+ 2915 B/»“ (17)

mit wie folgt transformierenden Eichfeldern

Bu(x) — Bu(x) + (@.Uv (@)U (2), (18)

g1
Ta

Wale) = Wiz)5 — U ()W, (2)U} () (0uUr(@)Uf (), (L.9)

i

92
ersetzt wird. Fiir jeden Generator der Symmetriegruppe wird genau ein Eichfeld
eingefiihrt. In [CY ist nach Einsetzen von Uy deutlich ein Analogon zur Eichfrei-
heit der klassischen Elektrodynamik zu erkennen, die, wie schon erwéhnt, als U(1)-
Symmetrie in der Quantenelektrodynamik aufgeht. Die so entstehende Lagrange-
Dichte beschreibt masselose Fermionfelder, die an insgesamt vier, drei fiir die SU(2),
und eines fiir U(1)y, masselose Eichbosonen koppeln. So gesehen, bestimmt die zu-
grundeliegende Symmetrie vollsténdig die Form der auftretenden Wechselwirkungen.
Um die Dynamik der Eichbosonen zu beschreiben, fehlen allerdings noch kinetische
Terme. Diese ergeben sich aus den Feldstérketensoren, die sich fiir Eichfelder zur
abelschen U(1)y und nichtabelschen SU(2); um einen Kommutator unterscheiden:

Fﬁ(az) = 0,B,(x) — 0,B,(x), (1.10)
F¥(@) = 0,W(a) — 0,Wo(a) — ig Wo(a), Wolw)],  (L11)
Lpw(z) = —iFﬁ(x)FB“”(a:) — %Tr [F:IV/(LU) FVi ()] . (1.12)

Hier ist bereits eine Besonderheit der nichtabelschen Eichtheorien, die im Abschnitt
iiber QCD wieder aufgegriffen wird zu sehen. Im kinetischen Term zur SU(2); tau-
chen kubische und biquadratische Terme auf, die Selbstwechselwirkungen dieser Fel-
der beschreiben. Dies gilt ganz allgemein fiir SU(n)-Eichtheorien, n > 2.
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1.1.2 Masse und Higgsfeld

Im vorigen Abschnitt wurde aus der Symmetriegruppe U(1)y ®SU(2); die Lagrange-
Dichte fiir die Wechselwirkung masseloser Fermionen mit vier Eichfeldern hergelei-
tet. Die Implementierung der Masse ist nicht so ohne weiteres moglich. Einfithren
eines einfachen Massentermes £ = mWUW briche die SU(2);-Symmetrie. Noch ent-
scheidender jedoch: Die geringe Reichweite der schwachen Wechselwirkung weist auf
massive Eichbosonen hin. Wird allerdings fiir diese ein Massenterm L = %mQI/V2
eingebaut, briache dieser nicht nur die Eichsymmetrie, sondern fithrte zudem zu fol-

gendem Propagator:
kuky

G — m2
Sk, m?) = 57— o (1.13)

Weitere Details und Schwierigkeiten sind in [I7] zu finden. Es ist eindeutig zu sehen,
daB sich dieser fiir k — oo, grob gesprochen, wie S, (k, m?) — 1 verhélt und somit
die Renormierbarkeit der Theorie in Frage stellt. Die Hoffnung, dafl dennoch eine

renormierbare Theorie explizit massiver Eichbosonen aufgestellt werden koénne, in
der sich verschiedene Divergenzen gegeneinander weghtben, zerschlug sich, so dafl
ein anderer Weg gesucht werden mufite. Dieser wurde in [3l, E, B] mit Hilfe des Higgs-
Kibble-Mechanismus [6, [, 8, @], der hier kurz dargelegt werden soll, gefunden.
Zusétzlich zu dem fermionischen und bosonischen Anteil kann ein weiterer Beitrag
zu der Lagrange-Dichte geschrieben werden, der die Symmetrie [[2 erfiillt. Zu diesem
Zwecke wird ein komplexes skalares Doublett

o = ( ig ) (1.14)

mit den Quantenzahlen Y = 1, I3 = :i:% eingefithrt. Dies erlaubt neben einem
kinetischen Term

Ly = (D,®)'(D'd) — V(0TD), (1.15)
mit der kovarianten Ableitung [L7 und dem Potential
V(0TD) = g((I)T(I))Q — p2oTe (1.16)

weitere Kopplungen, sogenannte Yukawa-Kopplungen, zwischen Fermionen und dem
skalaren Feld:

3
Ly = — Z (G?j (Q), @) d), + h.c.)
ij=1
3 o
-y (G;; (@, &), + h.c.) . (1.17)
ij=1
Mit den bereits in eingefiihrten Bezeichnungen fiir die Quarks, dem ladungskon-
jugierten Higgsdoublett

P = igyd* = ( CDB* ) (1.18)
_(I)A
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sowie den Yukawa-Matrizen G;;. Der Leptonsektor, der in dieser Arbeit keine Rolle
spielen wird, wird von nun an nicht weiter betrachtetﬁ. Bis zu diesem Punkte erfiillen
alle eingefithrten Terme die lokale Uy (1) ® SU;(2)-Symmetrie und sowohl Fermionen
wie Bosonen sind masselos. Um diesen Zustand zu &ndern, wird die Symmetrie
spontan gebrochen. Mittels einer lokalen SU(2)-Transformation kann stets dafir
gesorgt werden, dafl @4 = 0 und @5 € R gilt. Auf diese Weise ergibt sich in der
sogenannten unitdren Eichung das Minimum des Potentials [LTH zu:

2
(I)Grund = ( Q(jo )7 gb% - % (119)

Dieser Zustand niedrigster Energie ist nun im Gegensatz zum Potential selbst nicht
symmetrisch unter der lokalen Eichsymmetrie. Eine SU(2)-, bzw. U(1)-Transfor-
mation iiberfithrt das Minimum nicht in sich selber. Einzige eine Kombination der

Art ,
—i0Y ez _ 2 e’ 0 (e 0
e e =e ( 0 o ) = ( 0 1 (1.20)

1aBt den Grundzustand invariant. Es verbleibt demnach eine Symmetrie mit dem
Generator

Mo}

3

Q=Y+ % (1.21)

der elektrischen Ladung, womit die urspriingliche Symmetrie der Lagrange-Dichte
durch den Vakuumszustand auf

Uy (1) ® SU(2) -2 Up(1) (1.22)

heruntergebrochen wird. Wird das skalare Doublett um das Minimum entwickelt

) 0 h(z) € R (1.23)
- xr bl 'r .
b0 + %
und dies in den kinetischen Term, das Potential sowie die Yukawa-Kopplungen ein-
gesetzt, so ergeben sich neben vielerlei Wechselwirkungen, die entscheidend fiir die
Renormierbarkeit des Standardmodells sind [I{), [[T], vor allem die Massen fiir die
Eichbosonen, fiir ein skalares Higgs-Feld und fiir die Quark-, bzw. Lepton-Felder.
Werden konstante- und Terme linear in h vernachléssigt, ergeben sich fiir Potential

2h3 2h4
V(@le) = p2n? + LBy, 1.24
(#/0) o = v (1.24)
und fiir die in eingefiihrte Lagrange-Dichte des skalaren Doubletts:

Cn = Yoo+ By (¢0 + i)2
27" 2 M V2
+ Y@+ w2z (¢0 LS )2 — V(h). (1.25)
4 " V2

°Die Yukawa-Kopplungen besitzen fiir Leptonen dieselbe Form, doch lifit sich fiir das
rechtshindige Neutrino aufgrund seiner Quantenzahlen ein weiterer, ein Majorana-Massenterm
einfithren. Dieser erlaubt Uberginge zwischen Neutrinos und Antineutrinos und demnach Lepton-
zahlverletzung. Eine kurze Einfithrung findet sich zum Beispiel in [22]
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Hierbei sind einige neue Notationen eingefithrt worden. Die W-Bosonen sind nach
ihren Ladungseigenzustédnden und die neutralen Bosonen wiederum nach ihren Mas-
senzustanden aufgeteilt worden. Fiir eine detailiertere Herleitung sei zum Beispiel
auf [22] verwiesem.
T (W) £ iw?)
e \/5 H W
Z, = Wj sin Oy + B, cos O
A, = Wi’ sin O + B, cos O (1.26)

Der in obigen Gleichungen auftauchende Weinberg-Winkel Oy ist definiert durch

2

. g1

SinOy = ——————. 1.27
(g7 + g3)'/? (1:27)

g2
(9 + 93)'/?

Mit den Umkehrtransformationen zu

cos Oy =

B, = A,cosOy — Z,sinOy
W, = A,sinOy + Z,cos Oy (1.28)

lassen sich die Feldstédrketensoren ebenfalls in diese Basis iibertragen, so dafl
sich ein skalares, reelles Higgs-Boson, zwei massive geladene, ein massives sowie ein
masseloses neutrales Vektorboson identifizieren lassen. Zudem kann mit der Kopp-
lung an das Photon A, in [L7 und mit der Identifikation

e = —g1cos O = gosin O (1.29)

die Gell-Mann-Nishijima-Formel [L2T] riickwirkend begriindet werden. Ein Vergleich
der Freiheitsgrade vor- und nach der spontanen Symmetriebrechung, vier masselose
Vektorbosonen mit zwei sowie ein komplexes, skalares Doublett mit vier Freiheits-
graden, respektive drei massive Vektorbosonen mit drei, ein masseloses Vektorboson
mit zwei und ein reelles skalares Higgs-Boson mit einem Freiheitsgrad, zeigt, daf die
in der unitéren Eichung [LT9 beseitigten Freiheitsgrade als longitudinale Komponen-
ten der massiven Vektorbosonen wieder auftauchen. Deren Massen lauten wie folgt

[2d:

9290

My = = 80.403 + 0.029 GeV, 1.30
v = (1.30)
(g1 + 92)1/2% My

V2 ~ cos Oy

Fiir das Higgs-Boson gibt die Particle-Data-Group(PDG) [27] die untere Grenze
w=my > 114.4 GeV mit 95% Konfidenzlevel an. Im Hinblick auf die weitere Ar-
beit soll nun ein Blick auf die Konsequenzen der Symmetriebrechung im Quarksek-

My — 91.1876 + 0.0021 GeV.  (1.31)

tor geworfen werden. Der leptonische Sektor wird in dieser Arbeit nicht betrachtet
und daher nicht weiter angefiihrt. Werden mogliche Majorana-Massen der Neutri-
nos aufler acht gelassen, ergibt sich zudem vom Mechanismus her ein identisches

8
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Im
p+in
“ Vi Via
ViVea
V:b Vi
‘/;Z, Vcd
Y J6] -~
1 Re

Abbildung 1.1: Das Unitarititsdreieck

Bild. Weiterfiihrende Informationen sind in der entsprechenden Literatur zu finden.
Die resultierenden Kopplungen der Quarks an das Higgs-Boson sollen im Weiteren
ebenfalls auler acht gelassen werden. Von entscheidendem Interesse sind hier die
Massenterme, die aus den Yukawa-Kopplungen [LT17 entstehen:

3
Lyur — Ly = — o Z (G%JiL dh + h.c.)
ij=1
3 N
— 60 > (Gl up + he). (1.32)

ij=1

Die Matrizen G¢;, G¥ lassen sich durch eine biunitére Transformation U,GU] auf
Diagonalform bringerﬁ7 so dafl sich die Massenmatrizen der Quarks aus dem Pro-
dukt des Vakuumerwartungswertes ¢y und der Stérke der Yukawa-Kopplung des
jeweiligen Quarks in der rotierten Basis ergeben. Die Auswirkungen dieser Dia-
gonalisierung auf die Kopplung der Quarks an die Eichbosonen wird im néchsten

Abschnitt dargelegt.

1.1.3 CKM-Mechanismus

Zu Beginn dieses Abschnitts wird zur Verdeutlichung der stattfindenden Basisrotati-
on noch einmal der Quark-Massenterm in Matrixschreibweise betrachtet, wobei hier
die allgemeinste Konvention angenommen wird, indem weder up- noch down-Quarks

6Dies gilt fiir allgemeine quadratische Matrizen. Der Beweis basiert auf der Tatsache, daf8 GG
hermitesch ist und demnach U; GGT U{f = G%, mit Gp diagonal, ist. Ist keines der Diagonalelemente
von G'p null, so 1a8t sich ein hermitesches H = U{f G pU; sowie sein ebenfalls hermitesches Inverses
H'=Uf G,'Uy definieren. Mit der Konstruktion eines unitéiren V = H~'G, die Unitaritit kann
durch einsetzen in VVT =1 gezeigt werden, und G = HV = UI GpUV = UlTGD U, ist die Aussage
unter genannten Voraussetzungen gezeigt.
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bereits diagonalisiert angesehen werden:

£M = — (JLMddR -+ ﬂLMuUR + hC)
- —(CZLUf” UMAUS Uldg + a UM USMAUY Ubug + h.c.).
—— ————
=diag (mg, ms, mp) =diag (muw, mc, m¢)

(1.33)

Dieser Basiswechsel mufl ebenso in den Wechselwirkungstermen, die aus den kova-
rianten Ableitungen [[7 der Fermionen folgen, durchgefithrt werden. In den Kopp-
lungen an die neutralen Eichbosonen A, bzw. Z, treten jeweils nur Quarks des
up-Types oder des down-Types sowie entweder rechts- oder linkshédndige Quarks
auf. Es ergeben sich demnach keine Verdnderungen. Einzig die Wechselwirkungen
mit den geladenen TW-Bosonen bediirfen der niheren Betrachtung. Der Ubergang
von up- zu down-Quarks resultiert hier in einer unitiren Matrix, die Uberginge
zwischen den verschiedenen Familien induzieren kann:

Ly = %(“LV“OZLWJ + Ay urW;)
= Ly o vl Wit + e OOl uw). (134)
vaven L e —

Verwm VcT'KM

Diese ist die Cabibbo-Kobayashi-Maskawa- oder kurz CKM-Matrix. Eine komplexe,
unitére, 3 x 3-Matrix:

Vud Vus Vub
Vekr = | Vea Ves Va |- (1.35)
Via Vis Vi

Als solche besitzt sie neun Parameter. Fiinf davon kénnen jedoch in Phasenrede-
finitionen der Quarkfelder absorbiert werden, so dafl drei Euler-Winkel und eine
komplexe Phase iibrig bleiben. Letztere ist die einzige Quelle der CP-Verletzung im
Standardmodell. Die einzelnen Transformationen C, die Ladungskonjugation sowie
P, die Raumspiegelung, sind im Standardmodell durch die unterschiedliche Imple-
mentierung links- und rechtshéandiger Komponenten in der schwachen Wechselwir-
kung maximal durch diese verletzt. Gébe es nur zwei Fermionfamilien, wire Vogas
rein reell und eine kombinierte CP-Tranformation wére eine Symmetrie des Stan-
dardmodells. CP-Verletzung tritt erst fiir drei Familien auf [2§8]. Fiir phdnomenolo-
gische Zwecke hat sich die Wolfenstein-Parametrisierung [29]

1 — A2 A N A(p—in)
Verm = - 1— X N A + O\, A~ 0,2,
NMAQ—-p—in) —-XN*A 1

(1.36)
die die GroBenordnung der einzelnen CKM-Elemente deutlich macht, als niitzlich er-
wiesen. Sie nutzt aus, dafl die CKM-Matrix stark hierarchisch ist, daf heifit, dafl Ele-
mente umso kleiner werden je weiter sie von der Hauptdiagonalen entfernt sind, was

10
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gleichbedeutend mit einer umso geringeren Ubergangswahrscheinlichkeit fiir Quarks
ist, aus je weiter entfernten Familien diese stammen. Der Parameter \ entspricht
dabei dem Cabibbo-Winkel [30).
Die Unitaritat VCKMV(:EK v = 1 der CKM-Matrix resultiert in neun Bedingungenﬁ,
von denen sechs als Dreiecke in der komplexen p — n-Ebene dargestellt werden
kénnen. Eine aufgrund der identischen Groflenordnungen aller Beitrdge am haufig-
sten verwendeten

o Ved + Vg Via + Vi Vg = 0, (1.37)

ist, normiert auf den am besten bekannten ersten Term, in Abbildung [Tl dargestellt.
Die Winkel des Dreiecks ergeben sich zu

Y= _arg(vub)v B =T = arg(%d)v @ =T — B -7 (138)

Eine der wichtigsten Aufgaben der Flavourphysik ist es, die Parameter dieses Drei-
ecks zu bestimmen und auf diese Weise den CKM-Mechanismus des Standardmo-
dells zu testen. Ausfiihrliche Einfiihrungen in Grundlagen und Phénomenologie der
CP-Verletzung sowie der CKM-Matrix, die den Rahmen dieser Zusammenfassung

tibersteigen, finden sich zum Beispiel in BT, B2, B3, B4, B5].

1.1.4 Quantenchromodynamik(QCD)

Neben der dargelegten elektroschwachen- beinhaltet das Standardmodell auch die
starke Wechselwirkung, die durch die Quantenchromodynamik(QCD) beschrieben
wird. Diese ist verantwortlich fiir die Bindung von Quarks zu Nukleonen und wie-
derum die Bindung dieser zu Atomkernen. Ahnlich der elektroschwachen Wechsel-
wirkung ist die QCD eine Eichtheorie, deren Eichbosonen jedoch nur an die Quarks
koppeln. Aufgrund der nichtabelschen Eichgruppe

SU(3)e

und den damit zusammenhédngenden Eigenschaften der asymptotischen Freiheit so-
wie des Quark-confinements besitzt die QCD eine duflerst reichhaltige Struktur, die
hier nur in ihren Grundziigen dargestellt werden kann. Fiir eine Einfiihrung sei ins-
besondere auf [36] oder aber auf verschiedene Vorlesungen [37, B8, B9, A0] verwiesen.
Analog zur schwachen Wechselwirkung, in der die linkshéndigen Fermionen zu fun-
damentalen Doubletts angeordnet werden, bilden die Quarks in der QCD Triplettsﬁ,
wobei die der Eichgruppe zugeordnete Ladung Farbe genannt wird:

a1
q = q2 ) q = u, d7 S, G, b7 t. (139)

q3

"Daher werden weiter oben nur neun Parameter erwihnt. Eine allgemeine komplex 3 x 3-Matrix
beséfle 18 Parameter.

8Neben den Hinweisen z.B. aus der notwendigen Asymmetrie der Wellenfunktion des A+ sind
in {1 die Eigenwerte des quadratischen Kasimir-Operators fiir die fundamentale- und adjungierte
Darstellung bestimmt worden. Die erhaltenen Werte Cr = 1.304+0.01£0.09, C4 = 2.8940.03£0.21

stimmen hervorragend mit den Werten der SU(3), Cp = % und C'4 = 3 iiberein.

11
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Das Transformationsverhalten ergibt sich direkt aus dem Analogon fiir die SU(2):

q 8 T
G2 — exp | —i Z XT | x| ¢ |. (1.40)
q3 a=1 q3

Fiir jeden der acht Generatoren T der SU(3).-Gruppe wird ein Eichfeld Af,, wobei
eine Verwechslung mit dem Photon aus den vorigen Abschnitten ausgeschlossen sein
sollte, eingefiihrt. Die kovariante Ableitung ergibt sich dann zu:

D, = 0, —igsA,, A, = AT, (1.41)
wobei die Generatoren die su(3)-Algebra mit den Strukturkonstanten fe¢ erfiillen:
[T°, T = if*™ 71T,  Tr [T°T"] = 26*. (1.42)

Sowohl Transformationsverhalten der Eichfelder, wie auch der Feldstarketensor las-
sen sich direkt aus den entsprechenden Ausdriicken fiir die SU(2) verallgemeinern:

1

A = AT = U@) AU} () — (0,00}
Guw = 0,A — 0A, —igs[A,, A
G [D,, D,] (1.43)

Js
Mit diesen Konventionen 148t sich die Lagrange-Dichte der QCD als

Locp = —%Tr G G"| + Z q(ip —my)q (1.44)

q=u,d,s,...

schreiben. Wie schon in der schwachen Wechselwirkung und wie dort erwidhnt ge-
nerell in nichtabelschen SU (n)-Eichtheorien, tauchen Selbstwechselwirkungen unter
den Eichbosonen, den Gluonen, auf, da die Bosonen selbst Farbladung tragen. Letz-
tere Eigenschaft fithrt unter anderem zur asymptotischen Freiheit der QCD, die im
nachsten Abschnitt kurz erldutert werden soll.

Renormierung und laufende Kopplung

Die Renormierung von Quantenfeldtheorien fiillt in Textbiichern ganze Kapitel, da-
her sei fiir eine ausfiihrliche Behandlung auf [T5], 7, 6, B6] verwiesen. Hier soll nur
ein Blick auf einige der Besonderheiten der QCD geworfen werden. Eine Standard-
methode zur Berechnung physikalischer Gréflen ist die Storungstheorie, dafl heif3t
eine Reihenentwicklung in der notwendigerweise kleinen Kopplungskonstanten der
entsprechenden Wechselwirkung. In der QCD taucht g, stets quadratisch auf, daher
hat es sich als giinstig erwiesen,

_ 9
T 4r
als Entwicklungsparameter zu verwenden. Eine sehr elegante Methode zur Bestim-

(1.45)

Qs

mung der einzelnen Reihenglieder liegt in der Berechnung von Feynman-Diagrammen

12
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s 6Zggs

Abbildung 1.2: Beispiel zur Renormierung der Kopplungskonstanten auf Einschleifen-
niveau. Auf Baumgraphenlevel wird ein Gegenterm eingefiihrt, der Di-
vergenz des Schleifendiagrammes absorbiert. Hier ist nur eines der re-
levanten Schleifendiagramme gezeigt.

iiber die entsprechenden Feynman-Regeln. Letztere lassen sich aus der Lagrange-
Dichte der betrachteten Theorie bestimmen und sind fiir die QCD zum Beispiel in
[T5, [T7] oder [36] zu finden. In fithrender Ordnung, dem sogenannten Baumgrapheni-
veau, sind die Impulse aller vorkommenen Teilchen durch Anfangs- und Endzustand
festgelegt. Dariiberhinaus kommen in hoheren Ordnungen Schleifenkorrekturen vor,
in denen Integrale iiber interne Quark- bzw. Gluonimpulse auftauchen. Diese In-
tegrale sind zumeist divergent und es bedarf eines konsistenten Schemas, um die
auftauchenden Divergenzen zu behandeln. In dieser Arbeit wird dort wo nétig die
dimensionale Regularisierung, gemeinsam mit dem M S-Schema verwendet. In di-
mensionaler Regularisierung werden divergente Integrale in D = 4 4 e-Raum-Zeit-
Dimensionenﬁ berechnet. Fiir € # 0 sind diese endlich und die urspriinglichen Diver-
genzen resultieren im Grenzwert € — 0 in %—Polen, bzw. fir D — 4 in ﬁ—Polen.
Die Renormierung basiert nun auf einer Redefinition der in der Lagrange-Dichte
vorkommenden nackten Parameter und Felder. Sie werden dabei als Produkt der

renormierten Grofle mit dem entsprechenden Renormierungsfaktor geschrieben:

Aty = \Z3AL,
o = 7,

gso = Zggsa
Mgo = ZmMy. (1.46)

Fiir diese Renormierungsfaktoren gilt jeweils:
Zi = 14+06Z; =1+ Oa,) + O@?) + ---. (1.47)

Das Einsetzen in die urspriingliche Lagrange-Dichte kann als Einfithren von Gegen-
termen angesehen werden. Die divergenten Term zu einer bestimmten Ordnung in ag
werden in die ebenfalls divergenten 07; zur selben Ordnung absorbiert, sieche zum
Beispiel Abbildung [C2 Dieses Vorgehen ist jedoch keineswegs Eindeutig. Zusétz-
lich zu den Divergenzen konnen endliche Terme mit in die Renormierungsfaktoren
absorbiert werden. Unterschiedliche Renormierungsschemata geben unterschiedliche
Vorschriften. Das in dieser Arbeit durchgehend verwendete modifizierte minimale

9 Allgemeiner sollte dies D = n + ¢ mit n der Dimension der betrachteten Theorie heifien.

13
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Subtraktionsschema (M S-Schema) inkorporiert zu den in dimensionaler Regulari-
sierung auftretenden 2 auch die stets mit auftretenden endlichen Terme log(4m) und
vg, die Eulersche Konstante, so daf3

2

gesetzt Wird In Kapitel 5.2 wird, um die Verbindung zu einer dlteren Arbeit herzu-
stellen der Ubergang zu einem anderen Renormierungsschema, dem Polmassensche-
ma, bendtigt. Die verwendete Formel wird dort angegeben. Genauere Ausfithrungen
zu verschiedenen Renormierungsschemata finden sich zum Beispiel in [36]. Durch die
Renormierungsprozedur taucht ein unphysikalischer Parameter, die Renormierungs-
skala auf. Bei einer theoretischen Berechnung zu allen Ordnungen der Storungs-
theorie hebt sich diese wieder heraus. Da in der Praxis jedoch stets nur endliche
Ordnungen betrachtet werden, hidngt das Resultat gezwungenermaflen von dieser
Skala ab. In dimensionaler Regularisierung wird diese zum Beispiel eingefiihrt, um
die Massendimension der Schleifenintegrale zu erhalten:

/(321;4 -~ <(2[;))4_D/%- (1.49)

Die Abhéngigkeit der renormierten Groflien von der Skala p wird durch die jeweilige
Renormierungsgruppengleichung bestimmt. Diese wird gewonnen, indem nach
1 abgeleitet und ausgenutzt wird, daf§ die nackte Grofle nicht von p abhéngt. Fiir
die starke Kopplungskonstante g, ergibt sich

dg dZ 1 1 d
7 & -9 = 7 — —u—27 1.
gkt <du) + gs |:M ( i )] gJs (gsﬁ(gs) + Zgud,u g) ) ( 50)

mit der S-Funktion

d d
s) = U—(gs = s 1.51
Blgs) = m % = dmg? (1.51)
Andererseits ergibt sich aus [LH0
1 d
s) = —(Gs——Z,. 1.52
B(gs) rmd (1.52)

Dies kann ebenso wie der Renormierungsfaktor 7, in der Kopplungskonstante ent-
wickelt und demnach Ordnung fiir Ordnung in Storungstheorie berechnet werden.
In Einschleifenordnung wird dies zu

3
gy
= — 1.
mit dem bekannten Ausdruc
11 2
= —N. — —ny. 1.54
Bo 5 37 (1.54)

19Das minimale Subtraktionsschema (M) setzt §Z; ~ 2
"Die Ordnungen By sowie 41 hiingen nicht vom verwendeten Renormierungsschema ab. Dies
dndert sich fiir G;, 1 > 2.
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Hier geht die Anzahl der Farben N, sowie der bei der Skala p aktiven Quark-Flavour
ny ein. In der QCD mit N, = 3 ist ) stets positiv und damit die S-Funktion ebenso
stets negativ. Ubertragen auf den iiblichen Entwicklungsparameter o, [Z3, ergibt
sich eine Differentialgleichung

2

d @
—o, = =202, 1.55
H dua Bo In ( )
deren Losung in dieser Ordnung

as(MO)
1+ —asi;m)ﬁo In (%)

as(p) = (1.56)

lautet. 1 ist eine Referenzskala. Ublicherweise die Skala, bei der oy experimentell
gemessen wird. Da (3 > 0 ist, zeigt sich in dieser Ordnung

lim as(p) =0 (1.57)

J1—00

und damit explizit die asymptotische Freiheit. Die Eigenschaft der QCD, die gewéihr-
leistet, dafl sich Quarks bei groflen Impulsiibertrigen, dafl heifit de facto bei kleinen
Abstédnden, wie quasifreie Teilchen verhalten. Diese Aussage gilt dariiber hinaus
allgemein zu allen Ordnungen der Stérungstheori. In Abbildung wird ein
Vergleich zwischen experimentellen Daten und dem zur Ordnung a? berechneten
Verhalten der Kopplungskonstante gezeigt. Deutlich ist der Abfall von « fiir wach-
sendes p zu sehen.

Umgekehrt steigt die Kopplung fiir kleiner werdende Skala und demnach grofier wer-
dende Absténde. Schliellich divergiert sie und zeichnet so eine QCD-inhérente Skala

Aoep

A
A2 = pdexp <—7) 1.58
QCD o a, (MO) 60 ( )
aus. Mit der sich in folgende Form umschreiben 148t:
AT
o) = ———. (1.59)
foln (43)

Dies begriindet auch, warum Quarks nie als freie Teilchen zu sehen sind, sondern
nur in farbneutralen gebundenen Zustdnden. Bei zunehmenden Abstand der Quarks
nimmt die Kraft zwischen diesen und damit die Energie in der Feldkonfiguration zu,
so daf} es bei geniigend groflen Abstand energetisch giinstiger wird, ein oder meh-
rere Quark-Antiquark-Paare zu erzeugen, die sich mit den urspriinglichen Quarks
zu neuen Bindungszustinden anordnen. Fiir praktische Rechnungen ergibt sich so-
mit das Problem, daf} die elementaren Freiheitsgrade der QCD, die Quarks und
Gluonen, nicht den beobachteten Bindungszustidnden entsprechen und dafl letzte-
re zudem nicht via einer Stérungsreihe angenédhert werden kénnen. Die konsistente
Behandlung von hadronischen Matrixelementen und damit hadronischen Bindungs-
zustanden stellt eine der gréfiten Herausforderungen in der Flavour-Physik dar.

L2Fiir die Entdeckung der asymptotischen Freiheit [TZ [[3] wurde im Jahr 2004 der Nobelpreis
vergeben.
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Abbildung 1.3: «g in Abhingigkeit von der Energieskala p [27]

1.2 Aufgabenstellung und Gliederung

Wie schon erwahnt bildet der CKM-Mechanismus einen der zentralen Punkte des
Standardmodells. Eine komplexe Phase in der CKM-Matrix stellt die einzige Quelle
der CP-Verletzung und damit der Materie-Antimaterie-Asymmetrie im Universum
dar. Observable, die Aufschlufl {iber die einzelnen CKM-Elemente geben konnten,
sind, wie am Ende des letzten Abschnittes kurz dargelegt, zumeist mit hadronischen
Unsicherheiten behaftet, die aus dem Quark-Confinement der QCD folgen. Ziel der
theoretischen Flavour- und insbesondere auch der B-Physik muf} es sein, diese Un-
sicherheiten zu minimieren, um im Wechselspiel zwischen Theorie und Experiment
den CKM-Sektor genauest moglich zu iiberpriifen. Auf diese Weise zugleich Ein-
schrankungen an Ansétze liefernd, die iiber das Standardmodell hinausgehen.

Im n#chsten Kapitel wird die Phénomenologie einer Art Zerfille, die geeignet ist,
CKM-Matrixelemente zu extrahieren, vorgestellt. Die auftretenden hadronischen
Matrixelemente werden dargelegt und bekannte Eigenschaften gesammelt. Zum Ab-
schlufl des Kapitels werden zum Vergleich einige Analysen der jiingeren Vergangen-
heit erkléart und Vor- wie Nachteile erldutert.

Kapitel drei liefert das im Weiteren Verlauf benétigte theoretische Riistzeug der
Operator-Produkt-Entwicklung sowie der QCD-Summenregeln. Zudem werden die
Eigenschaften der in den Lichtkegelsummenregeln verwendeten Verteilungsamplitu-
den ausfiihrlich angefiihrt.

Mit Kapitel vier beginnt der eigentliche Kern der Arbeit. Hier wird die in [42]
verOffentliche Untersuchung der Dreiteilchenverteilungsamplituden des B-Mesons
detailiert dargelegt. Neue Summenregeln zur Berechnung der asymptotischen Antei-
le der Verteilungsamplituden werden hergeleitet und die in [43] angegebenen Dife-
rentialgleichungen zwischen Zwei- und Dreiteilchenbeitragen reproduziert. Letztere
werden mit Hilfe von Modellen basierend auf den Summenregelergebnissen gelost
und einige Resultate sowie Probleme diskutiert. Zum Ende des Kapitels werden
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bisher unveroffentlichte Summenregeln fiir das chromoelektrische- bzw. chromoma-
gnetische Moment A% respektive \%, des B-Mesons angegeben, die die Niherung
A% = )2, stiitzen, deren Stabilitit jedoch eine numerische Auswertung unangemes-
sen erscheinen lassen.

Kapitel fiinf ist in zwei Abschnitte aufgeteilt, die jeweils eine Methode zur Be-
stimmung von B-Zerfallsformfaktoren umfassen. Im Ersten werden die Grundlagen
sowie die Herleitung, der in [A2] entwickelten Lichtkegelsummenregeln mit B-Meson-
Verteilungsamplituden, erkléart und eine aufwendige numerische Auswertung fiir eine
Vielzahl phanomenologisch interessanter Grofien vorgenommen. Besonderes Augen-
merk kommt dem Beweis der Lichtkegeldominanz sowie dem Verhalten im Grenzwert
my — 0o verglichen mit den bekannten Resultaten aus Kapitel zwei zu.

Im Zweiten wird die in [44), B3] vorgestellte und bisher ungepriifte Berechnung der
B — m-Formfaktoren bis zur Ordnung O(cq;) in den Zweiteilchen Twist drei Ter-
men erneut durchgefiihrt. Im Unterschied zur Originalrechnung wird hier statt des
Polmassenschemas das besser geeignete M S-schema verwendet, was sich in einem
giinstigeren Verhalten der a,-Entwicklung niederschldgt. Unter Einbeziehung von
Termen bis Twist vier und erwidhnten a,-Korrekturen wird ein Wert fiir V,,;, ge-
wonnen, wobei hier strikt zwischen analytischer Rechnung, die der Autor selbst
durchgefiihrt oder nachvollzogen hat und numerischer Auswertung, an der der Au-
tor nur am Rande beteiligt war, getrennt werden mufl. Eine Veroffentlichung der
vorgestellten Ergebnisse ist in Arbeit [46].

Kapitel sechs gibt die obligatorische zusammenfassende Diskussion.

Die Anhénge, die einen nicht unerheblichen Anteil dieser Arbeit ausmachen sind wie
folgt gegliedert:

Anhang A liefert neben mathematischen Grundlagen und Formeln auch explizite
Rechnungen, die fiir Kapitel 5.2 benttigt werden.

Anhang B stellt eine bisher unverdffentlichte Erweiterung des vierten Kapitels unter
Bezugnahme auf die in 7] angegebene allgemeine Zerlegung des Dreiteilchenmatri-
xelementes des B-Mesons dar.

Anhang C geht auf eine Inkonsistenz zwischen den in E8] und den hier auf [43]
basierenden verwendeten Normierungen der Dreiteilchverteilungsamplituden ein.
Anhang D listet die vollstdndigen Ergebnisse aus Kapitel 5.1 mit endlicher Masse
des leichten Zuschauerquarks sowie mit Dreiteilchenbeitragen auf.

Anhang E gibt die in Kapitel 5.2 verwendeten Konventionen fiir die Pion-Vertei-
lungsamplituden an.

In Anhang F sind erstmals sdmtliche Streuamplituden und Imaginérteile zur Be-
stimmung der a,-Korrekturen bis Twist drei fiir die Formfaktoren f3 | f5 + f5.
sowie fZ_ verdffentlicht.
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Kapitel 2

Exklusive semileptonische
B-Zertille

B-Zerfille liefern eine hervorragende Moglichkeit, den CKM-Mechanismus des Stan-
dardmodells zu priifen. Alleine aus diesen lassen sich sdmtliche Gréflen des Unita-
ritatsdreiecks bestimmen, bzw. einschrianken. (Siehe Abbildung 2Il) Wihrend die
Winkel des Dreieckes aus hadronischen B-Zerféllen, § aus B — J/¢K,, « aus
B° — 77~ und B° — ptp~ sowie v aus der Interferenz von B~ — DYK~ und
B~ — DK~ bestimmt werden, werden die Seitenlingen aus semileptonischen bzw.
radiativen Zerféllen bestimmt. (Siehe Abbildung Z2)

Hierbei mufl zwischen inklusiven, es wird iiber die hadronischen Zerfallsprodukte
summiert, z.B. B — X_.ly; und exklusiven Zerfillen, es wird ein spezieller Zerfalls-
kanal, z.B. B — wly;, betrachtet, unterschieden werden. Aus theoretischer Sicht sind
die inklusiven Zerfille einfacher zu behandeln. Mittels der Heavy-Quark-Expansion
(HQE) wird hier bei der Bestimmung zum Beispiel des CKM-Elements V,, bereits
eine Genauigkeit im Bereich von einigen wenigen Prozent erreicht. Mit dem Auf-
kommen weiterer Daten insbesondere durch die B-Fabriken, durch LHC, und eine
eventuelle Super B-Fabrik sollte jedoch die Bedeutung exklusiver Zerfélle stetig zu-
nehmen. Um die Datenmengen nutzen zu koénnen, bedarf es daher zuverldssiger
theoretischer Berechnungen. Gréfites Hindernis sind auch hier, wie bei rein hadro-
nischen Zerfillen, die hadronischen Matrixelemente. Vereinfacht wird dies bei semi-
leptonischen Zerfillen jedoch dadurch, daff nur ein einziges solches Matrixelement,
parametrisiert durch verschiedene Formfaktoren, benotigt wird. Beispielhaft sei hier
das leptonische Spektrum des Zerfalles BY — 7~ 1"y, fiir masselose Leptonen mit
nur einem Formfaktor f*(¢*) angegeben:

ar G% | Vial?

—ot, ) —
—(B—mer) = 1927 m,

g N2 | f5 () (2.1)

wobei A\(¢?) = (m%+m?2 —q?)* — 4m%im?2 der Phasenraumfaktor und G = \/58?;%
w
die Fermi-Konstante ist. Ist die Form von f# (¢?) bekannt, kann das Spektrum

integriert werden und via der mittleren Lebenszeit 75 des B-Mesons mit dem expe-
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Abbildung 2.1: Finschrinkungen fir das Unitarititsdreieck nur aus B-Zerfillen.
(ICHEP 06)[50]

rimentell gemessenen Verzweigungsverhiltnis verglichen werden:

G% |Vub|2

B(B Tety) = ————
(B—metv) 192m2m¥7p

Tnax
[ @, e
In Abschnitt 2.2 wird hierauf noch néher eingegangen. In Kapitel fiinf werden neue
Berechnungen fiir Formfaktoren im Bereich 0 < ¢*> < 10 GeV? bzw. 0 < ¢ <
15 GeV?, gegeben durch die Giiltigkeit der entsprechenden Summenregeln, durch-
gefithrt. Ziel dieses Kapitels ist es, einen Uberblick iiber die Phénomenologie se-
mileptonischer B-Zerfille zu geben. Hierfiir wird sich nach der Berechnung eines
beispielhaften Zerfalls, insbesondere mit den Definitionen und FEigenschaften der
Formfaktoren, die z.B. auch in QCD-Faktorisierung[d9] eine entscheidene Rolle spie-
len, befaBt. Eine knapp gehaltene Ubersicht iiber bisherige Analysen zu V,;, und %
sowie ein Vergleich mit Ergebnissen aus inklusiven Zerféllen liefern Motivationen fiir

die weitergehenden Betrachtungen des fiinften Kapitels.

2.1 Hadronische Matrixelemente, Formfaktoren

In diesem Abschnitt wird, immer mit Blick auf die in Kapitel fiinf durchgefiihr-
ten Rechnungen, der Versuch unternommen, die theoretischen Grundlagen sowie die
phénomenologische Relevanz der Formfaktoren herauszustellen. Dazu wird zunéchst
an einem einfachen Beispiel, dem B — wlv-Zerfall, die Notwendigkeit der Einfithrung
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Abbildung 2.2: Links: Nur Bestimmung der Winkel. Rechts: Nur die Lingen der Sei-
ten. (Moriond 07)[520]

von Formfaktoren demonstriert. Daran anschlieend werden die notigen Definitio-
nen eingefithrt, um sodann auf generelle Eigenschaften, Symmetrien sowie Para-
metrisierungen, Ansétze und Probleme bei deren Bestimmung einzugehen. Um den
Umfang der Arbeit nicht ungebiihrlich anwachsen zu lassen, werden die meisten
theoretischen Konzepte nur angefiihrt und fiir weitergehende Behandlung wird auf
die entsprechende Literatur verwiesen.

2.1.1 B — 7wlv Zerfall als Beispiel

Die angesprochene Problematik in semileptonischen B-Zerféllen 148t sich am ein-
fachsten an einem Beispiel demonstrieren. Dafiir wird hier der archetypische Zerfall
B — 7lv, auf den in Kapitel 6 noch zuriickgekommen wird, betrachtet. Auf Quar-
kniveau ist dieser leicht beschrieben. Ein b-Quark geht unter Aussendung eines W -
Bosons in ein #-Quark iiber und das W™ zerfillt in ein e™ sowie ein v,. Siehe Abbil-
dung Wie bereits erwdhnt existieren nach bisherigen Erkenntnissen keine freien

@

Ve

Abbildung 2.3: Zerfallb — uev,

Quarks oder Gluonen. Diese sind gebunden zu Hadronen, so dafl anstelle eines einfa-
chen Quarkiiberganges (e*v,u|b), das Ubergangsmatrixelement (e*v,7~|B°), siche
Abbildung 4 (a), betrachtet werden muf. Dieses kann via Lehmann-Symanzik-
Zimmermann Reduktionsformel [51]

(ve(ko) e (k1) 7~ (p)| B (pp)) = /d4:c1 digy k1o omik2a:

iy, (k2) A7 (k) (m (p) | T {e(1) Ze(@2) } [ B () ve (k1) AT (), (2.3)

mit A™! den inversen Propagatoren sowie den Elektron- bzw. Neutrinospinoren v,
und 1u,,, behandelt werden. Das zeitgeordnete Produkt wird mittels Storungstheorie
entwickelt, wobei ausgenutzt wird, dafl die Leptonen nicht stark wechselwirken. Zwei
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schwache Vertizes geladener Strome, g, ist die SU(2)-Kopplungskonstante,

L — J+W+M+JW“ 24
cc z\f( ) (2.4)

mit J:[ = Vup(ub)v_a, J, (éve)y_a liefern so das bekannte Ergebnis zu Ordnung
0(g3):

My = (ve(ko) €™ (k1) 7 (p)|B®(pB))

v q"q”
2 HY M2

8M2—

Vas(m(p) [0y, (1 — 75) 4| B(pp)) u(ve) (1 — 75) v(e™) (2.5)

= (7 (p)[b7u(1 = 75) | B°(pB)) Vs Wy, (k2) 1 (1 = 75) ve(k1)

Gr
V2

Im zweiten Schritt wurde der Propagator des W*-Mesons durch <

Q

M2 angendhert,

8
bereits einer Anwendung der Operator-Produkt-Entwicklung, die im néchsten Kapi-

Abbildung Z4] und die Fermikonstante G—\/g _ % eingefiihrt. Dies entspricht an sich

tel noch angesprochen wird, soll hier jedoch einfach aufgrund von ¢ < (mp—m,)? ~
26,4 GeV? < M3, plausibel gemacht werden. Wie geht es nun weiter? Das B nach

]

Ve Ve

Abbildung 2.4: Schematische Darstellung des Zerfalls B® — 7~ et v, (a) und Ubergang
zu ME, > ¢* (b)

m Matrixelement entzieht sich der storungstheoretischen Berechnung, da die Grofle
der QCD-Kopplungskonstante im Energiebereich gebundener Zusténde keine sinn-
volle Entwicklung zuldfit. Die Antwort ist ebenso einfach, wie auf dem ersten Blick
Unzufriedenstellend: Das Matrixelement wird nach Lorentzstrukturen aufgeteilt und
mittels erstmal unbekannter Funktionen vom Impulsiibertrag, bzw. der invarianten
Masse der Leptonen parametrisiert:

2 2

(r(p) b2, 1 B(ps)) = (pB fp %q)umq% n

m% —m?2
P4 [ (@)

(2.6)
Diese Parametrisierung impliziert unmittelbar f3 (0) = f% (0), um Singularitéiten
zu vermeiden. Es sei darauf hingewiesen, dafl der Axialvektoranteil des schwachen
Stromes aufgrund der Paritédtserhaltung in der starken Wechselwirkung nicht bei-
tragt. Es stehen rechter Hand nur Lorentzvektoren zur Verfiigung, dementsprechend
muf sich die linke Seite ebenso verhalten. Da sowohl das Pion, wie auch das B-Meson
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pseudoskalare Teilchen sind, fiithrt dies zu obengenannter Konsequenz. Um das lep-
tonische Spektrum

dr 1 dp™)
= i 2 _—
My| i

— — 2.
dq? 2F, (2.7)

mit dem n-Teilchen-Phasenraum d®™ und der Energie des zerfallenden Teilchens
E, zu bestimmen, wird das Betragsquadrat des Ubergangsmatrixelementes,

2
M2 = CF v P, L (2.8)
fi 92 ub 1% 5 .

mit leptonischem, bzw. hadronischem Tensor L*” respektive H,, sowie der entspre-
chende Phasenraum

dd®) d3p
— 5 2 - 2
dq2 (27T)3(2E7T) (q (pB p) )
d*ky d®ks

(2m)3(2E.) (2m)3(2E,) (2m)70%g — ki — ko) (2.9)

benotigt. Nach der Summation {iber die Spins der Leptonen und der damit verbun-
denen Ausnutzung der Spinsummen

i

> (ki M) ok, &) = Fi—m, (2.10)

Ai

ergibt sich L* fiir masselose Neutrinos als einfache Spur
LM = Tr (k1 — me)y" k20" (2.11)

Kontraktion mit q,, ¢, zeigt, daB§ f5. stets mir der Elektronmasse m, im Quadrat
auftaucht, so daf}, fiir Elektronen sicher eine gerechtfertigte Ndherung, im Weiteren
sowohl m, wie auch f2_ vernachlissigt werden. Die Phasenraumintegration iiber die
Leptonimpulse 148t sich dann ohne Probleme durchfiihren:

d3ky A3k \ .
/ BrPRE,) @rE,) o) 0~ k= k) Tr ]
- 6i7r (¢"q" = ¢ ). (2.12)

Die Transversalitidt des Ergebnisses folgt aus der hier angenommenen Masselosigkeit
der Leptonen, wohingegen der Vorfaktor durch Kontraktion mit g, bestétigt werden
kann. AnschlieBende Kontraktion mit dem hadronischen Tensor

Hy = |f§7r(612)|2(293 + p)u(ps + P)v (2.13)
liefert mit ¢ = pg — p
1 y , f+7T q2 2
Hw/ @(q“q — ng‘u ) — % [(sz _|_m72r _q2>2 - 4m23m72r] . (2.14>
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Von diesem Punkt an wird nur noch die Phasenraumfunktion

d3p 2 2y = 2 2 2\2 2,2
/WW — (s -p)) = Vb £ m2 — )2 — dmZm2 (2.15)

16m2m%
benoétigt, so dafl Einsetzen von LT, P10 in 27 jenes bereits zu Beginn des Kapitels
angegebene Ergebnis mit A(¢%) = (m% + m2 — ¢*)? — 4m%m? ergibt:

ar G% | Viwl?

— (B -t — LUl
(B=m ) = 90 i md

dg? N2 | £ (). (2.16)

Wie in der Einleitung erwahnt und aus 216, ersichtlich, geniigt demnach die
Kenntnis einer einzigen Funktion, des Formfaktors f;_(¢*), um aus dem experimen-
tell gemessenen Verzweigungsverhéltnis V,;, zu extrahieren. Dies stellt sich jedoch als
ein grofleres Hindernis heraus, als es sich zunéchst anhort. In den néchsten beiden
Abschnitten werden die allgemeinen Definitionen der verschiedenen Formfaktoren
sowie Symmetrien unter diesen, die sich aus eleganten kinematischen Uberlegungen
sowie Spin-Symmetrien ergeben, dargelegt. Erst dann wird, den Umsténden ent-
sprechend knapp, auf asymptotische Eigenschaften, generelle Einschrankungen aus
grundlegenden Prinzipien und Parametrisierungen eingegangen.

2.1.2 Definitionen

Hier wird schlicht eine Liste der verschiedenen B-Zerfallsformfaktoren gegeben.
Zu der im vorigen Abschnitt vorgestellten Parametrisierung des B — P-Matrix-
elementes des Vektorstromes gesellt sich eine weitere:

PN @10 Bo+q) = 2p,fip(d) + au [[ip(@®) + f5p(d%)]

= (217 - (1 - %) q) (g%

2 2

7 qu f2(d?). (2.17)

+

Der Zusammenhang zwischen beiden, 148t sich wiederum ohne Probleme ablesen:

(%) = %(P(q% — (),
@) = )+ — L (@) (2.18)

_ 2
mB mz

Ein Formfaktor wird fiir den B — P-Ubergang des Tensorstromes benétigt

i EP(QZ)
mp + mp’
(2.19)

H<P<p)‘q_1 Opp qp b\B(p+q)> = [q2 (2]7“ + %L) - (m% - m%’) Q,u}
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vier fiir den B — V-Ubergang des elektroschwachen Stroms

V()| @y (1 — 75) bl B(p + q)) = —ic;, (mp + my) A7V (¢%)
A7V (¢?)
mp + my

, L\ 2m
+igu(€q) g (AP 0) — AT ()

()
mp + mv’

+i(2p + q)u (€°q)

+ €upo €7 ¢ p7
(2.20)

mit AFV(0) = AZY(0) und 2my APV (¢*) = (mp+my)Ai(¢*) — (mp —my) APV (¢?)
sowie drei fiir den B — V-Ubergang des Tensorstroms:

V()| G104 @” (1 + 75) B B(p + q)) = i€pe € ¢" 07 2T (¢%)

+{e,(my —mi) — (€0) 2 + 0} 17V (¢7)

b0 {o - o T @) 2

Fiir alle angefithrten Definitionen gilt: x = /2, bzw. k = 1 fiir 7°, p°, bzw. fiir
andere Mesonen.

2.1.3 Symmetrien

Dieses weite Feld wird hier in zwei Blocke aufgeteilt: Relationen zwischen Formfakto-
ren von schweren Mesonen, die in ebensolche Zerfallen, die aus den Spinsymmetrien
der Heavy-Quark-Effective-Theory (HQET) [52, B3|, B4, B folgen. Und, wichtiger
fiir den weiteren Verlauf der Arbeit, Relationen fiir Zerfallsformfaktoren schwerer in
leichte Mesonen, die aus kinematischen Eigenschaften dieser Zerfille folgen.
Schwere Mesonen bezeichnen in diesem Zusammenhang Mesonen, die aus einem
schweren Valenzquark, b oder ¢ und einem leichten Valenzquark zusammenge-
setzt sind. Den Herleitungen, fiir die auf die Literatur verwiesen werden mufl
56, 57, B8, B9, 60, 611, 62], der hier angegebene Symmetrien, liegt die Idee zugrunde,
daB sich fiir grofie Massen der schweren Quarks, my, m. < A, Agcp, wobei A die
Skala der Bindungsenergie und Agep die QCD-Skala ist, zusétzliche Symmetrien
offenbaren. Ein Blick auf die Lagrangedichte der HQET

EHQET = Z QU 0 - DQU (2.22)

zeigt, daf in fithrender Ordnung weder die Masse noch der Spin des schweren Quarks
auftauchen, es demnach neben der Geschwindigkeit kein Unterscheidungsmerkmal
unter den Quarks gibt. Dieser Umstand ist als SU(2/N) Spin-Flavor-Symmetrie be-
kannt. Ubertragen auf die betrachteten Mesonzerfille heiBt dies, daB8 die leichten
Freiheitsgrade nicht unterscheiden, ob sie zu einem B, B*, D oder D* gehéren und
da demnach ihr Zustand aufler von internen Quantenzahlen nur von der Geschwin-
digkeit des Mesons abhiangt. Wichtig ist, daf sich diese Geschwindigkeit nur durch
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harte Gluonwechselwirkungen oder durch schwache Zerfille, nicht aber durch Wech-
selwirkungen mit den leichten Freiheitsgraden, die von der Ordnung O (mLQ) sind,

andert. Dadurch kann als erste Ndherung eine vollige Entkoppelung der leichten und
schweren Freiheitsgrade angenommen und demnach das Wigner-Eckart-Theorem
angwendet werden, wie es schematisch in folgender Formel dargestellt ist, wobei
mit W(v), U'(v') schwere Mesonen der Geschwindigkeit v, v sowie mit [ die leichten
Freiheitsgrade bezeichnet sind:

(W ()]Q T Qul¥(v) =
(@), £5Q0 T Q). £3) ® {10/, /. mifL.v,j.my). (2:23)

In der Realitéit miissen noch Uberlagerungen der leichten Zusténde mit —Myj, ..., M;
sowie der zwei schweren Quark Spinzustédnde gebildet werden, um dann iiber eine
Entwicklung mit Clebsch-Gordan-Koeffizienten Relationen zwischen den verschiede-
nen Formfaktoren herzuleiten. Die Originalverdffentlichungen [b6, b7 wihlen diesen
Weg. In der Ersten werden im Ruhesystem die Symmetrierelationen

1 1
SAP) = —5Iv)  S9V) = —5|P) (224
betrachtet. So wird z.B. im Matrixelement
(O]J|P) — —2(0]J S§|V) (2.25)

der Strom J durch den Kommutator —[S), J] ersetzt und mit der expliziten Dar-
stellung von S¢, aus dem Noether-Theorem

Sy =1 [ @0 Q@b Q@) (2.26)

berechnet. Auf diese Weise ergeben sich Relationen fiir Zerfallskonstanten und fiir die
Normierung von Formfaktoren. In der zweiten Veroffentlichung wird dieses Verfahren
in der Art verallgemeinert, dafl dynamische schwere Quarks betrachtet werden. So
werden aus

halPa(F)) = 5IV(F.0)  ho = T~ B (227)

mit hg dem Helizitéitsoperator und |V (7',0)) dem Zustand des Vektormesons mit
Helizitat null, nach analoger Rechnung die bekannten Zusammenhénge unter den
Formfaktoren hergeleitet. Dieses Verfahren wird in [60, [61], siche auch [63] auf eine
lorentzinvariante Weise formuliert und zudem stark vereinfacht. Basierend hierauf
werden in [62] Symmetrierelationen fiir schwere Mesonen und Baryonen beliebigen
Spins hergeleitet. In Anlehnung an diese sollen hier die Félle B — D, D* demon-
striert werden. Die interessierenden Matrixelemente und ihre allgemeine Zerlegung

in Formfaktoren, mit V#* = Q!,7,Q., A* = Q.,7,75Qy, sind:

(DW|V*B(v)) = y/mgmph(w)(v + )" + h_(w)(v — V"),

(D*(V, )|[VHB(v)) = /mpmpe™* ihy(w) e, vg,
(D*(v',e)|A*|B(v)) = mpmpha (w)(w + 1)e* — ha,(w)(e-v)v*
— ha(w)(e V)™ (2.28)
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Hierbei wurde die iibliche HQET-Normierung der Zustdnde verwendet. Das
(D|A*| B)-Matrixelement verschwindet wie schon in aufgrund der Paritatsin-
varianz der starken Wechselwirkung. Die Spinsymmetrie der Zustéinde 22241 227
wird analog zu [6I] in den vierdimensionalen Raum der Dirac-Indizes eingebettet.
So werden den Mesonen 4 x 4-Matrizen, die Mesonwellenfunktionen, zugeordnet,

1+ 9

P —
Py — -

%o W) - 2y (2.20)

mit € dem Polarisationsvektor v - € = 0, deren einer Index den Spinfreiheitsgrad des
schweren Quarks reprisentiert, wahrend der Zweite fiir die weitere Lorentz-Struktur
steht. Folglich besitzen diese Matrizen unter Spin- und Lorentztransformation diesel-
ben Eigenschaften, wie der Bispinor ug(v)v,(v) [62, 64]. So kénnen Matrixelemente
von Operatoren im sogenannten ”kovarianten Spurformalismus”, der in dieser Arbeit
desofteren benutzt wird, durch Spuren iiber diese Matrizen und der allgemeinsten
Matrix, die sich gemé&fl Lorentz- und Spintransformationen ebenso wie der Operator
verhélt, berechnet werden. Besonders transparent wird dieses Verfahren in [52, b4l
durchgefiihrt. Dort werden die Mesonwellenfunktionen mit entsprechenden Feldope-
ratoren fiir Vektor- bzw. pseudoskalare Mesonen zu einem Doublett angeordnet,
wobei hier vﬂPS“(Q) =0 gilt:

1
HQ — %ﬁ (W PM@ — 4 P@) yH@ = g@.  (230)

Auf diese Weise kann der Quarkstrom durch einen Meson-Operator, der sich ebenso
wie dieser transformiert, ersetzt werden:

0, TQ, — Tr {Hﬁ?’) I HQ X} . (2.31)

Die Matrix X beinhaltet dabei den Einfluf}, der durch die leichten Freiheitsgrade ins
Spiel kommt. Welche Moglichkeiten stehen hierfiir offen? Da die leichten Freiheits-
grade jeweils den Spin % besitzen, besitzt diese Spinor-, jedoch keine Lorentzindizes.
Ansonsten kann sie, wie schon angedeutet nur von der Anfangs- und Endgeschwin-
digkeit v, bzw v" abhidngen. Somit lautet die allgemeinste Form:

X = Xj(v-v) + Xo(v-0') 9 + Xz(v-0") ¢ + Xy(v-0') 9y (2.32)

Ein Blick auf EZZ31 und 230 zeigt, dafl die Strukturen X5, X3, X4 redundant sind
und demnach nur eine einzige Funktion X (v-v") benétigt wird. Dieses ist gerade die
bekannte Isgur-Wise-Funktion £(w), auf die alle in angegebenen Formfaktoren
zuriickgefithrt werden konnen. Einsetzen von B3] in liefert genau die Spuren
iiber die Mesonwellenfunktionen und die entsprechenden Lorentz-Strukturen. Dies
fithrt auf die wohlbekannten Zusammenhénge:

hiw) = hv(w) = ha(w) = ha, = (W)
h-(w) = ha(w) =0 (2.33)

Bereits in [61] werden fiihrende as-Korrekturen zu den Formfaktoren bestimmt,
die zu unterschiedlichen Skalenabhéngigkeiten der verschiedenen Matrixelemente
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fithren, jedoch keine zusétzlich nichtperturbative Funktion einfiithren.

Nach dieser eindrucksvollen Demonstration der Wirksamkeit von Symmetrieargu-
menten, sollen diese zumindest teilweise auf Ubergéinge zwischen schweren und leich-
ten Mesonen iibertragen werden. Diese Idee wurde erstmals in [65] verfolgt und wird
dort ausfithrlich dargelegt. Fiir diese Zerfélle, fiir die B — 7 ein Musterbeispiel dar-
stellt, spielt die grofle Energie,

2 2
E:@{l—q—QJrﬁ}, (2.34)

2
2 my  my

die fiir ¢> < (mp — m,)? auf das Tochterhadron iibertragen wird, eine dhnliche
Rolle, wie die Masse des schweren Quarks in obigen Relationen. Dies wird deut-
lich, wenn davon ausgegangen wird, dafi das aktive im Zerfall entstehende leich-
te Quark beinahe die gesamte Energie des leichten Mesons tragt. In diesem Falle
wird es annéhernd lichtartigen Impuls p/f = En* + k¥, |k| < E, verglichen mit
pg = myv* + k""u fiir das schwere Quark in HQET, haben und seine Wechselwir-
kung wird in fithrender Ordnung AQ% unter Vernachlassigung harter Gluonstreuung
durch die eikonale, bzw. Large-Energy-Effective-Theory(LEET) Lagrangedichte, fiir

eine Herleitung siehe z.B. [65], beschrieben:
Leir = Gy %(m - D) qy. (2.35)

n und 7 sind in Anhang A behandelte Lichtkegelvektoren, mit $(n + n)* = wvp.
Ein genauerer Blick offenbart, dafi diese die gleiche Symmetrie wie die HQET-
Lagrangedichte besitzt. Es tritt kein Massenterm auf, daher die Flavour-Symmetrie.
Dafl keine aktive Dirac-Matrix, also keine Gammamatrix, die mit der Ableitung
kontrahiert wird, vorliegt, ermoglicht eine dquivalente Spinsymmetrie zu 222 In
[65] werden die Quarkfelder im Ubergangsstrom durch die effektiven LEET- bzw.
HQET-Felder ersetzt und mit Hilfe der Projektionseigenschaften

Q- arQ. @'t - g yo. -0 (2.36)

4

sowie zweier Identitdten unter den Dirac-Matrizen, werden Zusammenhéinge zwi-
schen den Stromen hergestellt, die zu einer Reduzierung der Formfaktoren von zehn
auf deren drei fiihrt. Der einfachere Weg scheint jedoch der in [66] eingeschlagene.
Dort wird ganz analog zu obigen Uberlegungen zur Isgur-Wise-Funktion vorgegan-
gen. Leichtes und schweres Meson werden durch 4 x 4-Matrizen ersetzt, die die
jeweiligen Spinsymmetrien erfiillen, mit ¢ -n =€*-n =0,

0=t = {2 E T ) - = ) 230

und die Berechnung folgt demselbem Prinzip wie in B30 233
(L(ER)|7 T Qu|B(v)) = Tr [AL(E) M, T My) (2.38)

Die Gemeinsamkeiten enden in der Matrix A, die zwar ebenfalls den Einflul der
leichten, bzw. hier der weichen Freiheitsgrade beschreibt, die ebenfalls unabhéngig
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von der Lorentz-Struktur des Ubergangsstromes ist, die aber von der Energie des
leichten Mesons abhéngt, der einzige weitere Skalar n - v = 1, deren Normalisie-
rung nicht wie in [56] bestimmt werden kann, da die Spinsymmetrie nicht auf den
Zustéinden realisiert ist, S7 |Pp) # —3|Vz) und die wie zu sehen sein wird, nicht auf
nur eine Funktion zuriickzufiihren ist. Thre allgemeinste Form lautet:

AL(B) = a1p(E) + asn(BE) + aspth + asr (B, (2.39)

Die Matrizen aus EZ37 erlauben auch hier eine Reduktion der unabhéngigen Anteile,
doch endet dies bei folgendem Ergebnis:

Ap(E) = 2B¢o(E)
av(e) = Ei (e - Lam), (240

Folgende Kommentare sind hier angebracht: Zum Ersten ist die Zerlegung in 240
so angelegt, dafl ¢, nur zum Zerfall transversal polarisierter, ¢ nur zum Zerfall
longitudinaler Vektormesonen beitriagt. Zum Zweiten besteht, obwohl die Lagrange-
funktion symmetrisch unter Spintransformation ist, offenkundig keine Verbin-
dung zwischen den Formfaktoren fiir pseudoskalare- und Vektormesonen. Dies ist,
wie oben erwédhnt, darauf zuriickzufiihren, dafl die Spinsymmetrie nicht auf den ent-
sprechenden Zusténden realisiert ist, dafl diese, die Analogie zur HQET verletzend,
gerade nicht aus einem energetischen, lichtartigen Quark und weichen Freiheitsgra-
den bestehen. Solche asymmetrischen Impulskonfigurationen spielen jedoch bei der
Berechnung dieser weichen Formfaktoren eine, wie zu erwarten, entscheidende Rolle.
Durch Berechnung der Spur in lassen sich die folgenden Relationen, es werden
die Konventionen von [G6] verwendet,

PP = 3@ = 31" = ). (241
M n M +m 9
mV(Q) = TVI‘M(Q)
= T = 5 Ble?) = C(E) (2.42)
Moad?) = T A ) — Y A
= %Tz((f) — Tx(¢*) = ¢(P), (2.43)

finden. Wie bereits erwidhnt beriicksichtigen die Funktionen (p, (1, ¢ nur den wei-
chen Anteil, Abbildung 21 (a) und keine harte Gluonwechselwirkung, Abbildung 23
(b)-(d). In [66] werden diese beriicksichtigt und Korrekturen zu den Relationen 2223
berechnet, die numerisch grob zwischen zehn und dreiffig Prozent liegen. Zusammen-
fassend wird eine Faktorisierungsformel in fithrender Ordnung ﬁ fiir die Formfak-
toren vorgeschlagen, in welcher diese als eine Summe aus einem weichen Formfaktor
(p und der Faltung zweier Verteilungsamplituden mit einem harten Streukern be-
schrieben werden.

fi(¢?) = Ci¢p(E) + 20T, ® Pp (2.44)
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b | u l
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q q
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Abbildung 2.5: (a) weicher Beitrag zum Formfaktor (b) harte Vertezkorrektur (c),(d)
harte Streuung am passiven Quark

Eine nachfolgende Veroffentlichung [67] bestitigte diese Faktorisierungs-Formel in
fithrender Ordnung % und zu allen Ordnungen « im Rahmen einer Soft-Collinear-
Effective-Theory(SCET)-Rechnung. Abschliefend fiir diesen Abschnitt seien zum
spéteren Vergleich noch die in [65] angegebenen expliziten Ergebnisse fiir die weichen
Formfaktoren aus Lichtkegelsummenregeln im Grenzwert m;,, F — oo aufgefiihrt:

i 2
PE) = 5 |~ Fr 1) Bl o) + 22 60 (1) et o)
w(E) = fiB2—22 _—f& ¢ (1) Ix(wo, o) + fvrmy gf)(l)fl(woﬁio)} ,
M [ t
m—VCH(E) = fiB2—22 _—fv (1) La(wo, o) + firmy h|(|)(1)11(w0,ﬂo)] - (2.45)

I;(wo, p10) sind Integrale iiber die reskalierten Summenregelparameter wy, o, dazu
in Kapitel fiinf noch mehr, die weder von m; noch von E abhéngen.

wo )
Ii(wo, po) = / dw w’ exp
0

2 o
EﬂA_@} i=12  (246)

2.1.4 Asymptotisches Verhalten und Parametrisierungen

Ebenso wie bei den Symmetrien, stellt die Untersuchung des asymptotischen Ver-
haltens der Formfaktoren, den Versuch dar, aus grundlegenden Prinzipien Informa-
tionen iiber eine stérungstheoretisch nicht zugéngliche Funktion zu erhalten. Die
phéanomenologische Relevanz dieser 148t den nicht unerheblichen Aufwand, der seit
etwa zwei Jahrzehnten betrieben wird, versténdlich erscheinen. In diesem Abschnitt
sollen einige der Ergebnisse zusammengefafit werden. Zudem wird auf die verschiede-
nen Ansitze eingegangen, die Formfaktoren konsistent mit allen Einschrankungen
iiber den gesamten relevanten kinematischen Bereich zu extrapolieren. Letzterer
Punkt wird notwendig, da den bisher zur Verfiigung stehenden Methoden, eine wird
in Kapitel drei vorgestellt, nur bestimmte kinematische Bereiche zugénglich sind. So
kann vorgreifend auf Kapitel drei festgestellt werden, dafl Lichtkegelsummenregeln
aus der Methode inhérenten Beschrankungen heraus stets nur kleine bis mittle-
re Impulsiibertrige ¢? beriicksichtigen kénnen, wihrend numerische Berechnungen
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auf dem Gitter aufgrund der Probleme ein hochrelativistisches Pion zu simulieren
in etwa den komplementdren Bereich erfassen. So liefern, zum Beispiel im Zerfall
B — 7lv, Summenregeln Ergebnisse im Bereich 0 < ¢* < 14 GeV?, denen gegeniiber
die neuesten Gitterergebnisse [68] im Intervall 16 GeV? < ¢? < 26.4 GeV? stehen. In
Zukunft kénnte sich jedoch das Bild fiir Gitterrechnungen durch "moving NRQCD”
andern. Grob gesagt geht diese von einem nichtrelativistischen Ansatz aus, um dann
das Bezugssytem entsprechend zu bewegen und so niedrigere Impulsiibertriage, bzw.
energetischere Pionen zu erreichen.

Zwei Grenzwerte der Formfaktoren bediirfen der Beachtung. Zum Ersten ¢'2 — 0,
bzw. ¢* — ¢2,,, und zum Zweiten ¢> — 0. Im ersteren Falle, wenn das leichte Meson
L nahezu ruht, wird aus der HQET Normierung des B-Meson Zustandes schlicht die
Isgur-Wise-Skalierung [69] reproduziert:

1
(L@IIBwe) ~ i (1+0(5-)) (247
Im Falle ¢*> — 0 liefern zum Beispiel die Summenregelergebnisse 243, die fiir B —
7 erstmals in [70] und fiir B — p in [{1] angegebene, allgemeine Skalierung der
Formfaktoren:
F(@ = 0) ~ my™”. (2.48)

Hier ist jedoch zu beachten, dafl dieses Ergebnis auf dem Endpunktverhalten der
Verteilungsamplituden in Z4H beruht und damit nur insoweit Giiltigkeit beanspru-
chen kann, wie dieses Verhalten gesichert ist. In [#9] und [66], siehe auch [72] wird
diese Skalierung bestétigt, allerdings wird dort ebenfalls auf das Endpunktverhalten
der Verteilungsamplituden zuriickgegriffen, so daf§ in diesem Sinne keine Entwar-
nung gegeben werden kann. Nichtsdestoweniger scheint es so, wie bereits in [70]
naher untersucht, als dnderte sich die Abhéngigkeit von der schweren Quarkmasse
iiber den kinematisch erlaubten Bereich. Speziell fiir die B — m-Formfaktoren kann
neben der konstruktionsbedingten Einschrinkung

f7(0) = f(0)
und der Isgur-Wise-Skalierung

NG = ) ~ VM, @ = Ghan) ~ (2.49)

A/ B '
noch eine weitere Einschrinkung gewonnen werden. In [73] wird fiir verschwindene
Pionmasse m, — 0 und verschwindenen Pionimpuls p, — 0 der Zusammenhang

_Is

fr
mit den Zerfallskonstanten des B-Mesons fg und des Pions f, hergeleitet. Mit diesen
Grenzwerten an der Hand gilt es eine Parametrisierung zu finden, die es erlaubt, die
zur Verfiigung stehenden Daten konsistent zu beschreiben und {iber das benétigte

Intervall zu extrapolieren. Besonderes Interesse kommt naturgemafs den B — n-
Formfaktoren zu, die via EZT8 direkt mit dem CKM-Element V,; verbunden sind

fO(m%) (2.50)
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und so sollen diese noch ein wenig ndher betrachtet werden. Eine grundsétzliche
Eigenschaft der Formfaktoren ist, dafl sich diese als Dispersionsintegrale, siehe auch
Kapitel 3.3, darstellen lassen:

P = 2 gl

Resg_pz f(0?) 1 /°° g (s)

f+(q2) = 2 = 2 + =

- (2.51)

s — q% —ie
Die Imaginédrteile setzen sich aus Mehrteilchenzustéinden mit den Formfaktoren
f*, bzw. f° entsprechenden Quantenzahlen J¥ = 17, bzw. JP = 0%*oberhalb der
Br-Produktionsschwelle ty = (mp + my)? zusammen. Im J” = 17-Kanal findet
sich unterhalb dieser Schwelle, aber oberhalb des maximalen Impulsiibertrages im
semileptonischen Zerfall ¢2,. = (mp — m,)? der Pol des Vektormesons B* mit
mp« = 5.235 GeV. Mit Blick auf diese Eigenschaften wird in [74] argumentiert, dafl
eine Parametrisierung dieser Formfaktoren von der Kenntnis um die Existenz und
die Position dieses Pols ausgehen sollte. Die einfache Vektormesondominanz

= 2 (2.52)

die f* nur durch den Pol des B* annihert wird ebenso verworfen, wie das Pol-, bzw.
Doppelpolverhalten [75] oder auch [65] fiir f°, bzw. fT

7“0)(12 ) =

m0+

%. (2.53)

Erstere, da sie neben der Vernachlissigung aller héheren Zustdnde, deren Einfluf3
fiir ¢*> ~ 0 stark zunehmen sollte [70], im Widerspruch zu steht. Zweiteres,
da solch eine Parametrisierung neben den zugrundeliegenden Einschriankungen kei-
nerlei weiterfithrende physikalische Begriindung beséfle. Aus der Motivation heraus,
eben nicht nur den Einschrinkungen gerecht zu werden, sondern auch moglichst

) =

viele Informationen aus einem eventuellen Prozefl zu ziehen, wird vorgeschlagen den
Beitrag des B* beizubehalten und den Einflu der héheren Zusténde durch einen
effektiven Pol darzustellen.

™ T
() = +
(&) 1 - % 1 - a%
B B
g = 12 (2.54)
1 - 6731/2
B*

re, o, B geben demnach den Beitrag bzw. die Orte der effektiven Pole in f* und
f° an, wihrend r; dem Residuum von f* an der Stelle ¢> = m%., welches mit
der B*Bm-Kopplung sowie der B*-Kopplung an den Vektorstrom verbunden ist,

entspricht:
1

= « B*Br.- 2.55
T e B 9B*B ( )
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Aufgrund der zu der Zeit noch recht grofien statistischen Unsicherheiten der Gitter-
QCD Ergebnisse wurde in [74], motiviert durch die Symmetrierelationen 243, ein
Parameter eliminiert, indem r, = —ar; gesetzt wurde. Es ergeben sich Formeln in
Abhéngigkeit von demnach drei Parametern:

f7(0)

) = ; ;
(1 - )1 — apx-5-)
B* B*
20
Py = - ( q) (2.56)
o pmi.
Ball und Zwicky iibernehmen in 4] und [76] die in Gleichung 254l gegebene Pa-
rametrisierung mit den Bezeichnungen f*(0) = 7 + ry sowie r = 22-(a — 1).

In [72] werden die Symmetrierelationen unter den B — w-Formfaktoren nochmals
vom Standpunkte der Soft-Collinear-Effective-Theory untersucht und es wird eine
zu 254 dquivalente Parametrisierung vorgeschlagen, die jedoch darauf ausgerichtet
ist, zwischem harten, bzw. weichen Anteil des Formfaktors zu unterscheiden. So wer-
den die harten Korrekturen zu f* hier durch die Grole 0 parametrisiert, wihrend
f° identisch zu ist:

() = 1ot - ) . (2.57)

<1 _ ng;) <1 ~la + 61 — a)] ng;)

Zum Abschluf3 sei hier noch auf die Moglichkeit hingewiesen, dafl allein aus der
Analytizitdt des Formfaktors und der Unitaritdt der S-Matrix bereits wenn auch
nicht sehr aussagekriftige Einschriankugen fiir den Formfaktor gewonnen werden
konnen [77]. Diese werden, so der Formfaktor an einzelnen Punkten bekannt ist,
erheblich stringenter [78], 79, R0, KT, B2, 83, 84, 85] und werden als Grundlage einer

Reihenentwicklung des Formfaktors in der Art

(@) = BT goak (4% t0)] (2.58)

benutzt. Dabei kann ®(¢?, to) eine beliebige analytische Funktion sein, P(q¢?) ist ein
sogenannter Blaschke-Faktor, der unliebsame Polstellen wie z.B. B* beseitigt und
2(¢%, tp) ist eine Projektion von ¢* in den Einheitskreis:

Aty = Y Z @€ =V — lo (2.59)
’ Vie — @ + iy — lo
ty = (mp+mg)? t_ = (mp—m,)?sind dabei die Br-Produktionsschwelle, bzw. die

kinematische Obergrenze des semileptonischen Zerfalls. Durch die richtige Wahl von
to 1aBt sich die maximale Grofle von z beschrinken, z.B. z,,,. = 0.3 fiir den Zerfall
B — 7. Die Koeffizienten a; kénnen durch Berechnung der Zweipunktfunktion

() = i [ aloct 0| T{ @O0 = b (260
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eingeschrénkt werden. Diese ist iiber Crossing-Symmetrie mit dem gesuchten Form-
faktor verbunden. Fiir das genaue Verfahren sei auf [RI] verwiesen. Es ergibt sich
jedoch

o0

d ap <1, (2.61)

k=0
so dal von einer raschen Konvergenz der Entwicklung in ausgegangen werden
kann. So erdffnet sich die Moglichkeit je nach Datenlage die Reihe abzubrechen und
entsprechende Unsicherheiten abzuschétzen. Dieses interessante Verfahren wird im
Laufe der Arbeit nicht weiter verfolgt, ein erstes Projekt diesbeziiglich fithrte zu
keinerlei Fortschritten, daher sei fiir weitergehende Herleitungen auf oben zitierte
Literatur verwiesen.

Vis
2.2 Analysen zu |V,;| sowie Vsl
[Vidl

Dieses Kapitel liefert einen kurzen Uberblick iiber jiingere Analysen zu den CKM-
Matrixelement |V,;| sowie dem Verhéltnis ““Zj, um einen Bogen und eine Ver-

gleichsmoglichkeit zu den Ergebnissen des fiinften Kapitels zu schlagen. Um des

CKM-Elementes V,; habhaft zu werden, werden zumeist zwei Wege eingeschlagen,
die Betrachtung der Zerfille B — X,lv sowie B — mwlv, die jeweils weiter unten
noch erklarte Vor- wie Nachteile aufweisen. Ideal vom theoretischen Standpunkte
aus gesehen, wire der Zerfall, B — 7v,, da hier nur die Zerfallskonstante fp als
hadronisches Matrixelement bené6tigt wiirde. Diesem haftet jedoch das Problem der
mangelnden experimentellen Daten an [86, 87, 88, daher soll er hier nicht betrachtet
werden. Im Folgenden werden kurz die Grundlagen und Probleme der inklusiven wie
exklusiven Bestimmung von V,; skizziert. Fiir weitergehende Diskussionen sei auf
die im Text zitierte Literatur verwiesen.

Im inklusiven Zerfall wird im Unterschied zum exklusiven kein einzelner, sondern die
Summe iiber alle hadronischen Endzustédnde betrachtet. Diese Summe ermoglicht,
neben einer hoheren Statistik, den hadronischen Tensor wiederum im Unterschied
zum exklusiven Fall via des optischen Theorems als Imaginérteil einer virtuellen
Compton-Vorwértsstreuamplitude darzustellen:

W = % d (2m)" ' (px — p — @) (B(P)]5.(0)|X (px))(X (px)17,(0)| B(p))
= [ d e (B 101 B)
= [ dw e (B, 1O)BE)
_ %ImTW, (2.62)
mit
T =i [ d et (B) ) (0} B) (2.63)
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2.2. ANALYSEN ZU |Vy 5| SOWIE |[Vis|/|[Vip|

CLEO (E,) : CLEO (E,) :
—— —_————
3.84+0.45 £030 i 391 +0.46 +0.44 ’
BELLE sim. ann. (my, qz) BELLE sim. ann. (m, qz)
44240474026 —— 4234045 +036 ——h—
BELLE (E,) : BELLE (E,) :
479 %045 £0.26 T e 4674043038 S
BABAR (E,) : BABAR (E,) :
4294029 +0.28 I 4234024 %039 |
BABAR (E,. s™) BABAR (E,. s7™)
P —_— —————
4424030 £0.38 T 4374029 %049 7
BELLE my : BELLE (m,) |
429028 028 "Bl 3.924026 £0.32 -
BABAR my BABAR (my)
456+022 %032 ! 409+ 020 +0.39 R
Average +/- exp +/- (mb,theory) : Average +/- exp +/- (mb,theory) :
434£0.16 £0.25 1 4314017035 ————1
X/dof =2.30/ 6 (CL = 89 %) : X/dof = 6.1/ 6 (CL = 41 %) :
Dressed Gluon Exponentiation (DGE) OPE-HQET-SCET (BLNP)
JHEP 0601:097,2006 Phys.Rev.D72:073006,2005
m, input from b—> ¢ 1 v and b— s ¥ moments l LP 2007 m, input from b— ¢ 1 v and b— s y moments ‘ LP 2007
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
V| [x107] V.| [x107]
ub ub

Abbildung 2.6: Ergebnisse zweier verschiedener Methoden, links [89], rechts [90], zur
Bestimmung von |Vy|

Diese kann nun analog zur tiefinelastischen Streuung in Strukturfunktionen aufge-
teilt und in inversen Potenzen der Masse des schweren Quarks m; entwickelt werden,
wodurch eine systematische Behandlung der Unsicherheiten moglich sein sollte. Auf-
grund von

(2.64)

ergibt sich jedoch auf experimenteller Seite das Problem des starken B — X_.lv-
Hintergrundes, der mittels entsprechender Schnitte auf das Spektrum beseitigt, bzw.
zumindest unterdriickt wird. Dies hat Folgen auf theoretischer Seite. Die bereits
erwiahnte und in B — X_.lv iiberaus erfolgreich angewandte Operator-Produkt-
Entwicklung(OPE) in inversen Potenzen der schweren Quark-Masse m;, siche z.B.

[9T] fiir Terme bis O (m%), wird durch die Beschrénkung auf die Endpunktregi-

2B x
mx

on beeintrichtigt. Neben groBen Logarithmen o log* n ( ) in der perturbativen

Entwicklung die resummiert werden miissen, muf3 die Fermi-Bewegung des schweren
b-Quarks im B-Meson beriicksichtigt werden. Zusitzlich spielen fiir ¢> — ¢2,,, Vier-
quarkoperatoren, die mit schwacher Annihilation verbunden sind, eine grofiere Rolle
als in B — X_.lv. Verschiedenste Methoden werden angewandt, um diese Probleme
in den Griff zu kriegen. So wird z.B. in [92, 89], siehe auch [93], die Fermi-Bewegung
aus dem Zerfall B — Xy extrahiert, wiahrend in [94] 95 06, 97] Relationen zwischen
den experimentellen Spektren von B — X,lv und B — X7 hergeleitet werden, die
es ermoglichen sollen auf ein Modell fiir die Fermi-Bewegung zu verzichten. Weite-
re Ansétze sind zum Beispiel ein kiirzlich verwendetes Modell basierend auf einer
effektiven, zeitartigen, analytischen QCD-Kopplung fiir den nichtperturbativen Be-
reich, siehe [98] und [99, [[00] sowie die sogenannte ” Dressed Gluon Exponentiation”
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2 f HFAG Ave. (BLNP
BELLE breco (my, q°) ! JRAG e (BENP) —
5.01 £0.39 £0.37 HFAG Ave. (DGE)
: 434 £0.16 £0.25 e
BELLE sim. ann. (my, qz)
: HFAG Ave. (BLL) o
470+ 049 +035 "’_“‘_"‘ 4.83 £0.24 £0.37
. § BABAR (LLR
BABAR (my. q) : PR SN I a—
L
.81£0.32£0.35 f .
48120322035 ; BABAR endpoint (LLR)
f 428 £0.29 £0.48 _——
Average +/- exp +/- (mb,theory)
] BABAR endpoint (Neubert)
4.83+0.24 £0.37 ': 4.01 £0.27 £0.51 —_—
¥/dof = 0.5/2 (CL = 79 %) : BABAR end(})oim (LNP)
H 4.40 £0.30 £0.47 —_——h
OPE-HQET (BLL)
Phys. Rev. D64:113004 (2001)
m, input from b— ¢ 1 v and b— sy moments i m m
I | I I I | L LP 2007 | | ) | ) | LP2007
2 4 3 6 2 3 4 5 3
V| [x107] V| [x107]

Abbildung 2.7: Links: Bestimmung von |Viy| nach [I0])]. Rechts: Vergleich der Durch-
schnittswerte aus den drei Methoden [89, (90, [I0])] mit einer BABAR-
Messung [104] sowie drei Ergebnissen aus [1U1]

(DGE), die die partonische on-shell Rechnung direkt mit dem hadronischen Spek-
trum in Verbindung bringt, ohne auf ein nichtstérungstheoretisches Modell fiir die
Fermi-Bewegung zugreifen zu miissen. In den Abbildungen 28 EZ7 sind die jiing-
sten Ergebnisse der ”"Heavy Flavor Averaging Group” (HFAG) gezeigt, wobei die
Berechnung aus [T01] auf den Messungen [102, [T03] basiert. Diese zeigen noch eine
deutliche Spannung zu den exklusiven Bestimmungen in Abbildung Z9 sowie dem,
unter der Voraussetzung der Giiltigkeit des Standardmodells aus einem Fit an das
Unitaritédtsdreieck gewonnenen Wert

V| = (3.55 + 0.15) x 107%  [I0I6. (2.65)

Drei Analysen [92), 98, 03] jiingeren Datums, siehe Tabelle EZT] liefern allerdings mit
diesen konsistente Ergebnisse, wobei jeweils eine falsche Abschitzung der bisherigen
Unsicherheiten kritisiert wird. Auf exklusiver Seite liegen die Hauptschwierigkeiten
wie mehrfach erwiihnt in der Berechnung des Formfaktors f7_(¢?). In der Einleitung
ist bereits eine Moglichkeit erwiahnt, aus der Kenntnis des Formfaktors {iber den ge-
samten kinetischen Bereich |V,;| zu bestimmen. Diese Kenntnis ist jedoch nicht ge-
geben. Mit den bisher zur Verfiigung stehenden Methoden kann der Formfaktor nur
in kinematisch begrenzten Regionen berechnet werden. In [68] werden zum Beispiel
Werte fiir ¢> > 16 GeV? auf dem Gitter bestimmt und dann mittels verschiedener,
der im vorigen Abschnitt angegebenen, Parametrisierungen iiber den gesamten Be-
reich 16 GeV? < ¢ < ¢2,,, extrapoliert. Auf diese Weise wird das Spektrum 210
im zugénglichen Intervall integriert und mit dem partiellen Verzweigungsverhéltnis

2 2\ _ G | Vi|? Traz 2 p+ (2V[2 \3/2( 2
AB(B — mev,)(¢" > 16 GeV*) = —————— dq”| [ (@) " A7 (q") (2.66)
1

- 2,13
192m°my5Te  J16gev?
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2.2. ANALYSEN ZU |Vy 5| SOWIE |[Vis|/|[Vip|

|Vip| x 1073 Referenz
3.87 40267927
4.44 4 0.3270:36 [92]
4.05 4 0.237028

36940134031 | [OF

3.70+£0.15+028 | 03]

Tabelle 2.1: Neuere inklusive Bestimmungen von |V

verglichen. Um die statistische Unsicherheit zu reduzieren, kann der Formfaktor
auch iiber den gesamten kinematisch erlaubten Bereich extrapoliert werden und
das vollstandige Verzweigungsverhéltnis berechnet werden. In diesem Falle wird je-
doch die Unsicherheit die durch die Parametrisierung hineinspielt gréfler. Ergebnisse
beider Methoden sind in Abbildung sowohl fiir Gitter-QCD als auch fiir Licht-
kegelsummenregeln, die gerade den Bereich ¢ < 16 GeV? abdecken, angegeben. Mit
der Veroffentlichung der partiellen Verzweigungsverhéltnisse in zwolf bins [I07], im
Gegensatz zu fiinf bins in [I08], mitsamt Fehlern und Korrelationsmatrizen, ersffne-
te sich die Moglichkeit mit Kenntnis des gesamten Verzweigungsverhéltnisses, den
Formfaktor bis auf die Normierung aus den experimentellen Daten zu gewinnen.
Mittels

AB(B = mev)(¢®) i 1B (@) NP () .

B(B — mev,) Jimes dg2| 4 (g2)|2 X2 (q2)
und einer der Parametrisierungen des vorigen Abschnitts kann die funktionale
Abhéngigkeit des Formfaktors von ¢* bestimmt werden. Dies wird in [I09] mit fiinf

Parametrisierungen, von denen vier im vorigen Abschnitt vorgestellt werden, durch-
gefithrt. Zwei basieren auf mit verschiedenen Werten von t. 2541 sowie
eine in [II0, [T1] propagierte Methode bilden die weiteren drei. Die resultierende
Form ist in dargestellt. Wichtiger ist jedoch, da auf diese Weise ein Ergebnis
fiir

Vi F5,(0)] = (091 % [0.06] e + [0.03] ) x 10~ (2.68)

gewonnen wird, welches die Bestimmung von |V,;| auf die Kenntnis des Formfaktors
an einem Punkt reduziert. Eine Verwendung des Summenregelergebnisses aus [44]

lieferte in [T09]
Vip| = (3.5 + 0.4 + 0.1) x 1072, (2.69)

wobei der erste Fehler aus der Unsicherheit in der Bestimmung des Formfaktors
folgt. Unter den gegebenen Voraussetzungen, die Streuung der Ergebnisse fir |V,;|
ist weiterhin grof}, und mit den neuen experimentellen Daten scheint eine neuerli-
che Betrachtung des exklusiven Zerfalls angebracht. In Kapitel fiinf wird mit diesem
Hintergrund eine neue Analyse basierend auf Lichtkegelsummenregeln, deren Grund-
lagen in Kapitel drei erldutert werden, vorgestellt.
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0. ;\ T S T S N S S MO B ]
0 .
¢*[GeV?]

Abbildung 2.8: Fiinf Formfaktorparametrisierungen im Vergleich. Die Normierung wird
in [109] nicht angegeben.

Ein weiteres phédnomenologisch relevantes Resultat, welches im Laufe dieser Arbeit
berechnet wird, stellt das Verhéltnis der Formfaktoren

_ TER )

TP (2.70)

dar. Durch Vorstellen vorheriger Analysen, die in diesem Falle ebenfalls auf QCD-

Summenregeln basieren, wird hier wieder der Kontext fiir die Ergebnisse des fiinften
2

Kapitels bereitet. Die grofite theoretische Unsicherheit bei der Extraktion von %
aus der Relation der Verzweigungsverhéltnisse
9 1 m? 3 B 2
B(B v g TF=r(0
BB = py) — | s 1 Kf ) (1 + AR), (2.71)
B(B— K*y)  |Vis| \1 = ™ TyP="7(0)
mp

folgt aus der Unsicherheit bei der Bestimmung von £. Da im Standardmodell |V =
|V.p| bis auf eine Korrektur ~ 2% gilt und |V, mit einer Genauigkeit von etwa 2%
bestimmt ist, kann tiber 271 ein Zugriff auf V4] erhalten werden. Dieses liele sich
auch aus dem Zerfall B — pv alleine bestimmen, doch ergibt obiges Vorgehen eine
erhebliche Reduktion der theoretischen Unsicherheiten, die aus ——Korrekturen zur
Faktorisierungsformel der relevanten hadronischen Matrlxelemente folgen:

! 1
(21Q1B) = e [TEv 0T + [ deantie i on(e ot x (14 ).
0 b
(2.72)
Die TZ-I’H sind Streuamplituden, deren unterschiedliche Effekte, sowohl faktorisier-
bare wie nichtfaktorisierbare, in den zwei Zerfillen B — py und B — K*vy zu-

sammen mit dem Einflu} der schwachen Wechselwirkung in der Grofle AR zusam-
mengefafit werden. Zu beachten ist, daB AR von den CKM-Parametern |y

und
Vcb
th
S

extrahieren zu konnen, einer dieser

v = argV,5, abhingt, so daf, um aus Z71]

Parameter iiber die Unitaritit der CKM-Matrix eliminiert werden muf. [TT4] ¢, ¢
sind Verteilungsamplituden, auf die noch im dritten Kapitel zuriickzukommen sein
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Ball-Zwicky 2 < 16 Ball-Zwicky full q2
341£0.13+056-038 & 343 40104067-042 o
HPQCD q2 > 16 HPQCD full g2
333£021+058-038 307 £0.104074-044 0
FNAL @2 > 16 FNAL full g2
3.55 022+ 0.61 - 040 e 3.82 £0.12+0.88 - 0.52 A
APE @2 > 16 APE full q2
3.58 £0.22+ 1.37-0.63 361 0.1+ 1.11-0.57 e
1 l 1 1 1 l 1 1 LP20107 1 l 1 1 1 l 1 1 LPZZT07

2 4 2 4
IV, [x107] IV | [x107]

Abbildung 2.9: FErgebnisse fir |Vyy| aus B — m eTv,. Links: Ergebnisse so die Aus-
wertung auf den Giiltigkeitsbereich der zugrundeliegenden Methode be-
schrinkt wird. Rechts: Nach Fxtrapolation iber den gesamten kinema-
tisch erlaubten Bereich. Referenzen der Bestimmungen: [44), [68, 112,
K

wird. In [TT5] wird ZZ0 mittels Lichtkegelsummenregeln berechnet, wobei die SU(3)-
Brechung durch die unterschiedlichen Zerfallskonstanten und Massen des p-, bzw. des
K*- Mesons sowie durch die unterschiedlichen Verteilungsamplituden, hauptséchlich
jedoch durch das erste Gegenbauer-Moment der K*-Verteilungsamplitude [TT6, [T17]
realisiert ist. Mittels dieses Ergebnisses wird {iber einen Vergleich mit den Daten

aus |18, TT9) % bestimmt. Die jeweiligen Resultate lauten:
TB—K*(()
3 1%7() = 1.17 + 0.09, (2.73)
T7"(0)
Vi
V—td — 0.207 £ 0.016(th) + 0.027(exp)  [Belle], (2.74)
ts
Vi
V—td = 0.179 £+ 0.014(th) £ 0.020(exp) [BaBar]. (2.75)
ts

Eine weiterfithrende Analyse in [IT4] betrachtet in Analogie zu [120] zusétzlich
zu den Korrekturen aus schwacher Annihilation [T21], Isospin-Symmetriebbrechung
[122], langreichweitiger Photonemission [123] sowie weicher Gluonemission aus
Charm-Schleifen [IT5], weiche Gluonemission von Schleifen leichter Quarks, die je-
weils zu beitragen. Es werden nach Vergleich mit [TT8, [T9, [24] die Ergebnisse

Vid +0.014 +0.028

A 0.207 0015 (th) 0033 (exp) [Belle], (2.76)
V| +0.022

vl 0.199 + 0.014(th) 0025 (exp) [BaBar], (2.77)
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angegeben. Die Analysen stiitzen einander sowie den Wert, der iiber Bestimmungen
von |Vipl|, |Vep| und v aus der Unitaritdt der CKM-Matrix folgt:

Via

= 0.216 £ 0.029. (2.78)
Vis

SM

Allerdings gehen beide von obengenannter Implementation der SU(3)-Verletzung
iiber die Zerfallskonstanten, Mesonmassen sowie Verteilungsamplituden aus. Ein al-
ternativer Ansatz, der die Masse des Strange-Quarks und sogenannte Dualitéitspa-
rameter verwendet, wird in Kapitel fiinf gegeben.
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Kapitel 3

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die theoretischen Definitionen, Konzepte und Methoden
vorgestellt werden, die fiir das Verstdndnis der in Kapitel 4 durchgefiihrten Rech-
nungen unabdingar sind. Zuerst wird die Operator-Produkt-Entwicklung(OPE), eine
von Wilson [I25] vorgeschlagene und in [T26], 127, 128, 129, 30}, [3T] storungstheore-
tisch bewiesene Methode zur Trennung lang-und kurzreichweitiger Anteile, an Hand
eines Beispieles aus der ¢3-Theorie niher dargelegt. Es wird plausibel gemacht, dafl
eine Entwicklung in Potenzen von |¢?|~! vorgenommen werden kann und daf das
Ergebnis in einen kurz- bzw. langreichweitigen Anteil faktorisiert. Erstere sind der
Storungstheorie zugénglich, wiahrend bei Zweiteren zu anderen Werkzeugen gegrif-
fen werden muf}. Mit der Skizzierung der Lichtkegelentwicklung sind die Grundlagen
gelegt ein solches in den néchsten Abschnitten nidher zu beleuchten.

Danach werden die fiir die Summenregeln benétigten Verteilungsamplituden des B-
Mesons wie des Pions eingefiihrt. Beim Pion liegt der Schwerpunkt auf der Renormie-
rung und damit verbunden auf dem eleganten Konzept der konformen Entwicklung
der fithrenden Verteilungsamplitude ¢,. Beim B-Meson hingegen fehlt ein dhnli-
cher Rahmen. Hier wird ausfiihrlicher auf erste Modelle, Bewegungsgleichungen, die
Zwei- und Dreiteilchenverteilungsamplituden verbinden sowie auf die Probleme der
Renormierung eingegangen. Weiterfithrende Analysen zu Dreiteilchenbeitrigen so-
wie Verbindungen zu anderen Veroffentlichungen finden sich in Kapitel vier, bzw.
den Anhéngen B und C. Dann im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden die Sum-
menregeln selbst, auf denen die Rechnungen in Kapitel 4 und 5 basieren, vorgestellt.

3.1 Operator-Produkt-Entwicklung

Dieser Abschnitt basiert zum grofiten Teil auf einem dhnlichen in [36], jedoch mit
einigen Unterschieden. Um den Rahmen der Arbeit zu wahren, werden hier grofiten-
teils Plausibilitdtsargumente verwendet. Der Beweis der Bogoliubov-Pasiuk-Hepp-
Zimmermann(BPHZ)-Methode [132, 133, 34, 135] zur Renormierung von Feyn-
man-Amplituden wird nur angeschnitten und ebenso muf fiir Beweise der OPE auf
die Literatur verwiesen werden [126], 127, 128, 29, 130}, T3T]. Andererseits wird an-
hand zweier Beispiele die in [36] verwendete Methode erldutert und demonstriert.
Ausgehend davon wird schlieflich auf den allgemeinen Fall geschlossen. Eine gute
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Einfiihrung in die OPE bei schwachen Zerfillen findet sich z.B. auch in [I36, [[37]

3.1.1 Lokale Entwicklung

Streng genommen ist das Produkt zweier Feldoperatoren an einem Raumzeitpunkt
kein mathematisch wohldefiniertes Objekt. Hierzu geniigt es der Einfachheit halber
den Propagator zweier freier skalarer Felder zu betrachten

4 e~ (z=y)
(O[T[é(x) p(y)][0) = —i / (dp . (3.1)

2m)t m? — p? — e

der offensichtlich fiir # — y divergent ist. Dieser Schlufl 148t sich zudem auf allge-
meine N-Punkt-Funktionen (0|T[¢(z)p(y)o(z1)p(z2) ... ¢(2,)|0) erweitern. Im Fal-
le der freien Felder kann dieses Problem durch das Normalprodukt, bei welchem
schlicht der Vakuumerwartungswert des Produktes subtrahiert wird, behoben wer-
den:

$9(x)" 1= lim {6(x) o) — (0lé(x) (y)I0)} - (3.2)
Fiir wechselwirkende Felder 148t sich keine solch einfache Losung finden. Hier greift
die von Wilson vorgeschlagene [125] Operator-Produkt-Entwicklung(OPE), mit der
das Produkt zweier Operatoren in eine Reihe von teils singuldren Koeffizienten und
lokalen wohldefinierten Operatoren entwickelt wird.

T +y
2

A(z) B(y) "~ > Cila — y) Ok ) (3.3)

Dabei sind die Koeffizienten C}, nach absteigender Singularitdt und die Operatoren
O nach aufsteigender Dimension sortiert. Von besonderem Interesse fiir die hier
betrachteten Anwendung ist die OPE zweier Strome B

= ) Ci(x) Ok(0), (3.4)

wobei in der Summation iiber k eventuelle Lorentz-Indizes eingeschlossen sind. Um
diese zu beweisen, bzw. plausibel zu machen, wird als einfaches Beispiel die @3-
Theorie herangezogen. Fiir die weitere Vorgehensweise erweist es sich als giinstig,
Matrixelemente

(0T[j(2) 4 (0) ¢(x1) - . - p(a)]|0) = ZCk (OIT[Ok(0) p(21) - .. (2n)]|0)  (3.5)

und schliellich amputierte Greens-Funktionen im Impulsraum

F(q, pl,..., pn) ZC’“ ) Ex(p1,. .., pn) (3.6)
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q q_zipi

b
|

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung von Gleichung[574)

prp2 - - - - Dn

mit
F(q, pry-pn) = | dxdiay ... dox, elretivvottipnon)
X (0| T[j(x) 5(0) ¢(21) ... p(an)]|0) A (p1) ... A7 (),
Ep(pr, - pn) = d®z, ... d0z, ePrEttipnan)
< (0] T[Ok(0) d(1) - . p(wa)]|0) AT (p1) ... AT (),
Cula) = [ docCufa), (37)

zu betrachten.

Zar Illustration des allgemeinen Beweises wird als einfaches Beispiel die Zweipunkt-
Vorwiirts-Streuamplitude, Abbildung B4l (a) behandelt. Es wird sich auf die Eukli-
dische Region beschrankt, d.h.

\7*| > |p-ql, Ip*|, m*.

Ein Exkurs zur Lichtkegelentwicklung findet sich im néchsten Abschnitt. Offenkun-
dig ergibt sich in fithrender Ordnung Stérungstheorie, Abbildung B4 (b):

1
m? — (¢ + p)*

Fo(q.p) = (3.8)

Hieran 148t sich bereits ein einfacher Fall der OPE demonstrieren. Die Amplitude Fj

kann aufgeteilt werden in fithrenden und nichstfiihrenden Term der Ordnung |¢?| L.

1 1
F = _
O(Q7p) + |:m2 - (q + p)g m2 - q2

e Lo (i) (3.9)
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-l

Abbildung 3.2: Graphische Darstellung von Gleichung 14

Mittel eines einfachen Operators tf, der den duferen Impuls p null setzt, ist hier
bereits die in Abbildung dargestellte Entwicklung gelungen. Dies 148t sich in
dhnlicher Weise auch fiir die O(g?)-Korrekturen, siche Abbildung B4 (c), erreichen.
Die Behandlung erfolgt im Folgenden auf dem Niveau der Feynman-Integranden, so

daB

Rlan) =i [ G5 1ap b (3.10)

Zuvorderst wird der einfachere Fall des ”Box”-Diagramms betrachtet, welches im
Weiteren mit Diagramm a bezeichnet wird. Dieses ist endlich und besitzt keine Sub-
Divergenzen, benotigt daher keine Renormierung. Wiirde hier ohne Umschweife der
Grenzwert |¢°| — oo gebildet werden, d.h. wie in Diagramm der Propagator
zwischen den beiden Stromen zu einem Punkt zusammengezogen, resultierte ein lo-

. . . . . . . . .. 1 2
garithmisch divergentes Dreiecksdiagramm. Dies ist eine Reminiszenz auf das %

Abbildung 3.3: Diagrammatische Darstellung der Wirkung von t™ auf Diagramm a.

Verhalten des urspriinglichen ” Box”-Diagrammes im Grenzwert grofien |¢%|. Um die-
sem Problem zu begegnen, werden sowohl der Operator tf), wie auch der in Diagramm
erklarte Operator 7 verwendet, so daf sich schematisch folgende Entwicklung

I, = t01o + (L — t0) Loyr t7 I + (1 — t0) Loy (1 — 7)) I, (3.11)

mit der konkreten Realisierung

1 1 1 1 1
Ia - m2 _ (k: + q)Q (m2 _ k2)3 + (m2 _ k2)2 [mQ _ (k _ p)2 - m2 _ kQ
y 1 n 1 { 1 B 1 ]
m2 _ q2 (m2 _ k2)2 m2 _ (k _ p)2 m2 _ kQ
« L _ ! } (3.12)
m? — (k+q? m*— ¢

ergibt. Dies gibt sehr schon die in Abbildung B8l dargestellte Entwicklung wieder.
Der erste Term ist von der Ordnung O (bgé#%), der zweite von O (q%) und der
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o

(a) (b) ()

Abbildung 3.4: FEntwicklung der Zweipunkt-Vorwdrts-Streuamplitude (a) Vollstindige
Amplitude (b) Beitrag fiihrender Ordnung (c) Beitrige der Ordnung g*

q —-q

dritte schlieflich von O (q%), so dafl dieser vernachléssigt werden kann. Ebenso

wie die Entwicklung nach negativen Potenzen von ¢? ist die Faktorisierung von ¢-
bzw. p-Abhéngigkeit aus Gleichung sehr gut zu erkennen. In dhnlicher Weise
kann fiir die zwei weiteren Diagramme von O(g?) in Abbildung B4 vorgegangen
werden. Vorsicht ist jedoch geboten, da hier im Gegensatz zum vorherigen Beispiel
ein divergentes Unterdiagramm auftaucht. Es wird dasselbe Renormierungsschema
verwendet wie in den Originalpapieren zur BPHZ-Methode [132, 133, [[35], d.h.
es wird ein Operator mit folgender Wirkung auf ein Unterdiagramm H C G mit

duBleren Impulsen py, ..., p,, und oberflachlichem Divergenzgrad dy eingefiihrt:
o1 fd\"
o = Z o (5) Iy Ap1s s APay) g - (3.13)
n=0

Unter anderem bewirkt so ¢} im letzten Beispiel, nachdem durch Anwendung von ¢
ein Diagramm mit oberflichlichem Divergenzgrad d,/, = 0 entstand, eine Renormie-
rung des resultierenden Operators im zweiten Term. Wird mit I nun der Integrand
des nichtrenormierten Diagrammes mit divergentem Unterdiagramm H;, dy, = 0,
bezeichnet, ergibt sich fiir den Integranden [, des entsprechenden renormierten Dia-
gramimes:

I, = (1 -t

B 1 [ 1
om? = (p+ @ [(m® = K2)(m? — (p + k)2)(m? — (k — ¢)?)
1
m} . (3.14)

Das weitere Vorgehen spiegelt jenes fiir Diagramm a wieder. Beachtung verdient
jedoch, dal nach der Anwendung von ¢” ein Diagramm mir oberflachlichem Diver-
genzgrad dy/. = 2 entsteht, siche Abbildung B3 Dies fiihrt zu einer entsprechenden
Anderung in der nachfolgenden Anwendung von #”, ohne daf allerdings am gene-
rellen Verfahren etwas modifiziert wiirde. In der nachfolgenden Entwicklung, siehe
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Abbildung 3.5: Wirkung von t™ auf Diagramm b.

Abbildung B8 (b), ist auch ein Ausdruck der Ordnung O (q%) in der faktorisierten
Form, nach ¢-, bzw. p-Abhéngigkeit angegeben. An diesem konnen zwei Charak-
teristika der OPE beobachtet werden: Zum Ersten fithren Vertizes zwischen den
Stromen nach der Anwendung von ¢” zu Operatoren mit entsprechend der Anzahl
der Vertizes hoheren Potenzen in den Feldern und demnach hoheren Dimensionen.
Zum Zweiten sind diese hoherdimensionalen Operatoren mit entsprechenden Poten-

zen von ¢* unterdriickt.

1 1 1 1
v (o )
» { 1 _ 1
e e M T O
P2k Ap-k)
e ) )

Die hier an zwei Beispielen nur skizzierte Methodik 148t sich elegant verallgemeinern
und fiir einen allgemeinen storungstheoretischen Beweis der OPE B4l heranziehen
[36]. Mit den Ausfithrungen im néchsten Abschnitt wird damit die Grundlage fiir
die in dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen gelegt.

3.1.2 Lichtkegelentwicklung

Im vorigen Abschnitt wurden Beispiele gebracht, die die lokale OPE verdeutlichen
sollten. Fiir einen Teil der Arbeit, der Berechnung von Lichtkegelsummenregeln,
wird wie der Name schon sagt, ebenso wie fiir die tiefinelastische Streuung jedoch
eine Entwicklung auf dem Lichtkegel 22 ~ 0 benétigt. Dies entspricht im Gegensatz
zum betrachteten FEuklidischen Grenzwert, einer dhnlichen Groflenordnung von p - g
und ¢2, d.h.:

°] ~ Ip-ql > ||, m*. (3.16)
Unter diesen Voraussetzungen, die Entwicklung in B9 noch einmal ausgefiihrt, ergibt
sich folgendes Bild:

1 1 1
Fo(gp) = —5——7 + 0 <—4)
-1 - 23 q
1 2p-q | (2p-q)? 1

Somit zeigt sich, dafl eine unendliche Reihe von Beitrdgen zur fithrenden und je-
der weiteren Ordnung relevant ist. Eine Fouriertransformation von Gleichung B.17
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Abbildung 3.6: Zerlegung von I nach fihrenden Potenzen von |q?|~'. Vertizes ohne
dufSere Impulse sind durch massive schwarze Kreise gekennzeichnet. (a)

Die gezeigten Terme sind O <ql2) bzw. O(log(|q%|)/q* (b) Der fiihrende
Term ist O(log(|¢%|)/q?), der nichstfihrende O <qi4>

ermoglicht die Systematisierung;:

ia- 1 pz  (p-x)?

6 iq-T

/dqe a Fo(q,p)ocg+zx4 ~ g +-- (3.18)
Der n-te Term lieBe sich, die Lichtkegelsummenregeln, bzw. Verteilungsamplituden
antizipierend, als Produkt eines Koeffizienten und des Matrixelementes eines Ope-

rators schreiben:

1
27 o ()| Opy . 10)- (3.19)
So wird der Schluf§ auf die allgemeine Form der Lichtkegelentwicklung
J(x)(0) = > CP @) a0 |, (0) (3.20)

plausibel. Im Gegensatz zur lokalen Entwicklung wird nicht nur iiber die Art (7) des
Operators, sondern auch iiber Lorentz-Indizes summiert. Mit der Nomenklatur

Cr(z) = CO (%) .. ah», (3.21)

wird schlieflich die allgemeine Form Bl reproduziert. Der nachste Abschnitt beschéf-
tigt sich mit den bereits in Gleichung B-T9 angefiihrten lokalen Operatoren oder
vielmehr mit den diese generierenden nichtlokalen Operatoren, den Verteilungsam-
plituden, die eine der Grundlagen der Lichtkegelsummenregeln bilden.
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3.2 Verteilungsamplituden

Verteilungsamplituden wurden vor fast dreiflig Jahren zur Beschreibung exklusiver
Prozesse mit hohen Impulsiibertrigen eingefiihrt. [138, 139, 40, 4T, 142, [T43] Sie
spielen eine zentrale Rolle in longitudinalen Faktorisierungstheoremen [A9, 144, [T40)
und im Kontext der Lichtkegelsummenregeln [T45, [[46, [70, 147, A4, 123, 148, @5
Dieses Kapitel soll eine allgemeine aber kurzgehaltene Einfiithrung in das Konzept
der Verteilungsamplituden mit Schwerpunkten auf den in dieser Arbeit benttigten
Eigenschaften liefern. Besonders hervorgehoben werden hierbei die Unterschiede und
Gemeinsamkeiten der verwendeten Pion- und B-Meson-Verteilungsamplitude.
Definiert werden die Verteilungsamplituden als Matrixelemente nichtlokaler Opera-
toren mit lichtartigem Abstand, z.B. fiir das Pion

1
(m(p)[u(z) 7.5 [#, =] d(=2)[0)] oy =2 —ipufa / du e™PrITIPE o(y, p),
0
(3.22)
wobei mittels des pfadgeordneten Eichfaktors

[z, 0] = P exp [igs /0 i AH@@«)] (3.23)

das Matrixelement eichinvariant gehalten wird oder als Integral iiber die transver-
salen Impulskomponenten der entsprechenden Wellenfunktionen:

dZ?J_ —
on(u, 1) = / = v (u k1) 0<u <1 (3.24)

Hier wird die Abhéngigkeit von transversalen Impulsen k| gegen die Skalenabhéngig-
keit p eingetauscht. Heuristisch kénnen diese analog zu Wellenfunktionen im Hil-
bertraum der Quantenmechanik als Wahrscheinlichkeitsamplituden im Fock-Raum
angesehen werden. Es liefle sich auf diesem Wege jedes Meson oder Baryon in eine
Reihe von Fock-Zustédnden, siehe auch Abb. B entwickeln

|m) = Z/kolduﬂqG)\qu/ﬂ + Z/d2deui\qqg>\Iqug/7r + -+ (3.25)
i i

wobei u; die longitudinalen Impulsanteile und A; die Spins der Partonen darstellen.
Die Verteilungsamplituden stellten dann die Wahrscheinlichkeit dar, die Partonen
mit Impulsanteilen u; im Meson vorzufinden. Theoretische Grundlagen hierzu finden
sich in [T49, [T40, [T43]. Diese Entwicklung erweist sich als sehr niitzlich in Prozessen
mit kollinearen Partonen und beinahe lichtartigen Abstinden 22 ~ 0. Allerdings
erweist sich, wie noch zu sehen sein wird, beim B-Meson diese partonische Inter-
pretation durch die Renormierung als problematisch und es ist noch nicht klar, wie
damit umzugehen sein wird.
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Abbildung 3.7: Schematische Entwicklung eines Mesons in Fockzustinde

3.2.1 Pion-Verteilungsamplituden

Die wohl am besten untersuchte Verteilungsamplitude ist die iiber B22 definierte
Verteilungsamplitude des Pions:

1
(m(p)[a(@) yuys [2, =] d(=2)[0) | oy = —iDufx / du ™I o ().
0

Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Quark mit Impulsanteil u bzw. ein Antiquark
mit Impulsanteil 1 —u im Pion vorzufinden. Im Weiteren wird der Einfachheit halber
die Lichtkegeleichung

A, =0 (3.26)

verwendet, die es erlaubt den pfadgeordneten Eichfaktor [z, 0] wegzulassen. Die be-
reits erwihnte Skalenabhéngigkeit wurde bereits in [T40) 4T, 142, [43] untersucht
und die Renormierungsgruppengleichung

md%%(u,u) - / AoV (u,0; (1)) @n(0, 1) (3.27)

ist unter dem Namen Efremov-Radyushkin-Brodsky-Lepage(ER-BL)-Evolutions-
gleichung bekannt. Zur fithrenden Ordnung in «; ist der Evolutionskern durch

Vo(u,v) = Cp% {1 i (1 +

2r |1 — v

) Ou — v)
+ 2 (1 + - i u) O — u)]+ (3.28)

u —v

v

gegeben, wobei die |-Distibution fiir zwei Variablen in folgender Art definiert ist,
vergleiche auch [A-G7

V(u,v)]y = V(u,v) — 0(u — v)/o dtV(t,v). (3.29)

Die Losung der Renormierungsgruppengleichung B27, d.h. das Finden der Eigen-
funktionen von B28, stellt auf den ersten Blick keine leichte Aufgabe dar. Sie 146t
sich jedoch durch Riickgriff auf gruppentheoretische Mittel stark vereinfachen. Kon-
kret bedarf es des Umweges iiber die Invarianz der masselosen QCD-Lagrange-Dichte
unter Transformationen der konformen Gruppe [I50}, [I51]]. Diese stellt die maximale
Erweiterung der Poincaré-Gruppe, die den Lichtkegel invariant 1a8t, dar. Sie umfafit
demnach neben den 4 Translationen und 6 Lorentz-Drehungen die Dilatation

= 't = Azt (3.30)

49



KAPITEL 3. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

sowie die sogenannten speziellen konformen Transformationen:

TR o+ ot (3.31)
ot — aH = ) )
14+ 20 -2 + a?a?

Zusammengenommen wird die konforme Algebra in vier Dimensionen von 15 Gene-
ratoren gebildet:

P, Translationen 4
M,, Lorentz-Transformationen 6
D Dilatation 1
K,  spezielle konforme Transformationen 4

15

Da hier lichtartige Prozesse, bzw. Quarks mit kollinearen Impulsen, im Weiteren in
~+-Richtung, betrachtet werden, kann die konforme Gruppe auf die kollineare Un-
tergruppe SL(2,R) eingeschrankt werden. Diese besitzt nunmehr vier Generatoren,
die in Analogie zu den Drehimpulsgeneratoren geschrieben werden

?

L, = L; +iLy, = —iP,, Ly = §(D + M, ),
L = L —iL, — %K E — %(D _ M, ), (3.32)
und folgende Algebra erfiillen:
Lo, L] = +L4, [L_, L] = —2L,. (3.33)

E fillt offenkundig raus aus der Algebra und kommutiert mit allen Generatoren.
Was es mit diesem Operator auf sich hat, wird noch gezeigt werden, doch sei vorher
die Wirkung der Operatoren auf fundamentale Felder mit fester Spinprojektion auf
die +-Richtung

Yy ®(an) = s®(an) (3.34)
angegeben:
Ly, ®(an)] = —0,P(an)
[L_, ®(an)] (2?0, + 2ja)®(an)
Lo, ®(an)] = (ads + j)P(an)
[E, ®(an)] = %(l — s5)®(an) (3.35)

Hier sind nun einige Anmerkungen notig. Zuerst, der Notation von [I50] folgend,
sei n ein lichtartiger Vektor, a eine beliebige reelle Zahl, die die Position auf dem
Lichtkegel angibt, 9, = %, j = 1+ s und [ sei die kanonische Dimension des
Feldes. Da E mit allen Generatoren vertauscht ist [ — s eine gute Quantenzahl,
diese wird iiblicherweise ein wenig ungenau Twist genannt. Ungenau, da Twist an
sich als kanonische Dimension minus Spin, nicht minus Spinprojektion auf die +-
Richtung, definiert ist. Genauer ist demnach die Nomenklatur kollinearer Twist. j
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wird als konformer Spin des Feldes ® bezeichnet und bestimmt die Darstellung der
kollinearen Gruppe. Dies wird deutlich indem ein zweiter Kasimir-Operator

> Ly, [Li, ®(an)]] = j(j — 1) ®(an) = L* ®(an) (3.36)

i=0,1,2

wiederum in Anlehnung an den Drehimpuls konstruiert wird. Eine Basis konformer
Operatoren, die sich wie die fundamentalen Felder transformieren, 148t sich durch
die n-fache Anwendung des Aufsteigeoperators L auf den Zustand mit héchstem
Gewicht ®(0), der lichtartige Vektor n im Argument des Feldes wird im Weiteren
weggelassen, gewinnen:

On = [L+7 T [L+7 [L+7 (I)(O)H] = <_aa>nq)<&>|a=0 (337>

Um dies auf den anvisierten Zweck anwenden zu konnen, bedarf es der Verallgemei-
nerung fiir das Produkt zweier Felder:

O, az) = ®jy(ar) (). (3.38)

J1 und 75 geben den jeweiligen konformen Spin des Feldes an. Wird dieses Produkt
fiir kurze Distanzen |a; — ay| — 0 entwickelt, tauchen lokale Operatoren der Art

On(0) = Pn(0m; Oay) Bjy (1) Bj, (a2), (3.39)

wobei P,, ein homogenes Polynom vom Grade n ist, auf. Die Aufgabe besteht nun
darin, eine Basis konformer Operatoren zu finden, die sich wiederum wie die funda-
mentalen Felder transformieren. Mittels konformer Operator Produkt Entwicklung
lassen sich somit die Polynome P, bestimmen. Fiir das explizite Vorgehen sei auf
die Literatur [I50] verwiesen, hier sei nur die Operatorbasis

)
0f(a) = 37 @), () PO 20 (22 o) g (). (340)
0o + 04

mit den Jakobi-Polynomen P 1#27D  ansegeben. Wie liBt sich dies auf die
Quarkfelder in B22 die keinen festen konformen Spin besitzen, anwenden? Die

Losung liegt in Projektoren auf konforme Spinkomponenten.

1 1
I, = 37-"+ I = S+ V= Iy + 1. =1,

Y+ = Y, - = A . (3.41)

Mit deren Hilfe lassen sich ”plus” und "minus” Komponenten der Quark-, bzw.
Gluonfelder mit definierten konformen Spin und kollinearen Twist angeben.

Y, =M, 0 ¢ =10V (3.42)
— —
5:—1—% s:—%

51



KAPITEL 3. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Es existiert demnach ein Zweiquarkoperator von Twist zwei, ebenso ein Zweigluon-
operator, der jedoch nur fiir den Fall von Singlet-Verteilungsamplituden, zum Bei-

spiel des n [T52, 53], relevant ist.
Ob = Yy (15) ¥ (3.43)

. — — «— — «—

Mit den Abkiirzungen D = D — D, 9 = D + D und den Gegenbauerpolynomen
C32 = p3/s/ 2, lauten die korrespondierenden lokalen konformen Operatoren nach
.40

Qi (@) =:(i8aY‘[w(a)w+(v5)C§” (—%%ﬁ) ¢«ao]. (3.44)

Diese mischen unter Renormierung nicht mit Operatoren anderen konformen Spins
und anderen Twists, d.h. sie werden multiplikativ renormiert. Nun wird die Verbin-
dung mit der Verteilungsamplitude hergestellt. In deren lokaler Entwicklung,
wobei die Ersetzungen vy, — 74 sowie x — a vorgenommen wurden, tauchen fol-
genden Momente

<WWMMMMWJ(H@—MM“AdMM—U%mWD (3.45)

auf. Verglichen mit B4l ergibt sich demnach fiir die Gegenbauer-Momente:

1
ifepy / du C32(2u — 1) palu, p) = (m(p)|QL(0)]0). (3.46)
0
Die sich wiederum tiber das reduzierte Matrixelement

(m(P)Qy'10) = ifep’ " ((Qp) (3.47)

darstellen lassen. SchliefSlich fiihrt die Orthogonalitét der Gegenbauer-Polynome

1
+ 1)(n + 2)
duu(l — w)C2(2u — 1) CH2(2u — 1) = G " 4
[ awntt = weien - neirer -1 = 6, RS G
zur bekannten Entwicklung der Pion-Verteilungsamplitude
Or(u,p) = 6u(l — u) Z an(p) C32(2u — 1), (3.49)
n=0
mit
(0)
220 +3) o CMM)%MO
n - ’ s n = Qp . 3.50

Was ist nun erreicht worden? Ahnlich der Partialwellenanalyse fiir kugelsymmetri-
sche Probleme in der nichtrelativistischen Quantenmechanik, in der radiale- und
Winkelfreiheitsgerade getrennt werden, indem die Eigenfunktionen der O(3)-Sym-
metrie, die Kugelflachenfunktionen Y;,,, als Basis gewéhlt werden, konnen durch die
Eigenfunktionen der SL(2,R) die longitudinalen- und transversalen Freiheitsgrade
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as
o () pr(u)

2 T T T T 2 T T T T
1.5 F B 15 F E
1+ 1F .
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Abbildung 3.8: Links: asymptotische Verteilungsamplitude ap,(f‘s) (u), Rechts: durchgezo-

gene Kurve af(3 GeV) = 0.16, a] (3 GeV) = 0.04, gestrichelte Kurve
a§(3 GeV) = 0.17, af(3 GeV) = 0.03.

getrennt werden. Die Twist zwei Pion-Verteilungsamplitude kann danach als Rei-
he von Matrixelementen multiplikativ renormierbarer Operatoren, deren anomale

Dimensionen
9 n+1 1
O = Cpf1 - +4) — 3.51
n F( (n 4+ 1)(n + 2) mZZm (3:51)

direkt aus der tiefinelastischen Streuung {ibernommen werden koénnen, dargestellt

werden. Ungerade Gegenbauer-Momente verschwinden fiir das Pion aufgrund der
G-Paritét. Diese, insbesondere a; (), spielen fiir die SU(3)-Brechung in der Kaon-
Verteilungsamplitude eine wichtige Rolle. Fiir Momente a,,, n > 2 gilt a,, — 0, u —
oo und aus der Normierung

1
/ du @ (u, pn) =1 (3.52)
0

die ap = 1 impliziert, ergibt sich die asymptotische Verteilungsamplitude
0¥ = 6u(l — u). (3.53)

Wie weit die tatséchliche Verteilungsamplitude von dieser abweicht, héngt natur-
geméf von der Skala ab und wird sich demnach von Prozel zu Prozefl unterscheiden,
siehe zum Beispiel Abbildung fiir die in Kapitel fiinf verwendeten Gegenbauer-
Momente. Ein Abbrechen der Reihe in 168t sich mit der Anwachsenden anor-
malen Dimension %(Lo) fiir anwachsendes n rechtfertigen. In den meisten Féllen, so
auch in dieser Arbeit, sieche Anhang D, werden nur die ersten Gegenbauer-Momente
as, ay in die Analyse miteinbezogen. Numerische Werte fiir niedrige Momente las-
sen sich aus Zweipunktsummenregeln [I54] oder vom Gitter [I55] gewinnen. Fiir
die Twist zwei Verteilungsamplitude ergibt sich demnach ein durchaus erfreuliches
Bild, welches jedoch fiir hohere Twists zunehmend kompliziert wird. Fiir Twist drei
existieren nicht nur zwei Zweiteilchen-, sondern auch eine Dreiteilchenverteilungsam-
plitude, die mit ersteren iiber die QCD-Bewegungsgleichungen verbunden ist. Twist
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vier liefert bereits zwei Zweiteilchen- und vier Dreiteilchenverteilungsamplituden, die
ebenfalls miteinander verkniipft sind. Diese Verkniipfungen waren und sind Mittel-
punkt vieler Analysen in der Literatur, sieche zum Beispiel [I56, 57, T54] [T58] oder
[T59, M60] fiir den komplizierteren Fall der Vektormesonen, da sie gemeinsam mit
der konformen Entwicklung eine Moglichkeit bieten, die Anzahl der unabhédngigen
Momente zu reduzieren. Renormierungsgruppengleichungen sind fiir Twist grofer
als zwei nicht bekannt. Dies wird auch in Kapitel fiinf bei der Renormierung der -
Korrekturen zur Twist drei Streuamplitude noch einmal kurz Thema sein. Eine Liste
der verwendeten Verteilungsamplituden und der verwendeten numerischen Werte ih-
rer Momente findet sich in Anhang E. Im néchsten Abschnitt wird zu kliren sein,
inwieweit die Erkenntnisse vom Pion auf das B-Meson iibertragen werden koénnen.

3.2.2 B-Meson-Verteilungsamplituden

Die B-Meson-Zweiteilchenverteilungsamplituden werden erstmalig in [64] zur Be-
stimmung des asymptotischen Verhaltens von Ubergangsformfaktoren schwerer Me-
sonen als Matrixelement eines nichtlokalen Lichtkegeloperators, wobei die pfadge-
ordneten Eichfaktoren im Folgenden weggelassen werden, in HQET definiert:

_ = ifpm 1+ ¢B
Ol T QOBE) = — L2721 |5, ?”{ 550) — 200 ”H .
(3.54)
Deren Fouriertransformierte, t = v - z,
30 = [ oo, (3.59)
0

die in fithrender Ordnung auf eins normiert sind

/ dw ¢P (w) = 1, (3.56)
0

geben die Wahrscheinlichkeit an, das leichte Quark im B-Meson mit Lichtkegelim-
puls w zu finden. Im Unterschied zur Pion-Verteilungsamplitude sollten sie stark
asymmetrisch sein und ihr Maximum deutlich unter 2A, wobei A die effektive Bin-
dungsenergie des B-Mesons ist, annehmen. Bei dem Versuch die Erkenntnisse des
vorigen Abschnittes fiir das B-Meson zu iibernehmen, ergibt sich das Problem, dafl
in HQET kein kollinearer Twist definiert ist und demnach die konforme Entwicklung
nicht durchgefiihrt werden kann. Dennoch wird ¢, bzw. ¢ desofteren als Vertei-
lungsamplitude von fiihrendem bzw. néchstfithrendem dynamischen Twist bezeich-
net. Dies bezieht sich schlicht auf die Unterdriickung des zweiten Terms in B54] bei
hohen Geschwindigkeiten des B-Mesons. Eine gruppentheoretische Betrachtung, die
hier nicht weiter behandelt werden soll, unter Einbeziehung der gesamten konformen
Gruppe wird in [47, [T61] auf der Basis von [I62] in Angriff genommen. Ohne Zweifel
sind im Vergleich zum vorigen Abschnitt andere Methoden vonnoten um Informa-
tionen tiber die Verteilungsamplituden zu erhalten. In [64] werden analog zu [163]
Summenregeln aufgestellt, aus denen das asymptotische Verhalten

qbf(w) ~ W, B (w) ~ konst., (3.57)
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extrahiert und zur Grundlage eines einfachen Modells,
By = LeH, $Pw) = — e, (3.58)

gemacht wird. Weiter wird in [66] eine Differentialgleichung vom Wandzura-Wilszek
Typ, hergeleitet, die die beiden Verteilungsamplituden verbindet:

S re), e = [T, (3.59)
Dreiteilchverteilungsamplituden, ¢ — v - 2
(012(2) g5 Gy (12) 2/ T Q(0) | B(p))
= S Somp el i g — ) (850, w) — #(0,w)
o 2 TE () — 2, XB(tu) + %%?f(t,u)}] , (3.60)

und ihre Beitrige zuBh3 werden erstmalig in [43] betrachtet. In Kapitel vier und An-
hang B finden sich Herleitungen sowie erste Diskussionen zu diesen Beitrdgen, daher
werden hier nur die in [43] gefundenen Ergebnisse, zitiert und auf einen Unterschied
zum Pion hingewiesen. Wahrend dort Mischung von Zwei- und Dreiteilchenbeitrdagen
fiir die fithrende Amplitude von Twist zwei nicht auftrat, zeigen die Gleichungen

d¢® (w)
fu T + ¢l (w) = I(w),

(w = 20)p% (W) + woP(w) = J(w). (3.61)
mit / und J den Dreiteilchenbeitrigen, gegeben durch Integrale iiber die Vertei-
lungsamplituden,

d [“ < dg o
1w = 2 [ | alp€) — Tr(p8)],  (362)
wep & 35

J(w) = —2—/ dp/w , — [Wa(p,§) + Xalp,€)]
_4/ /OO dg a‘I’v Paf)’ (3.63)

dafl im B-Meson die Mischung bereits zu fithrender Ordnung auftritt. Mit den Nor-
mierungen, eine abweichende Definition wird in Anhang C kommentiert,

| e [T asweo = 3
/0°° dw/ooo & Xalw, &) :/ dw/ d€Yia(w, §) = 0, (3.64)

55




KAPITEL 3. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

wobei das chromoelektrische- respektive chromomagnetische Moment \g bzw. Ay
durch

o 1 1+
OFTC* QuB) = 3 fymsTr [%r%

x {(\ = AL = o) — id oM. (3.65)

definiert werden [64], konnen die positiven Momente der Verteilungsamplituden
¢%, o7
W+ = / dw ¢F (w) (3.66)
0

ohne Kenntnis der konkreten Form der Dreiteilchenverteilungsamplituden berechnet
werden [A3]. Die Resultate

4 _ 2 _

— _A _ = ZA

<w>+ 3 9 <w> 3 )
2y, = 2A? EAZ 1)\2 = g/‘\Q 1)? 3.67

stimmen mit der fritheren Analyse basierend auf lokalen Operatoren von Grozin und
Neubert [64] iiberein. Dabei wird jedoch implizit davon ausgegangen, daf} sich der
renormierte nichtlokale Operator in B:54lin renormierte lokale Operatoren entwickeln
1aBt. Dafl dies nicht selbstverstidndlich ist, zeigt die Renormierung der Verteilungs-
amplitude gbf. In [I64] werden die Diagramme in Abbildung fiir die Fourier-
Transformation des auf die Pluskomponente projezierten Operators aus B:24

O (t) = q(tn) 1T Qu(0), (3.68)

betrachtet. Dies wird hier nicht wiederholt, fiir eine ausfiihrliche Herleitung sei auf

Abbildung 3.9: Diagramme, die zur Renormierung von gbf beitragen, wobei das dritte
Diagramm UV-endlich ist. Der gekreuzte Kreis steht fiir die Einsetzung
des nichtlokalen Operators.

[T65] verwiesen, aber einige der Folgen sollen angefiihrt werden. Am deutlichsten
sind diese zu sehen, wenn die Renormierung im Ortsraum durchgefithrt wird [T66].
Der Zusammenhang zwischen renormierten und nackten Operator lautet dann:

OzsCF

O (tu) = O.(t) +

{(;2 . glog@w)) 0, (1)

_ %/0 du ﬁ (0. (ut) = O(1)] —(’)+(t)}. (3.69)
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Ohne Frage besteht durch logity fiir ¢ — 0 eine Singularitdt. Diese hat zweierlei
Folgen: Zum FEinen kommutiert die Renormierung nicht mit der lokalen Entwicklung

t — 0, daf3 heifit:

C a0 @ -nyra.] (3.70)

[q(tn) h T Qu(0)] # >

k=0

-

[e.9]

Zum Anderen entwickelt ¢ (w) fiir groe Impulse des leichten Quarks eine Art radia-
tiven Schwanz ~ w, was wiederum dazu fithrt, daf3 alle nicht negativen Momente
divergieren. Was bleibt demnach? Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl die Situa-
tion fiir das B-Meson theoretisch sehr viel unzufriedenstellender ist als fiir das Pion.
Die Méglichkeit, iiber Momente die Form der Verteilungsamplituden zu bestimmen,
ist nicht gegeben. Die Mischung der Zwei- und Dreiteilchenbeitréage bedarf jenseits
fiihrender Ordnung nochmaliger Priifung. Die Renormierungsgruppengleichung ist
bisher nur fiir gbf(w) und auch dort nur unter Vernachléssigung von Mehrteilche-
nendzustinden bekannt. Dreiteilchen- und néchstfiihrende Zweiteilchenverteilungs-
amplituden sind de facto unbekannt. Allerdings gibt es auch positive Punkte zu

verzeichnen. Die fiir Faktorisierungstheoreme wichtigste Grofle

3 = [T, (371)

ist trotz des Verhaltens von ¢¥(w) fiir w — oo endlich und wohldefiniert. Numeri-
sche Werte wurden zur Ordnung o, aus Zweipunktsummenregeln [Ih7 und Momen-
tanalysen [I67] sowie auf Baumgraphenniveau aus Lichtkegelsummenregeln [T68]
gewonnen:

Ap(1GeV) = 460 + 110MeV |51,
Ap(1GeV) = 478 + 55MeV  [I67],
Ap(~22GeV) = 460 + 160MeV  [I6S. (3.72)

Es existieren verschiedene Modelle fiir ¢¥ (w), die die Renormierungseffekte bertick-
sichtigen. Eines, gewonnen aus Momentanalysen, [[67] benutzt fiir niedrige Impulse
das Verhalten von und geht stetig in ein %-V@rhalten iiber. Ein Zweites aus
Zweipunktsummenregeln [Ih7] zeigt trotz unterschiedlicher funktionaler Form sehr
dhnliches Verhalten iiber den gesamten Definitionsbereich, was ein gewisses Vertrau-
en in diese rechtfertigt. Schlufendlich wird im vierten Kapitel eine erste, vorsichtige
Analyse der Dreiteilchenverteilungsamplituden unternommen, die zu ersten Model-
len und dariiber zur Quantifizierung der Dreiteilchenbeitrige in ¢ fithrt. Oben
angesprochene Probleme werden durch die Beschriankung auf Baumgraphenniveau
vermieden, doch kann dies nur ein erster Schritt in diese Richtung sein. Zu beach-
ten ist ferner, daf}, so nicht mit einem lichtartigen Vektor hier z¥ kontrahiert
wird, sich vier weitere Strukturen ergeben, denen wiederum Verteilungsamplituden
zugeordnet werden miissen [A7]. Weitere Anmerkungen dazu finden sich in Anhang
B. Im Allgemeinen wartet hier noch ein weites Feld, welches noch einiger Analysen
bedarf, ehe sich die theoretische Beschreibung auf d&hnlichem Niveau wie beim Pion
bewegt.
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KAPITEL 3. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

3.3 QCD-Summenregeln

QCD-Summenregeln wurden bereits 1979 von Shifman, Vainshtein und Zakharov
[T69, [T70] eingefiihrt und zur Analyse von Charmonium bzw. von p, ¢, K*-Mesonen.
eingesetzt. Seitdem haben sich die Summenregeln als zuverldssige und insbesondere
flexible Methode zur Berechnung hadronischer Groflen bewihrt. Schon mit relativ
geringem Aufwand lassen sich Abschiatzungen finden, zu denen in systematischer
Art und Weise Korrekturen hoherer Ordnung berechnet werden konnen. Verblei-
ben auch durch der Methode inhdrente Ndherungen einige schwer abzuschétzende,
jedoch erfahrungsgeméf geringe, Unsicherheiten in den Ergebnissen, so macht das
breite Anwendungsfeld, Bestimmung von Quarkmassen, Formfaktoren, Zerfallskon-
stanten und starken Kopplungen, um einige Anwendungen zu nennen, Summenre-
geln dennoch zu einem wertvollen Werkzeug fiir Teilchenphysiker. Allein die weit
iiber dreitausend Zitierungen des Originalpapiers zeugen von der vielféltigen Ver-
wendung.

Es werden SVZ- und Lichtkegelsummenregeln vorgestellt, deren grundlegende Me-
thodik sich nur wenig unterscheidet. Beide gehen von einer fiir die entsprechende
Rechnung speziell aufgestellten Korrelationsfunktion aus. Diese wird zum Einen via
oben vorgesteller OPE, zum anderen via hadronischer Dispersionsrelation, von der
der begehrte Zustand separiert wird, berechnet. Beide Darstellungsformen werden
einander unter Annahme der Quark-Hadron-Dualitét, siehe z.B. [I71), T2, 173} [T'74],
gleichgesetzt, wodurch sich die gewiinschte Summenregel fiir den separierten Zu-
stand als Dispersionsintegral bis zu einem Schwellenparameter ergibt. Um Beitréige
von angeregten-, bzw. Kontinuumszustdnden zu unterdriicken und um Probleme
mit Subtraktionstermen, die fiir die im Allgemeinen divergenten Dispersionsrelatio-
nen bendétigt werden, zu umgehen, wird eine Borel-Transformation durchgefiihrt,
die Subtraktionsterme entfernt und hohere Zustédnde exponentiell unterdriickt. Fiir
die numerische Auswertung wird in Abhéngigkeit vom Borel- und Schwellenparame-
ter, mit der Einschrinkung, dafi der Beitrag des abgeschnittenen Kontinuums nicht
mehr als einen gewissen Prozentsatz des Ergebnisses ausmacht, ein Plateau, d.h. ein
Gebiet maximaler Stabilitdt der Summenregeln bestimmt. Die allgemeine Prozedur
ist in Abbildung B.I0 skizziert.

Soweit die Gemeinsamkeiten. Unterschiede liegen in der Korrelationsfunktion, zeit-
geordnetes Produkt von Strémen zwischen Vakuumzusténden, gegeniiber zeitgeord-
netem Produkt zwischen Vakuum und Meson auf der Massenschale, in der Art der
OPE, lokale Entwicklung um x = 0, gegeniiber Entwicklung um den Lichtkegel
2?> = 0, und in den mit der OPE verbundenen nichtperturbativen Grofen, Fluk-
tuationen des QCD-Vakuums, sogenannte Kondensate, gegeniiber Lichtkegelvertei-
lungsamplituden. Diese liegen auch in den unterschiedlichen Anwendungsgebieten
begriindet. Bestimmung von Zerfallskonstanten, Quark-, Meson- und Nukleonmas-
sen gegeniiber Formfaktoren und Kopplungen, um nur einige zu nennen.

Beide Arten von Summenregeln werden in [I46] ausfiihrlich mitsamt verschiedener
Anwendungsgebiete behandelt, daher sei fiir eine detailiertere Herleitung auf diese
Veroffentlichung verwiesen.
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3.3. QCD-SUMMENREGELN

Korrelationsfunktion
F(#) = i [ dee ™ (0|7 {sta) 50} 0)

Hadronische Dispersionsrelation ] l Operator-Produkt-Entwicklung ]
. m, 3 o0 s 1 [  ImFOPE)(
Flhad) (g2) = QBf_B . +/ ds ﬂ_(S)Z FOPE)(2) — _/ s 0 ’ 2(9)
my(my — ¢*) S S —q T Jm? s —q

Quark-Hadron-Dualitét
> 1 [~  ImFOPH
a5 P / 2T (s)
S,

o os—q 7wl 5 — ¢
B
fEmy omi (% dSIIIlF<OPE)(S)
R s N s — ¢
‘B my -

Borel-Transformation ‘

Summenregel

2 sf

m 2 /a2 _ 2

faml = —Lems/M ds Im FOPE) () e=5/M
™ m2

Abbildung 3.10: Schematische Darstellung einer Summenregelrechnung am Beispiel der
Zerfallskonstante des B-Mesons fp

3.3.1 SVZ-Summenregeln

Wie bereits erwidhnt besitzen die von Shifman, Vainshtein und Zakharov 1979169
eingefithrten Summenregeln ein sehr breites Anwendungsfeld. Neben der Bestim-
mung von Zerfallskonstanten, die Summenregel fiir fp wird in der numerischen
Auswertung von Kapitel 5.2 benotigt, wird insbesondere auch die Moglichkeit ver-
wendet, Informationen tiber die Form von Verteilungsamplituden zu erhalten. (Siche
hierfiir Kapitel 4)

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Prinzipien anhand obengenannter
Rechnung fiir fp erldutert, wobei nur der fithrende Term und zur Demonstration das
Quark-Kondensat behandelt werden. Die fiir die Auswertung benutzte Summenregel
mit a,-Korrekturen findet sich in Anhang C. (Summenregeln mit O(a?)-Genauigkeit

finden sich in [T75), T76])

Korrelationsfunktion und fz

Ausgangspunkt ist wie in Abbildung BT0 gezeigt eine eigens fiir das Problem ausge-
legte Korrelationsfunktion. Diese wird den zu berechnenden Matrixelementen ange-
pafit. Die Zerfallskonstante fg ist iiber die folgenden definiert, mit dem Flavorinhalt
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KAPITEL 3. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

des B-Mesons entsprechenden Quarkfeldern b, ¢:

(01qv.70|B(q)) = iqufB, (3.73)
(017i73b Bla)) = 2 fo, (3.74)

Zum Aufstellen der Summenregeln wird die Korrelationsfunktion

F(@) = i / 2z 0 (0| T {js(x) 11(0)} | 0)

— / d'e e (0| T {q(x)i75bx), B(0)ivsq(0) }[0)  (3.75)

verwendet. Die Rechnung erfolgt weitestgehend wie bereits skizziert, mit anderer
Schwerpunktlegung und weniger ausfuehrlich als in [I77].

Hadronische Dispersionsrelation

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik ist ein 1-Operator iiber einen voll-
standigen Satz von Zustdnden im Hilbertraum definiert:

L= |nnl.

In Analogie zu diesem wird hier ein vollstdndiger Satz hadronischer Fockzustédnde
mit B-Meson Quantenzahlen zwischen den pseudoskalaren Stromen in B.7TH einge-
setzt.

- ;/%mmxh(pn

= X [ s - meu) h)he) . (70

Die so erhaltene hadronische Summe, wird separiert in B-Meson und hohere
Zusténde (die —ie Vorschrift wurde und wird im Weiteren weggelassen.):

0|Gi~sb|BY(B|bi 0 0|77~ blh)(h|bi 0
F(had)<q2) _ (0]qi s |2>< |2 75 q|0) 4 Z (0]qi s |2>< |275Q| >.
mp — ¢ mp, — ¢

(3.77)

Einsetzen von BT und Darstellung der hoheren Resonanzen, bzw. Mehrteilchen-
zustdnde durch ein Dispersionsintegral {iber eine Spektraldichte liefert die {ibliche
Form:

4 r2 00 h
plhad) (2 _ mp 5 / d P (s) . 3.78
) my (my — ¢°) ’ oh r— (3.78)

Dasselbe Ergebnis 148t sich auf rigorose Weise aus der Unitaritdt der Streumatrix
und damit dem optischen Theorem gewinnen. Das optische Theorem besagt, dafl
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Lan oo = ;W@@W

Abbildung 3.11: Schematische Darstellung des optischen Theorems

der Imaginérteil der Vorwértsstreuamplitude identisch dem totalen Wirkungsquer-
schnitt, bzw. dem Betragsquadrat der Summe iiber all Zwischenzustéinde ist. (Siehe
auch Abbildung BTTl)
ImT; = Y (i T|h)(h|T i) (3.79)
h
Mittels des Cauchyschen Integralsatzes
1 F(s)

— ds
2mi Jo o s — ¢?

F(g?) — (3.80)
und der in Abbildung gezeigten Integrationskontur wird die Korrelationsfunk-
tion zu:

F(¢?) = % <ﬁ:3 dssF_(SC)]2 + /OR dSF(SHZ)_—;;(S—ie))

Roco 1 OodSF(erie)—F(s—ie)'

2mi J, s — q?

(3.81)

Der Integrationsweg C liefert fiir infinitesimales € keinen Beitrag. Ebenso verschwin-
det der Beitrag des Weges A wenn lim2_ F(¢®) = 0. Letztere Voraussetzung
kann nicht ohne weiteres als gegeben angenommen werden. Die damit verbundenen
Probleme kénnen jedoch, wie noch gezeigt wird, behoben werden und werden daher
vorerst nicht beriicksichtigt. In einem letzten Schritt wird ausgenutzt, dal F'(¢?) fiir
q* < m% reell ist und somit fiir ¢*> > m% das Schwarzsche Spiegelungsprinzip, siehe
Anhang A angewandt werden kann:

2iIm F(¢*) = F(q* + ie) — F(q* — ie). (3.82)

Demnach ergibt sich der Korrelator als Dispersionsintegral iiber seinen Imaginérteil,
der durch das optische Theorem BT mit einer Summe iiber hadronische Zustidnde

verbunden ist: L T
F(¢?) = —/ g ) (3.83)

2
i 2 S
2 q

m

Der niedrigste Zustand ist dabei einfach das Residuum des B-Meson-Pols, der
schon in BT, separiert wurde, wohingegen die Imaginérteile der Mehrteilchen-
zustinde komplizierte Funktionen von ¢? sein konnen, die in der Spektraldichte p”(s)
zusammengefaf3t werden..

Fiir UV-divergente Korrelationsfunktionen ist die Voraussetzung limz2 . F(¢*) =
0 nicht erfiillt, d.h. die Dispersionsintegrale sind ebenfalls divergent. Um dennoch ein
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Abbildung 3.12: Integrationskontur fir das optische Theorem,

endliches Ergebnis zu erhalten, werden die ersten Terme einer Taylor-Entwicklung
von F(q?) abgezogen:

F(¢*) = F(¢®) — F(0) — ¢* F'(0). (3.84)

Da jedoch die iiblicherweise durchgefiihrte Borel-Transformation diese wieder
entfernt, sollen sie in dieser Einfiihrung nicht weiter interessieren.

Operator-Produkt-Entwicklung

In diesem Abschnitt wird heuristisch ausgedriickt die andere Seite der Summenregeln
behandelt. Zum Einen wird der Korrelator via OPE entwickelt, wobei diese hier
folgende konkrete Form

F(qz) = Z Cd((f) (0] Oq 0}, (3.85)

mit den Beitrdgen, siehe auch Abbildung BT3|

Oy =1 Perturbativer Beitrag,
O3 = qq qg = u,d,s Quark-Kondensat,
Oy = GﬁyG“’“’ Gluon-Kondensat,

Os = qout*G*q q = u,d,s Quark-Gluon-Kondensat,
Os = (q'vq)(@l'sq) qg = u,d,s Vier-Quark-Kondensat.

annimmt. Zum Anderen wird eine perturbative Entwicklung der Wilsonkoeffizien-
ten vorgenommen, wobei hier der wichtigste Beitrag von Korrekturen zu Cj stammt.
(Siehe BI4) Aus 6konomischen Griinden wird fiir diese Einfithrung nur die fithrende
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K1
(@ (v) ©
(@ © (0

Abbildung 3.13: Nichtstirungstheoretische Entwicklung der Korrelationsfunktion [5.73
(a) fiihrender Perturbativer Term (b) Quark-Kondensat (c¢) und
(d) Gluon-Kondensate (e) Quark-Gluon-Kondensat (f) Vier-Quark-

Kondensat

Ordnung Storungstheorie und der Beitrag des Quark-Kondensats betrachtet. Wei-
terfiihrend sei auf [I45)], fiir die Berechnung der Zweipunktfunktion bis O(a?) auf

[T78, [I79] sowie fiir die entsprechende Summenregel auf [I75], [I76] verwiesen. In An-
hang F findet sich die, fiir die numerische Auswertung in Kapitel 5.2 verwendete,
Summenregel mit Beitrdgen bis O(as) und d = 6.

Die Beitrage mit d > 3 sind auf das QCD-Vakuum zuriickzufiihren, das entgegen
seinem Namen alles andere als leer ist. Quarks und Gluonen fluktuieren auf Langens-
kalen ~ AééD und werden, von den mit hohen Impulsen |¢?| > A2QCD injizierten
Quarks, in erster Ndherung als statische Hintergrundfelder wahrgenommen. Die Be-
rechnung dieser Einfliisse geschieht mit Hilfe von Vakuumerwartungswerten lokaler
Operatoren. Diese sind offenkundig prozeffunabhéngig und kénnen demnach, einmal
bestimmt, fiir verschiedenste Rechnungen verwendet werden. Operatoren hoherer
Dimension sind mit zusitzlichen Potenzen des b-Propagator Nenners (m;, — ¢*)~*
im Wilson-Koeffizienten unterdriickt. Daher ist fiir die Verwendung des Ansatzes
entscheidend, daB nicht nur ¢* > Agep, sondern auch ¢* < m? gilt und somit die
Entwicklung in nach einigen Termen abgebrochen werden kann.

Die Berechnung der Beitrége der Diagramme (a) und (b), wobei durchgehend
die Masse des leichten Quarks vernachléssigt wird, fithrt zu keinerlei prinzipiellen
Schwierigkeiten. Fiir Diagramm (a) werden alle Quarkfelder zu freien Propagatoren
kontrahiert, wihrend in Diagramm (b) die leichten Quarkfelder als externe Vakuum-
felder behandelt werden, deren Impuls gegeniiber dem des b-Quarks vernachléssigt
wird.

Konkret heifit dies fiir Diagramm (a):

POy = 3 / d'h {m i —k@ . i(k—i—mb)}

(2m)* (q — k? — m?
3

= 53 (Bo(O.mi, mi)mf + mi — Bo(®.0.m3) (my — ¢%)).(3.86)
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v o
Y L AN T e

(b)

Abbildung 3.14: (a) Fihrender Term in der Stérungsreihe von [3.79 (b) O(as)-
Korrekturen

Dies lafit sich analog zur hadronischen Summe als Dispersionsintegral schreiben,
wobei das Problem der Divergenz des Integrales wieder nicht interessieren soll:

1 [  ImF®er?)
Fert) — = / g5 T (S) (3.87)

42
T Jom2 s —q

Eine gewisse Vorsicht ist bei der Interpretation des Imaginirteiles geboten. Da
Quarks nicht als freie Teilchen auftauchen, der volle Quarkpropagator keinen Pol
hat, gibt es keine reellen Quarkzwischenzusténde. Es verbietet sich demnach eine
physikalische Interpretation wie in und der Imaginérteil ist ein rein mathema-
tisches Objekt. Mit den Formeln aus Anhang A ergibt sich dieser zu:

3 _ 2\2
ImF(pe”)(s) = S_M (3.88)
T 5

Ausgangspunkt fiir Diagram (b) ist
F(q*) = /d437€iqx<0|§(I)mq(0)jﬁ|0>{’ngf}(fﬂ)%}aﬁ’ (3.89)

mit dem freien b-Quarkpropagator gfj(:p)

A 'k o+ my
b _ B —ikx
Sii(x) = 0y /i(27r)4 - EA (3.90)

Die Entwicklung der leichten Quarkfelder in Fock-Schwinger-Eichung x# A,

(@) = g(0) + g(0)Da” + ---, (3.91)

ergibt zwei Matrixelemente,

_ 1 _
(010 qis10) = E%ﬁ%(flﬂa
= My
(010 Dypajpl0) = 4—8q<(J(J>(%)aﬁa (3.92)
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von denen eines aufgrund der leichten Quarkmasse vernachlassigt wird. Eingesetzt
in liefert dies nach Spurbildung und Ausfithrung der Integrationen einen sehr
einfachen Ausdruck:

mp

Fn(g2) — P (7q) . (3.93)

Zusammenfiihren der Ergebnisse

In den vorigen Abschnitten wird die Korrelationsfunktion auf zwei Arten dargestellt:

4 r2 o] h
F(had)(q2) _ ; m]_; /5 + / ds p"(s)
mg (my — ¢°) sh s —q°
1 [ ImF®ri(s) mp
Ferd(g?) = —/ d aq) . 3.94
() . S— +q2_mg(qcn (3.94)

Um hieraus eine Summenregel fiir fz zu erhalten, bedarf es noch einer Mdéglichkeit,
das bisher unbekannte Integral iiber die hadronische Spektraldichte abzuschétzen.
Solch eine Moglichkeit liefert die bereits erwihnte Quark-Hadron-Dualitédt. Erstma-
lig in [I7T] vorgeschlagen, besagt diese grob gesagt, daf}, wenn nur {iber einen ge-
wissen Energiebereich gemittelt wird, die hadronische Spektraldichte iiber den via
QCD-Storungstheorie berechneten, rein mathematischen Imaginérteil angenéhert
werden kann. Voraussetzungen und Giiltigkeit sind noch nicht abschliefend geklért
[56, IR0], aber die Erfahrung in QCD-Summenregeln zeigt, dafl die semilokale Quark-
Hadron-Dualitét eine gerechtfertigte Naherung darstellt:

00 h 1 0 I F(pert)
/ FRLACRNS —/ PRLLSICN (3.95)

2 2
h S — ™ B S —
0 q 0 q

Auf diese Weise 148t sich, nachdem noch die mehrfach erwédhnte Borel-
Transformation durchgefiihrt wurde, eine einfache Summenregel fiir f5 aufstellen:

2 sB 212
famiy = 2 / " s O =9 _ 2y (g)) DM (3.96)

BMpB
82 m? s

Zu beachten ist, daB neben verschiedenen Eingabegrifien, wie der Masse des b-
Quarks, auch zwei Summenregelinhérente Parameter, s§ aus der Quark-Hadron-
Dualitét sowie M aus der Borel-Transformation eingefithrt wurden, die im Endef-
fekt fiir eine, wie in der Einleitung erwidhnt, nur schwer reduzierbare systematische
Unsicherheit in der Methode verantwortlich sind. Es bedarf einiges an Aufwand,
sowohl s, als auch M nach nunmehr relativ festen Kriterien einzuschrinken und
so die mit diesen verbundenen Unsicherheiten zu reduzieren.

Resultate

Um einen Eindruck von der Numerik zu erhalten, wird hier ausgewertet. Ab-
bildung zeigt die Ergebnisse fiir fp in Abhéngigkeit vom Borelparameter. Die
Wabhl des Borel-Fensters 3 GeV? < M? < 5.5 GeV? folgt aus zweierlei Uberlegungen:
Zum Ersten darf der Borel-Parameter nicht zu grof§ sein, damit héhere Zustdnde in
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my | 4.6 — 4.8GeV
s& | 33 — 37GeV?

Tabelle 3.1: Fingabewerte fiir die Summenregel 2290

f5[GeV]
0.2 T T T T T T T

0.15 I

0.1 | I R

0.05 .

O 1 1 1 1 1 1 1
3 35 4 45 5 55 6 65 7
M?[GeV?]

Abbildung 3.15: Ergebnisse fir fg in Abhingigkeit von M?. Die gestrichelten Kurven
geben die Werte fiir my = 4.8GeV, sé? = 33GeV?2, my = 4.6GeV,

353 = 37GeV?%an, die durchgezogene Kurve den Zentralwert my =

4.7GeV, s =35GeV2.

der hadronischen Spektraldichte unterdriickt sind. Zum Zweiten darf er nicht zu
klein sein, da sonst hoherdimensionale Operatoren in der OPE, die durch die Borel-
Transformation mit negativen Potenzen von M? unterdriickt sind, zu grofie Beitriige
ergeben. Diese widerspriichlichen Bedingungen fithren zur oben angegebenen Fest-
legung in einem Bereich, in dem beide Voraussetzungen mehr oder weniger erfiillt
sind. Mit den weiteren Eingabewerten aus Tabelle BTl fithrt die Auswertung dieser
sehr groben Nédherung zu einem deutlich zu niedrigen Wert

fp = 120 £ 30 MeV, (3.97)

der schon eine der groiten Schwierigkeiten zeigt: Die Abschétzung der Auswirkungen
von a,-Korrekturen sowie hoheren Termen in der OPE, die in diesem Falle erheb-
lichen Einflufl auf das Resultat haben, ist nicht so ohne weiteres méglich. In dem
angegebenen Fehler sind nur die Unsicherheiten der Eingabewerte berticksichtigt.
Ein Vergleich mit aktuellen Ergebnissen aus Summenregeln, vom Gitter und aus
dem Experiment verdeutlicht, daf} dies die tatsichlichen Unsicherheiten bei weitem
nicht erfafit und dementsprechend zu Unstimmigkeiten fiihrt .

fB = 210 £ 19MeV (Summenregeln [I75]),
fB = 216 £9 £ 19 +4+ 6MeV (Gitter [IZ1]),
fe = 22970050 (stat) 0033 (syst) MeV (Experiment [I82]).
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3.3.2 Lichtkegelsummenregeln

Wie in der Einleitung schon erwithnt, bestehen im Vorgehen starke Ahnlichkei-
ten zwischen Lichtkegel- und SVZ-Summenregeln. Dies wird zum Anlafl genom-
men in diesem Abschnitt nur auf die spezifischen Unterschiede einzugehen, wihrend
fiir das allgemeine Prozedere der vorangegangene Abschnitt als Referenz gelten
soll. Eingefithrt wurden Lichtkegelsummenregeln (LCSR) in [I83, 184, [I85, [I86]
als alternative Methode zu Dreipunktsummenregeln zur Bestimmung von Meson-
Zerfallsformfaktoren. Der wesentliche Unterschied darin bestehend, dafl, anstatt bei-
de Mesonen via entsprechender Strome zu interpolieren, eines auf die Massenschale
(on-shell) gesetzt wird und mittels Verteilungsamplituden beschrieben wird. Es stell-
te sich heraus, daf} fiir Zerfille schwerer in leichte Mesonen, die Methode der LCSR
besser geeignet schien. Qualitativ dadurch begriindet, dafl in diesen Zerfillen der
weiche Formfaktor, bei dem das aktive Quark fast den gesamten Impuls des Mesons
im Endzustand annimmt, stark vom Endpunktverhalten der Verteilungsamplitude
abhéngt, siehe zum Beispiel Dieses Endpunktverhalten wird von der Entwick-
lung in lokale Kondensate nicht korrekt wiedergegeben. Fiir eine ausfiihrliche Dis-
kussion dieses Problems sei allerdings auf [I87] verwiesen.

Ausgangspunkt ist wie bei den SVZ-Summenregeln eine speziell fiir den gewiinschten
Zweck aufgestellte Korrelationsfunktion. Hier zum Beispiel die in Kapitel fiinf noch
niher betrachtete zur Bestimmung der B — w-Formfaktoren f+ sowie f* + f~:

Fulp,q) = i / d'z e (m(p)| T{u(x) 7, b(x) , b(0) imy 5 d(0)}0)
= F( (p+a)*)pu + F(@, (p+0)%) g (3.98)

Auf hadronischer Seite besteht kein Unterschied zum vorigen Abschnitt. Ein kom-
pletter Satz hadronischer Zustdnde mit B-Meson-Quantenzahlen fiihrt in identischer
Weise zur hadronischen Dispersionsrelation:

m2 5 ;r 2 00 hig
P e o) = Gt [, v O

0

Auf der anderen Seite wird die Korrelationsfunktion um den Lichtkegel 22 = 0
entwickelt. Um dies noch ein wenig niher darzulegen werde die nach der Kontraktion
der b-Quarks auftretenden Matrixelemente untersucht:

FOlpa) = im | e O ) () 754000
b () a(2) 37573 0)10)). (3.100)

Diese weisen bereits die Form der Verteilungsamplituden aus Abschnitt 3.2 auf. Hier
sei jedoch noch skizziert, warum eine lokale Entwicklung dieser inadequat erscheint.
Als Beispiel wird das erste Matrixelement in B.TO0 verwendet und der Operator lokal

entwickelt:
o0

1

-
w(a) yuvsd = Y — (D @)y d. (3.101)
n=0 ’
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Die daraufhin auftauchenden Matrixelemente lokaler Operatoren, weisen, da nur
der Vierervektor p zur Verfiigung steht, folgende allgemeine Form auf, wobei MY
reduzierte Matrixelemente mit Dimension ¢ sind:

WDy Da,...D n (2)
<7T<p>|uDa1 Dag s Dan Vi V5 d|0> = U PuPaiPas - - .panMn
+ "DuGaras - - - Pan Mr(f)
+ " GuonPas - Pag MY -+ (3.102)

Weitere Terme mit einem oder mehr metrischen Tensoren folgen. Wird dies in BT00
eingesetzt und iiber x sowie £ integriert, zeigt sich mit

g _(to*-¢
mp — g mp — q”

¢ =

(3.103)
ein Bild wie in BT

F(OPE)(q2’ (p+q)2) . Z gn M(2 +Zm Z fn 3 104)

Ist £ nun endlich und nicht klein, mufl analog zu B.I1,
eine unendliche Reihe von lokalen Matrixelementen berechnet werden. Eine lokale
Entwicklung ist demnach nur fiir (p+¢)* ~ ¢* oder fiir verschwindenen Pion-Impuls
p — 0 sinnvoll. Andererseits zeigt ein Blick auf BT02, dafl die fiihrenden Operato-
ren symmetrisch und spurlos in den Lorentz-Indizes sind, demnach hochstmoglichem

Spin entsprechen. Weiterhin folgt, da der Operator ohne Einsetzung einer Ableitung
gerade von Dimension drei und Spin eins ist, dal die fithrenden Beitrége von Twist
3 — 1 =2 kommen. Eine weitere Analyse zeigt, dal die Beitrage in B102, BT04 ge-
ordnet nach ihrem jeweiligem Twist auftreten, so dal die Lichtkegelentwicklung der
nichtlokalen Matrixelemente gerade einer Entwicklung der Verteilungsamplituden
in aufsteigendem Twist entspricht. Hiernach verlduft das weitere Vorgehen identisch
zu den SVZ-Summenregeln. Die perturbative Berechnung wird zu physikalischen
Impulsen analytisch fortgesetzt, hadronische und perturbative Seite werden einan-
der via Quark-Hadron-Dualitédt gleichgesetzt und schluflendlich wird ebenfalls eine
Borel-Transformation durchgefiihrt, so dafl sich ein Ergebnis der Form

m% /M? 58

0 2
¢ / ds e~/ Ty F#ert) (5, ¢?) (3.105)

QmQBfB

fae(@?) =

ergibt. Das perturbative Spektrum wird stets in einer Art longitudinaler Faktorisie-
rung als eine Konvolution von Verteilungs- und Streuamplitude gegeben:

For(s, ) = 3 / AT (s, ) 0w, ). (3.106)

t=2,3,4,..

Dabei kompensiert die Skalenabhéngigkeit der Streuamplitude die der Verteilungs-
amplitude. Es existiert bisher kein Beweis dieser Faktorisierung, so dafi bei je-
der Rechnung die Giiltigkeit aufs neue gepriift werden muf}. In Kapitel fiinf wird
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dies nochmals aufgegriffen werden. Dort werden ebenfalls numerische Auswertun-
gen durchgefiihrt, so dafl an dieser Stelle darauf verzichtet sei. Wichtig jedoch auch
hier, darauf hinzuweisen, dafl neben anderen Eingabegrofien zwei den Summenregeln
eigene Parameter, durch die Dualitétsniherung und durch die Borel-Transformation,
eingefiithrt werden, die auf dem Niveau, auf dem sich neuere Rechnungen bewegen,
einen Grofiteil der resultierenden Unsicherheit ausmachen. Trotz der sich daraus er-
gebenden Schwierigkeiten die Préizision weiterer Rechnungen noch zu erhéhen, bleibt
jedoch festzuhalten, daf die Lichtkegelsummenregeln oder Summenregeln allgemein
noch immer eine der zuverlédssigsten und besterprobten Methoden bilden, Zugriff
auf hadronische Gréflen zu erhalten.
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Kapitel 4

B-Meson-
Dreiteilchenverteilungsamplituden

Obgleich in [I88] gezeigt wurde, dafi Dreiteilchenzusténde in fithrender Ordnung
zu den weichen Formfaktoren von schweren zu leichten Mesonen beitragen, gab es
in der Literatur keine Untersuchung, die {iber die Herleitung von Relationen durch
QCD-Bewegungsgleichungen [43] oder gruppentheoretische Uberlegungen [A7, [I61]
hinausgingen. Dieses Fehlen von Informationen iiber die funktionale Form von und
dieser Mangel an realistischen Modellen fiir Dreiteilchenverteilungsamplituden ver-
hinderte bis dato quantitative Berechnungen von Beitragen hoherer Fockzusténde.
In diesem Kapitel wird die erste summenregelbasierte Analyse der von Kawamura
et al. [43] eingefiihrten Dreiteilchenverteilungsamplituden vorgestellt.

Im ersten Abschnitt wird aus SVZ-Summenregeln in Heavy-Quark-Effective-Theory
(HQET) analog zu [64] bzw. [I66] das asymptotische Verhalten der Verteilungsam-
plituden abgeleitet, welches als Grundlage fiir zwei Modelle dient: Eines, das dem
Ergebnis des lokalen Dualitédtsgrenzwertes der Summenregeln entspricht, und ei-
nes, das einen exponentiellen Abfall zu hoheren Impulsen des leichten Quarks, bzw.
Gluons vorweist. Mit diesen werden die Bewegungsgleichungen gelost, so dafl zwei
konsistente Sets von Zwei- und Dreiteilchenverteilungsamplituden erhalten werden.
Gemeinsamkeiten und Unterschiede sowie, in einem Vorgriff auf das fiinfte Kapitel,
die Auswirkungen auf die Numerik der B-Meson-Summenregeln werden beleuchtet.
AbschlieBend werden die bisher unveroffentlichten lokalen Summenregeln fiir das
chromoelektrische, bzw. chromomagnetische Moment, d.h. fiir die Normierung der
Verteilungsamplituden Wy und W4 vorgestellt und analysiert.

4.1 Neue Zweipunktsummenregeln

Im dritten Kapitel wurden bereits die HQET-Summenregeln erwéhnt, die Grozin-
/Neubert [64) [T65] und Braun/Ivanov/Korchemsky [T66] nutzten, um Informationen
iiber die Form der Zweiteilchenverteilungsamplituden ¢¥(w), ¢Z(w) zu erhalten.
Diese Methode wird hier fiir die vier Dreiteilchenverteilungsamplituden W 4(w, £),
Uy (w, &), Xa(w,§), Ya(w, &) verwandt. Ausgangspunkt ist dabei folgende Korrelati-
onsfunktion eines lokalen ¢gG-Stromes und eines ¢gG-Stromes bei dem sich Quark-
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(a) (b) (©

Abbildung 4.1: (a) Perturbativer Teil der Korrelationsfunktion (b) Quark-Kondensat
(¢) Gluon-Kondensat

und Gluonfelder auf dem Lichtkegel befinden:

7 (p,t,u) = i / d'z e i)

(OIT{q(tn) T Giro (utn) n” Qu(0), @4 () Gas(w) o’ 75 q(2)}|0) , (4.1)

wobei n? ein lichtartiger Vektor, @, ein HQET-Quarkfeld, G,z der Gluon-
Feldstérketensor, t eine reelle Zahl, die die Position auf dem Lichtkegel angibt und
p die Residualenergie ist. Die lichtartigen Vektoren n und 7, siche Anhang, werden
wiederum so definiert, daf§ v, = $(n, +7,) und n? = 7% = 0,n -1 = 2. Der lokale
Strom wurde der Einfachheit halber rein skalar gew#hlt und Wilsonlinien, die fiir
die Eichinvarianz des Matrixelementes vonnéten wéren, wurden nicht angefiihrt, da
sie in der Rechnung zur fithrenden Ordnung keine Rolle spielten. In diesem Kapi-
tel wird als einzigem der Einfachheit halber die nichtrelativistische Normierung der
HQET verwendet. D.h. f = ‘/m_B fpund |B,) = W|B(p)>

Diese erfolgt nun in bereits beschrlebenen Bahnen, wobei hier theoretische Feinhei-
ten, die der Rechnung zugrundeliegen, aber keinen Einfluf} auf den Gang der Selbi-
gen haben, beiseite gelassen werden. Zuvorderst wird ein vollstédndiger Satz HQET-
Zustande | B,) eingesetzt und die Korrelationsfunktion aufgespalten in Spektraldich-
te sowie niedrigsten Pol, welcher bei der effektiven Bindungsenergie des B-Mesons
p = A = mp—my liegt. Schematisch hat die hadronische Seite somit folgende Form:

/ dw / d eI Py £) / PRGSO

b

Y (p, tu) =

A—p

F(w, &) ist eine der Verteilungsamplituden 3% ist das HQET-Aquivalent mit aller-
dings nur einer Massendimension zu s und Cy hiingt vom Matrixelement des lokalen
Stroms sowie der Normierung von F' ab. Dieses Matrixelement kann aus der in [64]
gegebenen Definition des chromoelektrischen bzw. chromomagnetischen Moments

0T G QB = 5 fTr [%rl L P08 — e — o) — ixg o]
(433)

gewonnen werden:

(01Q Gag o™ 5 q|By) = —4if [(\h + M) (4.4)
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Fiir die Verteilungsamplituden kann mit Hilfe von folgende Korrespondenz auf-
gestellt werden:

F=v5 — F =Wy
Vo — Uy
OwYs — Uy — Uy
hys — Xa+Vy
is — Yo — X4 (4.5)

Bei der Berechnung der Summenregeln treten einige technische Feinheiten auf, die
im Folgenden skizziert werden. Dabei wird die Rechnung moglichst allgemein gehal-
ten, um einen gemeinsamen Ausgangspunkt fiir alle vier Verteilungsamplituden zu
erhalten. Ausgehend von L1l werden alle Quark- und Gluonfelder kontrahiert, siehe
Abbildung EET(a). Zuvorderst interessiert die funktionale Abhéngigkeit der Vertei-
lungsamplituden von Quark- bzw. Gluonimpuls, so dafl im Laufe der Rechnung
numerische Faktoren, die einzig fiir die Normierung der jeweiligen Verteilungsam-
plitude relevant sind, der Einfachheit halber weggelassen, bzw. in einer allgemeinen
Konstanten zusammengefafit werden. Dies wird jedoch auch an entsprechender Stelle
nochmals verdeutlicht.

» o) - d4q 6iq~(x—tn)
I (p, t,u) = z/d4xe ol )z/ 2n)]

q2

N eab dik e—zk~(utn x)
<_2)5 / (271')4 L2 (kakAn,@ - k,@k)\na - (77, ’ k>kagﬁ)\ + (n ’ k)kﬁga)\>
d4l e—il~a: )@ )\b 1 +¢
) — — T T 4.
Z/(%)4 vl {2 2] r[ 2 7’4 (4.6)

Nach Ausfithrung der x- und [-Integration sowie Vereinfachung einiger Terme lautet
der Korrelator:

4 4
I(p,t,u) = 8 / d@d)k g it(atuk)n
™

k?ak?)\ng + k- nkgga)\
kv (g + k — pv)

+ ¥ o

w et o] @
Der Imaginirteil dieses Ausdrucks wird mittels der Cutkosky-Regeln [I89] bestimmt.
Diese besagen grob gesprochen, dafl der Imaginérteil eines Feynman-Diagramms,
verbunden mit reellen Zwischenzustdnden, bestimmt werden kann, indem dieses in
jeder moglichen Weise durchschnitten wird und die dabei durchtrennten Linien on-
shell gesetzt werden. Siehe hierzu z.B. [I5, 7. In diesem Falle, Abbildung L2
ist nur ein Schnitt notig. Fiir die Rechnung heifit dies nichts anderes, als das die
Propagatoren durch entsprechende Delta- und Theta-Distributionen ersetzt werden:

1

p2 — m?2

— =2mid(p® — m?) O(po). (4.8)
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Nach dem Einsetzen der Cutkosky-Regeln E und Ubergang zum Dispersionsintegral

*od drqd*k
H£(ﬂ7t7u) - 16/ 5 / (2(] )6 e*Zt(quuk)-n
o0 S — P T
1 + ?A af

(kakng + (k-n)kggan) Tr [PT o™ s 4

0(s — (q + k) -v)8(k*) 6(¢*) ©(s — (¢ + k) - v) O(ko) O(qo), (4.9)

erweist es sich als gilinstig zum Ruhesystem des B-Mesons iiberzugehen und Licht-
kegelkoordinaten bzw. Lichtkegelvektoren, sieche auch Anhang A, einzufiihren. Die
Integrale iiber die senkrechten Komponenten konnen dann analog zu zweidimensio-
nalen Euklidischen Integralen iiber Winkel und Betrag ausgefiihrt werden. Dabei
treten drei Fille auf:

1. Fall

kK = 0. 4.10
1

/dzkw«k_n)(k.ﬁ) ~E?) = /d¢d|?l\2 <k|.kJ_|

n)(k - )
x (ko] = v/ (k-n)(k-n))
= 1[0k -n)O(k-n) + O(—k-n)O(—k -n)].
(4.11)
3. Fall
/d%kﬁk@((k-n)(k-n) ~ %) = —g(k-n)(k-ﬁ)

X (gW — %(n“n” + n“n”))
x Ok -n)Ok-n) + O(—=k-n)O(=k-n)].
(4.12)

Die ©-Distributionen, die scheinbar nur der Korrektheit wegen angegeben werden,
spielen eine nicht unerhebliche Rolle fiir den Fortgang der Rechnung. Im Ruhesy-
stem des B-Mesons gilt kg = k- v = k- (n + n). Damit wird aus O(ko) bzw.
©(q), O(k-n+k-n) bazw. O(q-n + ¢ - n) und mit obigen Resultaten folgt, dafl
simtliche Lichtkegelkomponenten der Impulse grofier als null sind. Diese Ergebnisse
zur Hand konnen bis auf zwei alle Integrale ausgefithrt werden und es stellt kein
grofleres Problem dar, zu folgendem Ausdruck, der als allgemeiner Ausgangspunkt
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Abbildung 4.2: Anwendung der Cutkosky-Regeln auf [} Der Schnitt erfolgt an der
linken gestrichelten Linie. Alle Propagatoren werden on-shell gesetzt.

zur Berechnung der Summenregeln benutzt wird, zu gelangen:

I (.t ) — %/Z Scfsp / d(q-zﬂ;)g(f.n) etk nQ (k. n)O(q - n)

(2s —qg-n—k-n)(k-n)O2s —qg-n — k-n)

{Tr {r (1 + %(n + n)) 0Py 4 (q-n)

B((k:n)np + (25 —q-n—k-n)n,)n,ng + (k-n)nﬁgap]

+ %Tr {r (1 + %(n+n))aa%¢] (25 — q-n — k-n)

K%@.n)ﬁp + %@5 _gn—k-n) n) npng + <k-n>nﬁgap} } (4.13)

Von hier aus bedarf es nur noch der Berechnung der Spur mit der jeweiligen Dirac-
Matrix und der Extraktion der entsprechenden Lorentz-Struktur. Ist dies geschehen,
kénnen hadronische und perturbative Seite einander wie in Kapitel drei gezeigt via
Quark-Hadron-Dualitét gleich gesetzt werden. Die resultierenden Summenregeln mit
zusammengefaflten Vorfaktoren ergeben nach Borel-Transformation relativ kompak-
te Ausdriicke:

0

Ceﬁ/ dwdé Wy (w, &) = 1/ dsei;/ d(k-n)d(q-n)
0 2 wie 0
X (k‘ . n)2(23 —q-n — k- n)Q e*it(quuk)'”
(4.14)
ot [Taiewnoe) = 3 [ asew [T anmagon
0 2 Jexe :
X (kn)Q(Qs —q-n— k,n)Z e—it(q-i-uk)-n
(4.15)
Ceh [T dode (aw.8) = Wr(w.8) = 0 (4.16)
0
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$0

Ce i /oo dwd€ (Wa(w, &) + Xalw,€)) = /

0 wtE

dse!ff/ d(k-n)d(q-n)
+ 0

(k-n)(g-n)(2s — q-n — k-n)?e tatub)rn (4 77)

Cle i /Ooo dw dE (Ya(w,€) — Xa(w,€)) = —é/ ds e~ 3 /Ooo d(k-n)d(q-n)
(k-n)(2s — q-n — k-n)%(2s — 4(k-n) — q-n)e tarubln (418)

C steht in allen Summenregeln fiir die gleiche Konstante, aus anfangs beschriebenen
Matrixelement, rationalen Zahlenfaktoren und (27)*. Unterschiede bestehen einzig
in Vorfaktoren %, bzw. —%. Obige Summenregeln werden nun nach den einzelnen
Verteilungsamplituden aufgeteilt. Die endgiiltige Form ergibt sich dann, indem die

. . . . Y- - . o . .
resultierenden Formeln jeweils mit e=%% Wb multipliziert und iiber u re-

sowie e~
spektive t integriert werden.

_ 1 80 R
Ce Up(w, &) = 552 [ws dse (25 —w — €)?0(2s° — w — §)

Ce_%XA(w,f) = 1(2@0—5)5/8 dse ™ (25 — w — £)20(28° — w — §)

2 3
A 1 s° s
Ce v Yy(w,§) = — & [ dseTV (25 = w = (25 — 10w + %)
x 028" —w — &) (4.19)

Diese Ausdriicke verdienen Kommentierung. Zum FErsten hingt der asymptotische
Anteil aller Verteilungsamplituden offenkundig mindestens linear vom Gluonimpuls
& ab. Dies ist @hnlich dem Pion Twist 4 Fall, wo ebenfalls zwei der Verteilungs-
amplituden linear und zwei quadratisch von ag abhéngen. Zum Zweiten wie schon
aus 141 und ET@ ersichtlich, erfiillen ¥y, und W4 die gleichen Summenregeln,
d.h. daB sich in dieser Néaherung kein Unterschied zwischen diesen beiden feststel-
len 148t. Unter anderem begriindet dies aus der Normierung von W 4 respektive Uy,
heraus die Niiherung A% = A%, die bereits in Kapitel 3 mit Grozin/Neuberts Modell
[64] fiir die Zweiteilchenverteilungsamplituden aufgebracht wurde. Erste Korrektu-
ren zu dieser werden in Kapitel 4.3 unter die Lupe genommen, wo die entspre-
chenden lokalen Summenregeln fiir das chromoelektrische- bzw. chromomagnetische
Moment unter Einbeziehung von Quark- und Gluon-Kondensat aufgestellt werden.
In [T68, 77 wurde fiir eine grobe numerische Abschéitzung der Dreiteilchenkorrek-
turen zur Wandzura-Wilszek Relation aus einem heuristischen Vergleich der
Matrixelemente von Wy — W, und ¢3, auf eine identische Asymptotik der Vertei-
lungsamplituden geschlossen. Diese

\I/V(wag) - \IIA(wag) ~ ng

konnte in der hier vorgenommenen Néherung nicht bestétigt werden. Eine Mdoglich-
keit iiber die gezeigten Ergebnisse hinauszugehen, bestiinde in der Berechnung der
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Diagramme ELT[(b) und (c). Dabei tauchten nicht-kollineare Kondensate auf, die mit
den Methoden aus [T90] in bilokale Kondensate entwickelt werden kénnten. Analog
zu [64, [165] wiirde dann der Summenregelbeitrag dieser Diagramme modelliert. Ein
nicht unerheblicher Aufwand, dessen Ergebnis zudem von dem Modell des biloka-
len Kondensats abhinge. Aus dieser Uberlegung heraus und da in [64] die Modelle
fiir ¢, ¢_ ohne Beitrag des Kondensates aufgestellt wurden, wurde hier auf die
Berechnung verzichtet.

4.2 Modelle und Bewegungsgleichungen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse des Vorherigen zum Aufstellen zweier
Modelle benutzt. Mit diesen werden die in Kapitel drei aus [#3| [[65] zitierten und
hier nochmals hergeleiteten Relationen B8l zwischen Zwei- und Dreiteilchenvertei-
lungsamplituden gelost. Die sich ergebenden Modelle fiir die Zweiteilchenverteilungs-
amplituden werden diskutiert und den in der Literatur angebenen gegeniibergestellt.
Probleme folgend aus der Renormierung von ¢, beziiglich der Giiltigkeit der Re-
lationen und ihrer Losung jenseits fiihrender Ordnung, wie in [T91] angesprochen,
kénnen hier nicht weiter behandelt werden und bediirfen noch eindringlicher Unter-
suchung. Zwecks Ubersichtlichkeit und mangels Verwechslungsgefahr wird in diesem
und dem néchsten Abschnitt der hochgestellte Index B bei den Verteilungsamplitu-
den weggelassen.

4.2.1 Herleitung der Differentialgleichungen
Grundlegend fiir die folgende Herleitung ist die Fock-Schwinger-Eichung

(x — xp)t Al(z) = 0, (4.20)

und insbesondere die daraus folgende Verbindung zwischen Feldstérketensor und
Eichfeld, siehe z.B. Anhang von [I77]:

Al(r) = /0 doa(r — zp)" Gy (ax + (1 — a)xy). (4.21)

Mit Hilfe dieser lassen sich die folgenden Identitédten zeigen:

o d0)TQ = AP +i [ dund(e) gGuulun)a* 1T Qs

S AT Q) = ~qe) T Dy Qulwlyma + 5z e+ )T QYo

+ 4 /01 du(u — 1) q(z) g G(ux) 2" T Q, (4.22)

Hierzu einige Anmerkungen: Wie iiblich gilt, wenn ein Feld oder Operator ohne
Ortsabhéngigkeit angegeben wird, ist dieses bzw. dieser am Ursprung zu nehmen.
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Die erste dieser Identitéten folgt mit EE2T1 fiir xy = 0 direkt aus 5 = E —igA(x). Bei
der Zweiten bedarf es ein wenig Vorsicht. Hier mu8 A,(0) in die Form EE2T] gebracht
werden. Entscheidend ist jedoch, dafl um die Eichungen in beiden Identitdten kon-
sistent zu halten, das Eichzentrum gleich sein muf}, d.h. daf§ die Eichung von A,,(0)
orstabhingig wird:

A,0) — —/0 duuz” Gyu((1 —u)x).

Mit einer einfachen Substitution © — 1 — u wird so der Ausdruck in erhalten.
Das weitere Vorgehen wird durch Bilden der Matrixelemente (0|...|B(p)) der Ope-
ratoren und durch Ausnutzen der Bewegungsgleichungen des leichten bzw. schweren
Quarks bestimmt. Erstere Identitdt wird so unter Vernachlissigung der Masse des
leichten Quarks zu:

0 _ _ e _ . _

o 0120 TQUBE) = i [ duu 0lata) g Giluz) "' T QuIB (). (423
0

Hier werden die Definitionen der Zwei-bzw. Dreiteilchenverteilungsamplituden B:54]

BB, eingesetzt und auf der linken Seite die Ableitung gebildet. Zu beachten ist

dabei, daB8 die Ableitung nach z* vor dem Ubergang zum Lichtkegel 2> — 0 durch-

gefithrt werden muf}, d.h. daf} in

Ao (t, 2 A (t, 2
¢+ (t,2%) L om, ¢+ (t, z°)
dt dx?
der zweite Term nicht vergessen werden darf. Auf diese Weise werden durch Vergleich

der Anzahl der Dirac-Matrizen, unter Ausnutzung von (1+9)#¢p = 2t(1+9)—(1+9)#
zwei Differentialgleichungen erhalten

0 -~
@m(t, 2%) = v, (4.24)

Ob_(t, z* 1/- - 2 [ 9¢_(t, x> b (t, 22
WT) 4 2 (6t — dulta®) + ‘%( r) 0ol )>

1 22 . ~ ~
= —/ duu (7 Ya(t,u,x?) — 2t (\IIA(t,u,xQ) — \Ilv(t,u,:c2)>) ,

0
8¢~)+(t,l‘2) 1 aq;—(th) 8¢~)+(t,l‘2) 1 1 7
o %( o ot ) T op ((b*(t’”“g) N ‘b*(t"”j))
_ / " duu (@A(t,u,x2) 420y (tu,2?) + XA(t,u,x2)) , (4.25)

0

die mit 2% = 0 das erste Zwischenergebnis bilden:

8¢~58—t(t) n %(q;_(t) _ ¢~5+(t)> = 2t /01 duu (@A(t,u) — ‘i’v(tau)>>

09 (t, 2%) L (96-(t)  96.(1) Lo/ ;
2 +ax2 e 2 ( ot a+t ) T op ((b’(t) B ‘b*(t))
— /01 duu (@A(t, u) + 20y (t,u) + XA(t,u)> . (4.26)
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4.2. MODELLE UND BEWEGUNGSGLEICHUNGEN

Bei der zweiten Identitéit in bedarf es der Kontraktion mit v#, um die Bewe-
gungsgleichung des schweren Quarks v- D@, (x) = 0 auszunutzen. Desweiteren wird
zusétzlich folgender Zusammenhang

5o 010+ DT QUIBD)], .y = 501 ™ a) T Qe B,

= —w,M0[g(2) I Qu|B(p)) (4.27)

mit A = mp — m, bendtigt, ehe auf dieselbe Weise wie oben zwei weitere Differen-
tialgleichungen hergeleitet werden konnen:

B L0 io) s
— /1 du(l — u) (‘i’A(taU) + XA(t’“)> ’ (4.28)
B I RS 1CURD

+% (%a_t(t) B 8¢a+t(t) B %(&‘(t) B QL(t)) )
= /01 du(l — u) (@A(t, u) + ?A@, U)) . (4.29)

In diesen tauchen keine Terme ~ z? auf, daher wurde direkt zum Lichtkegelgrenz-
wert iibergegangen.

Hier bestehen nun mehrere Moglichkeiten weiter vorzugehen. Die erste und offen-
sichtlichste, die auch hier verfolgt werden soll, und erstmals in [43] durchgefiihrt wur-

de, besteht darin, die vier Differentialgleichungen nach a¢i(t aufzulésen und zur Im-
pulsdarstellung iiberzugehen. Es entsteht ein Vollstandlges System, welches mit ent-
sprechenden Modellen fiir die Dreiteilchenbeitrige die Form von ¢4 (w) vollstéindig
bestimmt. Eine zweite Moglichkeit, die Bestimmung der néchstfiihrenden Vertei-

lungsamplituden %ﬂ;’xz) L zur Parametrisierung von Abweichungen vom Licht-

kegel, wurde im Verlauf dieser Arbeit kurz verfolgt, beim Auftreten nicht uner-
heblicher Probleme jedoch vorlaufig ad acta gelegt. SchluBendlich wurden in [T92]
die Differentialgleichungen unter Vernachlissigung der Dreiteilchenbeitrége, jedoch

Beibehaltung der Terme ~ 22 fiir M

gelost, um die funktionale Abhéngigkeit
der Zweiteilchenverteilungsamplituden von der transversalen Separierung, bzw. vom
transversalen Impuls zu bestimmen. Gerade diese Abtrennung der Dreiteilchenbei-
triage ist jedoch einer der Hauptkritikpunkte in [I9T]. Daher wird hier, auch wenn
diese Ergebnisse in [8, 193] gestiitzt und erweitert wurden, noch weitere Priifung
notig sein.

Eine Gleichung fiir ¢ (w) 1Bt sich direkt durch Ubergang zur Impulsdarstellung aus
der ersten Relation von .20 erhalten. Fiir eine Weitere mufl aus der zweiten Relation

in und der Ersten in %ﬁﬁ)) , eliminiert werden, ehe dort ebenfalls zur
z4=0

79



KAPITEL 4. B-MESON-DREITEILCHENVERTEILUNGSAMPLITUDEN

Impulsdarstellung gewechselt werden kann. Dieser Wechsel wird vollzogen, indem
die Definition der Verteilungsamplituden

bult) = [ doeosw)  Flew = [T [ deeeno pug)

sowie die Ersetzung ¢t — i% bzw. u — %d% benutzt werden und soll im Folgenden

am ersten Fall kurz demonstriert werden.

(d% e—z‘(w+u£)t) (Vs(w, &) — Yy (w,&)) (4.30)

Mit einer partiellen Integration linkerhand und nach ausfithren der u-Integration,
durch die sich ¢ rechterhand rauskiirzt, ergibt sich folgendes Bild:

o do_ . o0 : d 1 .
/o dw {—W gbdu(}w) - ¢+(w)] et = -2 /o dwd e ™" (d_f : (e — 1))

(\I/A(wag) - \va(w,E)) (431)

Zu den partiellen Integrationen ist zu sagen, daff davon ausgegangen wird, dafl die
Verteilungsamplituden generell im unendlichen verschwinden und daf} speziell die
Dreiteilchenverteilungsamplituden fiir verschwindenden Gluonimpuls, eben weil die-
ser Zustand von den Zweiteilchenverteilungsamplituden beschrieben wird, ebenfalls
verschwinden. Anderenfalls triten in der Rechnung zusétzliche Oberflichenterme
auf, die im Weiteren nicht beriicksichtigt werden. In EE3T] wird auf der rechten Seite
eine partielle Integration in & durchgefiihrt und auf beiden Seiten mit e** multipli-
ziert sowie iiber ¢ integriert. Die entstehenden Delta-Distributionen ermdéglichen es
die w-Integration auszufithren, was nach einer Umbenennung p — w das Ergebnis

o o) =2 [T F [ a8 - W(0,9)
d

- Ow - §)d—£(\I’A(w,§) = Uy(w, )| (432)

liefert. Dies entspricht dem in [43] angegebenen Ergebnis, wobei dort die rechte Seite
kompakter geschrieben wurde. Die zweite Gleichung ergibt sich auf &hnliche Weise,
daher wird hier auf die Herleitung verzichtet und es werden die beiden resultierenden
Relationen in der Schreibweise von [A3] angegeben:

WMT(()W) + ¢ (w) = I(w), (4.33)
(w—=2MN o, (w) +wo_(w) = J(w). (4.34)
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4.2. MODELLE UND BEWEGUNGSGLEICHUNGEN

I(w) und J(w) sind die Dreiteilchenbeitrage und werden dort, wie bereits in
zitiert, in der folgenden kompakten Form angegeben:

Iw) = /° &[ pg agﬂbxmﬁ) Vo(p6)],  (4.35)

J(w) = —2—w dp/ — [Walp. &) + Xalp, €)]
: = dg 8\va p, £)
_4/0 /w (4.36)

Im néchsten Abschnitt werden EE34 unter Verwendung von Modellen, die auf dem
berechneten asymptotischen Verhalten der Dreiteilchenverteilungsamplituden basie-
ren, gelost, daraus resultierende Konsequenzen diskutiert und einige strittige Punkte
angesprochen.

4.2.2 Losung der DGLs mit neuen Modellen

Die Gleichungen B34 konnen in Anlehnung an 3] gelost werden, indem die Ver-
teilungsamplituden ¢, aufgeteilt werden in den sogenannten Wandzura-Wilczek-
Anteil, der die Gleichungen unter Vernachldssigung der Dreiteilchenbeitréige I(w),
J(w) 16st sowie in einen Anteil, der diese Beitrége beriicksichtigt:

pr(w) = o (W) + 6P (). (4.37)

In bereits erwihnten Vortrag [I91] wird dieser Punkt aufgegriffen und die Frage
aufgeworfen, inwieweit die Abspaltung legitim sei. Dazu wird angefiihrt, dafl in [43]
nichtlokale Operatoren als generierende Funktionen von renormierten lokalen Ope-
ratoren

1,0 =3 & [ )(D-n)" T Qu(0)] (4.38)
n=0
angenommen werden und somit eine Aquivalenz zwischen Momenten der Vertei-
lungsamplituden und Matrixelementen von lokalen Operatoren besteht:

wamM%m0:@m45mﬁ%m&w)

Unter diesem Gesichtspunkt ist nicht klar welche Bedeutung ¢§EWW) haben sollte.
Andererseits wird darauf hingewiesen, dal, wenn die nicht-triviale Renormierung
von ¢, beriicksichtigt wiirde [I64), 166, 167], dal dann die Herleitung der zwei-
ten Relation von B34 noch einmal tiberpriift werden miisse. In [I61] wurden die
Ergebnisse aus [A3] iiber gruppentheoretische Zerlegung der Verteilungsamplituden
nach konformen Twist noch einmal bestétigt. Ein weiterhin interessantes Feld, wel-
ches jedoch jenseits des Fokus dieser Arbeit liegt. Hier wird eine sehr pragmatische
Sicht auf EE37 eingenommen. Diese wird schlicht als legitimer Ansatz zur Losung
der Gleichungen EE34 gesehen, mit dessen Hilfe schluffendlich die vollsténdigen Ver-
teilungsamplituden ¢4 erhalten werden. So gesehen bilden die Wandzura-Wilczek
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KAPITEL 4. B-MESON-DREITEILCHENVERTEILUNGSAMPLITUDEN

Verteilungsamplituden

(Ww) w A
v(Ww) 212 O2A - w),
(WW) . 2N —w A

o W) = gz OCA —w),

die Losung der homogenen Gleichungen mit der physikalischen Randbedingung, dafl
in fithrender Ordnung das leichte Quark im B-Meson nur einen Lichtkegelimpuls bis
2A einnehmen. Die Losungen der inhomogenen Gleichungen

(9) _ v
oy (w) = ﬁq’(w)a
o (w) = 2A2X ~ d(w) + @ (4.39)

mit den ldngliche Ausdriicken

b(w) = O(2A — w) {/Ow dp 2/{\((5)p - J2(/_(\))}

— 0w — 2A) /:O dp%—/:o dp(@+ J;f)) (4.40)

und
K@) = 16) + (55 - 1) J0) (141)

geben dann die Moglichkeit unter Kenntnis der Dreiteilchenbeitréige die vollstandi-
gen Zweiteilchenverteilungsamplituden zu erhalten. In Kapitel 4.1 wurde der asym-
ptotische Anteil der Dreiteilchenverteilungsamplituden berechnet. Um jedoch
zu erhalten, bedarf es der gesamten Verteilungsamplituden. Daher werden auf der
Basis des asymptotischen Anteils zwei verschiedene Modelltypen aufgestellt. Zum
Einen wird der sogenannte lokale Dualitdtsgrenzwert M — oo der Summenregeln
ausgewertet und die so erhaltene funktionale Form mit der richtigen Normie-
rung B.64 ausgestattet:

3
VP (06) = WP (€)= (35%) & (1 _et 5) 625 — w,— &),

433 250
)\2 3
X0 = (228 ) ez - 9 (1- %5) o2i - w - 0
2 3
YiP(w, &) = — (3125) ¢ (1 — “’;Sfoé) (230 — 13w + 3£)O(25) — w — &).

(4.42)

Zum Zweiten wird, anstatt groflere Impulse des Quarks und Gluons respektive mit-
tels einer Theta-Distribution abzuschneiden, ein exponentieller Abfall angenommen:

)\2 —\w w
Valw, §) = Ty(w, §) = 5 e @i,
0

A

Xalw, &) = 582w —¢) et
0
A @O
Ya(w, &) = —z75&(Twy — 13w+ 3¢)e 0. (4.43)
24w
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4.2. MODELLE UND BEWEGUNGSGLEICHUNGEN

Ehe die Losungen der Gleichungen 234l besprochen werden, sei noch auf einige mehr
oder weniger offenkundige Punkte hingewiesen: Beide Modelle fiihren offensichtlich
zu I(w) = 0, so dafl die Relationen

o-w) = [Tap® g o = [ ap ™)

keine Korrekturen erhalten. Desweiteren ergeben sich fiir J(w) Ausdriicke

JeP) () = —%w(zwo —w)e =
3w; ’
3502,

JIDP) () w (259 — w)?{(25) — 5w)O(25) — w) + 25y — w},

323
(4.44)

aus denen ersichtlich wird, da8 J(w = 0) = 0 und somit das Verhalten von ¢, (w)
fiir w — 0 unverédndert bleibt.

Fiir die vollstandigen Zweiteilchenamplituden liefern die Modelle dennoch wenig
erhellende, recht komplizierte Ausdriicke in Abhingigkeit von wy bzw. §, sowie A
und Mg, deren erste inverse Momente )\Sw ), )\%d) durch folgende Zusammenhénge

gegeben werden:

New — L, 2 (4.45)
B A 3&)8 .

1 7\2
AP E . 4.46
B A _'_ 2§02 ( )

Trotz der sehr uniibersichtlichen Form lassen sich einige Aufélligkeiten finden: Fiir
beide Modelle ergibt sich, bei gleichgewahltem ersten inversen sowie erstem und
zweitem Moment B.07, eine sehr dhnliche Form bei niedrigen Impuls w, siche Ab-
bildung Dies ist interessant fiir die Numerik in Kapitel 5.1, wo die Verteilungs-
amplituden nur bis zu einem Impuls 72—(; bendtigt werden, bis zu welchem praktisch
kein Unterschied zwischen den Modellen besteht. Weiter fillt auf, dafl Losungen oh-
ne Divergenzen fiir das exponentielle Modell nur unter der Voraussetzung wy = %/_\
moglich sind, wahrend fiir das Modell aus dem lokalen Dualitdtsgrenzwert stets ei-
ne logarithmische Divergenz vorhanden ist. Wird noch nach einer stetigen Losung
gesucht, so ergibt sich als einzige Moglichkeit A%, = 2A%, Ap = wy = A. Da es sich
bei den Verteilungsamplituden um Distributionen handelt, die stets mit Streuam-
plituden gefaltet werden, stellen Unstetigkeiten kein Problem dar, doch ist bemer-
kenswert, dal genau die Voraussetzungen

2 - 2
wO:)\Bng AQE:AQH:§A2

von Grozin/Neubert [64] fiir ihr einfaches Modell

W _w 1 -
¢4 (w) A ¢-(w) = o
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KAPITEL 4. B-MESON-DREITEILCHENVERTEILUNGSAMPLITUDEN

Abbildung 4.3: B-Meson Zweiteilchenverteilungsamplituden ¢%(w) (links) und ¢P (w)
(rechts). Das Modell mit exponentiellem Abfall ist als durchgezogene,
das aus dem lokalen Dualititsgrenzwert als gestrichelte Linie darge-
stellt. Zum Vergleich ist der jeweilige Wandzura- Wilczek-Anteil als ge-

punktete Linie eingezeichnet. Fir beide Modelle gilt: A\p = %f& und
)\2 _ )\2 _ 2A2
E = H = 34

bendétigt wurden und diese nun nicht nur die einzige stetige Losung liefern, sondern
unter diesen Voraussetzungen auch dieses Modell reproduzieren.

Zum Abschlufl diese Abschnitts sei der Vollstéindigkeit halber noch angemerkt, dafl
in [193] darauf hingewiesen wird, dafl AT nur eine spezielle Moglichkeit einer all-
gemeinen Losung mit zwei Integrationskonstanten sei. Es zeigt sich jedoch, dafi dies
fiir die hier vorgenommene Analyse und die gezogenen Schliisse keine weitere Rolle
spielt.

4.3 Chromoelektrisches und -magnetisches Mo-
ment

In diesem Abschnitt werden noch einmal einige Worte zu der Niherung A% = A%
verloren. Dazu werden zunichst die in [64] hergeleiteten Summenregeln aus einer
nichtdiagonalen Korrelationsfunktion unter einbeziehung von Quark- (gq), Gluon-
(Grras,) = (G?) und Quark-Gluon-Kondensat (o, G*q) = m(dq) vorgestellt,
siche Abbildung B4 (d)-(g), um diese dann mit zwei simplen diagonalen Summen-
regeln zu vergleichen. Die numerische Auswertung der in [64] erlangten Ergebnisse

- 2 —
AL d = —NCp M554(M) - <qq>,
A S 3(15 _ S
e = M 0) Mo (35)
as<G2> So m
167 M(SO(M a 16 (4.47)
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N

(f) (8)

Abbildung 4.4: Vergleich der Diagramme, die hier bzw. in [0)] berechnet werden. (a)-
(c) werden in dieser Arbeit betrachtet, (d)-(g) in [64/

mit
5,(z) = O(2) (1 > %) (4.48)

lieferte die bis heute zitierten Werte

A% = (0.11 £ 0.06) GeV?, A\, = (0.18 £ 0.07) GeV?. (4.49)
Dafiir wurden die Summenregeln EE417 durch die Summenregel fiir die Zerfallskon-
stante [194, 195
9 _A N, 3 50 <C.7Q> mg
_ M B R 4.
fremt = gm Mo <M) 1 < 16 M2 (4.50)

geteilt und folgende Eingabeparameter verwendet:
(Gq) = —(0.23GeV)?,  a,(G?) = 0.04CeV*, m3 = 0.8CeV? a, =04. (4.51)

Fiir die Stabilitdt der Summenregel werden die Intervalle 59 = 1.00 4+ 0.15 GeV
und M = 0.3 — 0.5 GeV als optimal angegeben. Numerisch ist damit die Naherung
A% = )2, durchaus begriindet. In ETA wurde jedoch gezeigt, daB A2, und A% in erster
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Néherung sogar identische Summenregeln erfiillen sollten. Um diesen Punkt weiter
zu beleuchten, werden die entsprechenden diagonalen Summenregeln mit Einbe-
ziehung von Quark- und Gluon-Kondensat hergeleitet, siche Abbildung B4l (a)-(c).
Ausgangspunkt dieser Herleitung ist die LTl dquivalente lokale Korrelationsfunktion:

) (p) = i / diz e=io(v)
(OIT{a(0) T Gra (0) " Qu(0), hi(2) Gaslw) o 5 () }0) . (4.52)

Die Rechnung folgt bereits bekannten Bahnen. Einzig die lokalen Entwicklungen der
Kondensate

. ) o 1 ..
(0lg'(2) ¢'10) =~ (07" ¢’|0) = 507 (aa),
1
(0Gas() G 10) =~ (01Gas Gy, l0) = %5“"(9%9@ — Gav 95u)(G?) (4.53)

und werden benotigt, um folgende kompakte Ausdriicke zu erhalten:

2 2\\2 2 -2 _ O 192 - S0\ 4= S0
(Ve + M) X e = — [%QM 0 | 77 ) — 4M @) ds | ;
. \
+ MG (5—]\;)] (4.54)
(02 +a2) 02 et = Q|22 ms (20) gt gy oy (22
E H] 7B T | 272 M M

- MG, (M)] (4.55)

Es ist noch einmal deutlich zu sehen, dafl der fithrende perturbative Term in bei-
den Formeln exakt identisch ist, wihrend sich die Kondensatbeitrédge in ihren Vor-
zeichen unterscheiden. Eine numerische Auswertung ergibt hier einige Probleme.
Wie in [64] wird eine starke Abhéngigkeit der Summenregeln vom Borel- und Dua-
litdtsparameter beobachtet. Im Gegensatz zu dort erscheint jedoch eine Divison
durch nicht sinnvoll, da sich kein gemeinsames Stabilitédtsfenster finden la83t.
Dies ist unter anderem darauf zuriickzufiihren, dafl in in oben angebenen In-
tervall 5o = 1.00 £0.15GeV, M = 0.3 — 0.5 GeV der Beitrag des Gluonkondensates
dominiert und demnach die zweite Summenregel negative Werte annimmt. Erst fiir
S0 2 2.0 GeV liefert der perturbative Term den grofiten Anteil. Mit zunehmenden
So, bzw. M verlieren die Kondensate weiter an Bedeutung doch ergibt sich fiir die
einzelnen Summenregeln kein eindeutiger Bereich, an dem eine numerische Auswer-
tung sinnvoll erschiene. Das Verhéltnis der Summenregeln weist erwartungsgeméfl
eine recht hohe Stabilitéit {iber weite Teile des Parameterraumes auf. Die resultie-
renden Werte fiir i—f? variieren grob zwischen 1.0 und 1.5. Wie in vielen Punkten
dieses Kapitels bedarf es hier weiterer Analysen, die eventuell die Schwéchen dieser
Summenregeln beheben. In dem Zusammenhang wire es insbesondere Interessant,
inwieweit sich, durch miteinbeziehen der Quark- und Gluonkondensate auch in den
Summenregeln ET9, das Verhalten der Dreiteilchen- und iiber die Bewegungsglei-
chungen der Zweiteilchverteilungsamplituden verdndert.
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Kapitel 5

Summenregeln fiir
B — P, V-Formfaktoren

Nachdem in den vorhergehenden Kapiteln die physikalischen Methoden, Proble-
me und Grundlagen erldutert bzw. geschaffen wurden, werden in diesem Kapitel,
dem Kern dieser Arbeit, zwei Rechnungen vorgestellt, die beide auf den Lichtkegel-
summenregeln basieren. Grob gesagt, besteht der Unterschied zwischen den beiden
Methoden im Vertauschen der Rollen des leichten und des schweren Mesons. Im klas-
sischen Ansatz, wie in Kapitel drei vorgestellt, wird eine Korrelationsfunktion mit
einem leichten Meson on-shell und einem durch einen entsprechenden Quarkstrom
interpolierten schweren Meson betrachtet. Bei den B-Meson-Summenregeln, wie sie
im Weiteren genannt werden sollen, wird das leichte Meson durch einen Quarkstrom
interpoliert und das B-Meson befindet sich auf seiner Massenschale. Der Zweitere
Ansatz wurde dabei erstmals im Laufe dieser Dissertation und der zuvor geschriebe-
nen Diplomarbeit vorgeschlagen und entwickelt [I68]. Unabhingig davon auch [67].
Die Rechnung im klassischen Ansatz stellt hingegen die aktualisierte Fassung einer
bereits von Patricia Ball und Roman Zwicky [123] 45] durchgefiihrten Rechnung und
damit den neuesten Stand der Lichtkegelsummenregeln mit Verteilungsamplituden
leichter Mesonen dar.

So sind auch die Ergebnisse stark unterschiedlicher Natur. Wéahrend die Summen-
regeln mit B-Meson-Verteilungsamplituden ihre Feuerprobe bestanden haben und
nun der Weiterentwicklung bediirfen, befinden sich die klassischen Summenregeln in
einem Stadium der Prézision, in dem weitere Verbesserungen mit stets wachsendem
Aufwand verbunden sind. Demnach ist es nicht verwunderlich, da die Ergebnis-
se der B-Meson-Summenregeln noch mit erheblich hoheren Unsicherheiten behaftet
sind, als die des klassischen Ansatzes.

5.1 Lichtkegelsummenregeln mit Verteilungsam-
plituden des B-Mesons

Zwei nicht unerheblich Vorteile besitzen die B-Meson-Summenregeln gegeniiber dem
klassischen Ansatz: Zum Ersten lassen sich alle Formfaktoren, die hier berechnet
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werden, durch einfaches dndern der Dirac-Struktur und des Flavor-Inhaltes der
Strome in (] erhalten. Es werden keine verschiedenen Verteilungsamplituden fiir
die verschiedenen Endzustédnde benotigt, was den Rechenaufwand erheblich redu-
ziert. Zum Zweiten konnen, da der Schnitt im selben Kanal erfolgt, Borel- und
Schwellen-Parameter aus den Zweipunktsummenregeln fiir die jeweilige Zerfallskon-
stante iibernommen werden, was den Riickgriff auf jahrelange Erfahrung erlaubt.
Die Berechnung der B-Meson-Summenregeln unterscheidet sich nicht sehr vom klas-
sischen Ansatz und folgt dem in Kapitel drei vorgestellten allgemeinem Schema,
siehe Diagramm BI0, so dafl auf eine detailierte Betrachtung der bereits darge-
legten theoretischen Grundlagen verzichtet werden kann. Ausfiihrlicher werden die
Lichtkegeldominanz der betrachteten Korrelationsfunktion, die Herleitung der Di-
spersionsintegrale auf Seiten der OPE sowie der Grenzwert, daf§ die b-Quark Masse
gegen unendlich geht und damit verbundene Eigenschaften, behandelt. Die hier vor-
gestellte Rechnung stellt weitestgehend eine detailiertere Darstellung, der bereits in
2] versffentlichten Rechnung, dar, so daf§ in einigen Punkten auf diese verwiesen
wird.

5.1.1 Korrelationsfunktion

Zur Berechnung der B — P, V-Formfaktoren wird eine Korrelationsfunktion von
einem elektroschwachen Ubergangsstrom ¢;[',b und einem interpolierenden Strom
fiir das leichte Meson ¢.I',¢q1 betrachtet.

F (poq) =i / d'z e (0|7 {ga(x)Caqi (2), @1 (0)T5(0)} | B(Pp)) . (5.1)

Die Quarksorte ¢ , gy wird dabei durch die Valenzquarks des leichten Mesons, die
Gammamatrizen I',, ', respektive durch die Art des Mesons, Pseudoskalar oder
Vektor, und die Art des Ubergangs, Vektor, Axialvektor oder Tensor, bestimmt. Die
dusseren Impulse werden mit p, ¢ bezeichnet, wiahrend der Impuls des B-Mesons
auf der Massenschale Pg = p + ¢ mit P4 = m% ist. In Tabelle EZIl werden die
hier verwendeten Kombinationen von Quarksorten und Gammamatrizen mit den
entsprechenden Formfaktoren aufgelistet.

5.1.2 Lichtkegeldominanz

Zum Beweis der Lichtkegeldominanz der Korrelationsfunktion Bl wird diese in er-
ster Ordnung HQET dargestellt, d.h. der Impuls des B-Mesons wird in statischen-
und Residuumsimpuls aufgeteilt Pg = p+q = my v+ k und das b-Quark-Feld durch
ein effektives HQET-Feld ersetzt b(z) = e™?*Q, (). Die Masse des B-Mesons ist
dann mp = my + A und im gewihlten Ruhesystems des B-Mesons v = (1,0, 0,0)
ist kg ~ A. Es wird die relativistische Normierung des Zustandes beibehalten,
d.h. |B(Pg)) = |B,) und zur Vereinfachung der weiteren Herleitung wird der Im-
pulsiibertrag ¢ analog zum Impuls des B-Mesons aufgespalten ¢ = my v + ¢, so dafl
p+q==F.
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Zerfall ‘ql‘ G2 ‘ r, ‘ I ‘Formfaktoren‘

fyﬂ f;r’ fgﬂ
B—m | u|du| s

Oup fgn
_ T o foxc
B—=K | s |du|%7s
Oup fEx
Vu VB

B — P u | du T Y5 Aprv AQBp

Bp
T

’YM VBK*

B— K| s |du Yoo | VY5 A{;K*, AJQBK*

BK*
Oup T

Tabelle 5.1: Quarksorten und Diracmatrizen in der Korrelationsfunktion (21l) zur Be-
rechnung der verschiedenen Formfaktoren.

Formal ergibt sich so:

~ . 1
FP(p,q) = FP)(p,q) + 0(%), (5.2)

mit der von m; unabhéngigen Korrelationsfunktion F 655 v,
By (p.q) = / d' 7 (0|T {Go(x)Dag (). & (O)TQu(0)} [B.)  (5.3)

Im Prinzip spiegelt diese die v*(p) v*(¢) — 7°(p+ ¢)-Amplitude wieder. Zwei leichte
Quarkstrome, ), hangt nicht mehr von der Masse des b-Quarks ab, mit Virtualitédten
p? respektive §? annihilieren einen hadronischen Zustand mit der Masse A. Der
Beweis der Lichtkegeldominanz folgt demnach denselben Argumenten wie z.B. in
[T26] und verlduft sehr dhnlich dem dort dargestellten. D.h. es werden raumartige
und grofle Impulse angenommen:

p27 d2 <0 P27 |62| > AZ}CDa A27 (54)
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mit P2 = —p? und einer gleichfalls groBen Differenz der Virtualititen, so dafl

2p- -k |¢° - P°

= P2

£0 (5.5)

mindestens von der Groenordnung O(1) ist.
Die Achsen lassen sich stets so legen, dafl p = (po, 0,0, p3) und somit lassen sich die
Komponenten mit Hilfe von B3 in folgender Weise schreiben:

(5.6)

P2¢ P2¢ 472 P2£( 2A2)
Po = 1 ~ 1

oh BT on\ T e ® an P2e?
Wie in [I46] basiert der eigentliche Beweis nun auf der Feststellung, dafi die Haupt-

beitrage zum Integral vom Bereich verschwindender Oszillation des Integranden,
d.h. verschwindendem bzw. kleinem Exponenten stammen. Dieser lautet mit b6k

P2¢ A
o8 W @) — %

woraus sich vollig analoge Bedingung zu den dort angegebenen ergeben:

P-T = PoTyp — P3T3 = z3, (5-7)

2\
Tg — Tz ~
0 3 P2£ Y
§
~ = 5.8
€3 A ) ( )
und somit wiederum analog zu [T46]
4

Fiir grofles P? wird das Integral B3 demnach vom Bereich 22 ~ 0 dominiert. Um
den Giiltigkeitsbereich dieser Summenregeln zu untersuchen, wird noch einmal der
Impulsiibertrag ¢ betrachtet. Mit der angenommenen Konfiguration fiir p, ¢ ergibt
sich die Relation:

PQ
¢~ mp 4+ 2myq ~ mp — mb]x S (5.10)
und daraus folgend die Einschrinkung, ¢ sollte mindestens O(1) sein:
P2
0< @< m?-— m’}\ (5.11)

Es zeigt sich demnach ein &hnliches Bild wie bei den klassischen Lichtkegelsummen-
regeln, wo ¢? ~ m? —myx mit x = O(1GeV) gilt und z.B. fiir den B — 7-Formfaktor
ein Bereich 0 < ¢? < 14 — 16GeV? angenommen wird. Dieser Bereich wird hier klei-
ner sein, da im allgemeinen PTQ > 1GeV sein und somit die obere Grenze fiir ¢?
bei etwa 10 GeV liegen wird. Ein weiterer Punkt, der Erwahnung finden sollte: Die
Losung von BI0 fiir ¢*> ~ 0, d.h. P2¢ ~ my A, impliziert, wenn P? als grof aber
unabhiingig von my, angesehen wird, da |¢°| = P?(1 + &) ~ my & ist, also ¢* eine

weitere grofie Skala m; A einfiihrt.
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5.1.3 Berechnung der Summenregeln

Die Summenregeln werden wie im klassischen Ansatz berechnet: Es wird das Er-
gebnis der OPE um den Lichtkegel mit der Summe {iber hadronische Zusténde un-
ter Benutzung der Quark-Hadron-Dualitét gleichgesetzt. Eine Borel-Transformation
wird auch hier verwandt, um den Einflul hoherer angeregter Zustéinde zu minimie-
ren. Bevor jedoch die eigentliche Rechnung kurz dargelegt wird, werden noch einmal
die in Kapitel zwei angegebenen Definitionen der benétigten Formfaktoren und Zer-
fallskonstanten zusammengetragen.

Die Zerfallskonstanten fiir pseudoskalare bzw. Vektormesonen:

k0@ s @l P(p) = ipufp,
£l alV(p) = e myfyv, (5.12)
die B — P-Formfaktoren:

(PG 7.0 Blp+q)) = 2p. fip(d®) + a. [[5p() + [5p(d)] ,

i T 2
W(POIGi 0 @ MBO+0) = [ @ + q) — (m — md)q,] 1220
mp + mp
(5.13)
die B — V-Formfaktoren des elektroschwachen Stroms:
V(D). (1 = 75) b|B(p + q)) = —ie, (mp + my) ATV (¢%)
ABV(q2) va
(9 « 2 , * (ABVZ_ABV 2)
+Z(p+Q)M(EQ)7mB+mV+ZCJM(€C]) 2\ (¢%) o (a7
2VBV((]2)
+ vpo gt p? )
Cuvpo € 0P mp + my
(5.14)

mit A(?V(O) = AfV(O) sowie 2mVA§V(q2) = (mp+my)AL(¢?) — (mB—mv)AzBV(qz)
und die B — V-Formfaktoren des Tensorstroms:

KV (D)1 0o ¢ (1 4+ 35) b B(p + q)) = i€upo € ¢" p° 2TV (¢7)
+{e,(my —mi) — (0) 2 + )} T3V (¢7)
0 {on - T+ 0, TV, (519

B — my

In allen Definitionen gilt: x = V2(k = 1) fiir 7% p° (fiir andere Mesonen).
Ausgehend von ] werden nun die Summenregeln berechnet. Um die Notation ein-
fach zu halten, wird im Folgenden ein B — P-Ubergang angenommen, d.h. der
Strom @.I',q interpoliert ein leichtes pseudoskalares Meson. Die Rechnung kann
jedoch in volliger Analogie unter Austausch von P « V und Anderung der Di-
racstruktur im interpolierenden Strom auf B — V-Uberginge iibertragen werden.
Einsetzen eines vollstandigen Satzes von pseudoskalaren Zusténden liefert, wie schon
in Kapitel drei gezeigt,die hadronische Dispersionsrelation

K g = RTo0lPONPORTNEED) | [ pole. )

2 2 2
mp — P h S =P

(5.16)
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Abbildung 5.1: Fihrendes Diagramm und Softgluon-Korrektur

in der der niedrigste Zustand separiert und angeregte- bzw. Kontinuumszustinde
durch ein Dispersionsintegral dargestellt werden. Auf Seiten der OPE wird die
HQET-Korrelationsfunktion B3, wobei mib—Korrekturen vernachléssigt werden,

Ey O (p,q) ~ Fy0OrF (5.17)

entwickelt. Diese wird in die Form eines Dispersionsintegrals gebracht und nach
Gleichsetzung via Quark-Hadron-Dualitdt im Kanal des leichten Mesons sowie einer
Borel-Transformation ergibt sich die {ibliche Form:

sP

2 /772 0 2
e fep(d?) e ™M ~ / ds e Tm FOOPP) (s, ¢*). (5.18)

2 2
mg, +mg,

Auf die Berechnung der OPE wird nun noch ein genauerer Blick geworfen. Um
sowohl Zwei-, wie Dreiteilchenbeitriage, sieche Abbildung BJl, miteinzubeziehen, wird
fiir den Propagator des leichten Quarks ¢;, die Entwicklung im Gluonhintergrundfeld

[Th6] eingesetzt:

d4k —ikx % +m 1
Sql(x,O,mql) = /(27T)4e ‘ {7q

2 _ 2
k m(h

1 —1 (F + mq,)
) e Kt me)
/0 dv G (ve) [k2 — vty 2(k? — m?h)QU }

: (5.19)

Die fithrenden Terme ergeben sich aus der Fourier-Transformation der Definition

B854

[e.e]

e R e IEED

0
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wohingegen fiir die Dreiteilchenmatrixelemente die Zerlegung

o0 (e 9]

(013 (2) Gy (1) Qo (0)| B(v)) = L2 / o / e oo

2
0 0

%P#{wm — o) (Yalw,€) = Wy (,6)) = ion ¥y ()

- (W) Xa(w, &) + (W) YA(w,f)}] : (5.21)

verwendet wird. Letztere ist, wie [47] zeigt, nicht die allgemeinste Zerlegung dieses
Matrixelementes. Es fehlen vier weitere unabhéngige Strukturen. Die Konsequenzen
hieraus sind noch nicht endgiiltig geklart, einige werden jedoch in Anhang B kritisch
beleuchtet. Der weitere Gang der Rechnung bleibt unverédndert, daher wird an diesem
Punkte dessen ungeachtet fortgefahren. Sowohl in B2, wie in B2l tauchen Terme
~ ﬁ auf, die vor der weiteren Verwendung partiell integriert werden miissen.

Im Zweiteilchenfall:

/OO dw efiwv-:v (bf(w) - (bfi(w)
0

v-T

=1 * o ( / oy ) (8(w) — 6P (w))

=i [Cdoere [T dp(o2) - 02(0) (5.22)

x Tr

Im Dreiteilchenfall:

/ dw/ dé e-ilotueva FA(W £)
[ [ (—z /WE dpe—W) Fauw,€)
/ o / dg e it / dp Fa(p,€) (5.23)

Mit (Fa(w,&) = Xa(w,§), Ya(w,£)). In beiden Fillen ist der erste Schritt aufgrund
der Normierung der Verteilungsamplituden

| i) = o) = [T [ e =0 (5.24)

0

erlaubt. Auftretende Ortsvektoren werden durch Ableitungen nach dem Impuls p
ersetzt x, — —i%. So lautet die allgemeine Formel fiir die Zweiteilchenbeitréage
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nach Integration iiber z und k:

Folp,q) = ifBZlnB /0 N ( e {2¢f(w)

p — wv)? — mgl

1
X (Tl" [’YJa’YAFb _5

N / oY (w) — ¢ (w)

(p — wv)? — mZ

q (p — wo) + my, Tr {%Fanl —; q)

1+
(Tr {[VSPanT%VB} 2mg, (p — wv)?

1
- Tr [75Ta7xrb 5

. ﬁw} (6 [(p — wo)? — my,]
— 2(p — wo)Mp — wv)?) ) } (5.25)

Von diesem Punkt aus stellt die Berechnung der Zweiteilchenbeitréige keine Schwierg-
keit mehr dar. Es werden den Formfaktoren enstprechend die Diracmatrizen gewéhlt,
sieche Tabelle Bl die Spuren berechnet und die Lorentz-Strukturen geméafl den Defi-
nitionen B.13, B.T14] bestimmt. Die Dispersionsrelation wird durch eine Substitu-
tion s = mpw+ —2E—m?2 — —2—¢? und partielle Integration der Terme ~ (s—p?)~2
gewonnen. Nach der Kontinuumssubtraktion via Quark-Hadron-Dualitat und Borel-

mp—w 41 mp—w
Transformation ergeben sich die in Anhang D gegebenen Ausdriicke. Die Dreiteil-

chenbeitrige sind naturgeméf ein wenig komplizierter, daher sollen diese hier noch
ein wenig ndher betrachtet werden. Nachdem die Spuren berechnet und die Inte-
gration sowohl iiber z wie iiber £ durchgefiihrt sind, ergibt sich schematisch ein
Ausdruck der Form:

OPE3 1 * * ! 1
R = gnadu o [ e d“[[<p—<w+u£>v>2—mzl12

{fa‘l;/*(p%u,w,a\m(w,&) - f;I;V<p2,u,w,s>\1fv<w,s>}

1
T - @rwn)? —map
x {fj,iA<p2,u,w,§>7A<w,§> + f;;A<p2,u,w,g>?A<w,§>H. (5.26)

X 4, Y 4 sind die auch im Anhang verwendeten Abkiirzungen fiir

Fy(w,€) = /Ow dpFa(p,§),  Fa = Xa,Ya.

Um zu einem Dispersionsintegral zu kommen wird vollkommen analog zu fritheren
Rechnungen mit Verteilungsamplituden leichter Mesonen eine Integration

/Ood05<a—w_u£)
0 mp
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eingefithrt und anschliefend {iber u integriert. Mit v = mLB(p + q) zeigt sich der
Zweck dieser Manipulation:

1 [oe} mpo [ele} 1
FOPES — Zmpf / do / dw / dé
ab 2 ple 0 0 mpo—w [(p(]' - 0‘) - O-Q)Q - mgl]Q

{fﬁﬂpaa,w,é)w(w,&) - fa%V(p?,a,w,&)\va(w,&)}

1
[(p(1 = o) — 0q)? — m2]3

X {fﬁA(pQ,U,w,f)YA(w,S) + fcﬁ,A(pQ,U,w,ﬁ)?A(w,f)H- (5.27)

X

+

2 — ﬁqQ bringt die Propagatorennenner auf die

gewiinschte Form und durch d1e Ersetzung

Die Substitution s = m}o 4+ -m

PP = (P —s) +s
P*)? = (0 — ) +2s(p* — 5) + &

in den Koeffizientenfunktionen lassen sich die Terme nach Potenzen von (s — p?)~1

ordnen
oo mpo(s) oo
mpfp / do / dw / d¢
mZ, 0 mpo(s)—w

1
2
X [Z 1 — o(s))(s — p?)) {C;I;f; Va(w,§) + CC\LI;Vz \I/V(Wag)}

=1

OPE3
F ’

(o 0’(8))(8 - )’ { e

+
din

bl Xaw,) + Cgily Valw, 5)}]
(5.28)

wobei die Koeffizienten Funktionen von s, w und ¢ sind. Hiernach kénnen die iibli-
chen Schritte durchgefiihrt werden. Zwei partielle Integrationen bringen auf die
Form eines Dispersionsintegrales. Nach Kontinuumssubtraktion und Boreltransfor-
mation, fithren die Riicksubstitution s — o sowie partielle Integrationen auf die im
Anhang gegebene allgemeine Formel .8 Um einen Eindruck von den resultierenden
Formeln zu geben, wird hier eine der kiirzeren Summenregeln, die fiir den Formfak-
tor fi.(¢*), mit allen berechneten Beitriigen angegeben. Dabei werden dieselben
Abkiirzungen o =1 — 0, m = my,

m? — oq?

Taloma) = [ dp(@20) ~ 0"0) . slond?) = oy + T

2 2 _ 4 2 2 2 42 2
ool 50) = m% — ¢® + so — \/4(m2 — so)m% + (Mm% — ¢ Jrso)7 (5.29)

2
2mip

wie im Anhang verwendet.
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00(q2730)

femp —s(0,¢%) + m?

fe(?) = - do exp e L
0

) —2. 2
o myp B o mp B
X omp)+1— om

{5—2m23+m2—q2¢_( 5) ( 52m23+m2—q2)¢+( 5)

26 (m? — ¢*)mp —B
( Q) BQ(I)i(O.mB)

(32m% + m? — ¢?)

1 g o d& 2m _omp —w
+—M252£ deW/U —[<—m—B+U_2U‘ f )\IIA(‘U’&)

mp—w g

—0mp + wW— ]

+ <i—n; + a—) Uy (w,§) + < g Xa(w,€)

1 { (m? + ¢ — m%52)(2(omp — w) — f)yA(w’Q

- M26 Emp

+2@m£+nm5@®m3—WW—Oﬁiu@%Q}]

3
e(fsoeri)/MQ mpo 00 d¢
+ 5= 2 _ 2 / dw/ 3
myoy +m q 0 mpoo—w &

(m* + ¢* — mp05) (2(0c0ms — w) = §)

Emp

1 (1 —200(m* — ¢%) ) Xa(w,8)

" 550 \ 3P 5, + m? = )

(2mé& + mpoy(2(comp —w) —§))
§

1 [{ 6(2(mpoo — w) — &)(m* + ¢ — m§57)

2 %VM%OI

C2(m3a2 + m2 — ¢?) mp§
45o(m? + ¢* —m%a3)  4Ampos(2(mpoy — w) — &)
3 3
{477135'3(277135’0 — (2(77130'0 - w) - f))

§
. 8d0(2m& + mpay(2(mpoy — w) —&)) }?A(Mg)] }} (5.30)

}YA(%@

§

Uber die Korrekturen durch Dreiteilchenzustinde hinaus werden hier keine weiteren
Beitrdge betrachtet. ag-Korrekturen benotigen zur konsistenten Behandlung die Re-
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normierung der B-Meson-Verteilungsamplituden, die bisher nur fiir ¢¥ bekannt ist
und deren weitere Behandlung nicht im Rahmen dieser Arbeit liegt. Generell wird
jedoch fiir eventuell Skalenabhéngige Grolen die durchschnittliche Virtualitét in der
Korrelationsfunktion représentiert durch den Borel-Parameter zugrundegelegt.

5.1.4 Skalierung fiir m; — oo

Nachdem im vorigen Abschnitt einige Punkte der Herleitung erlautert wurden, sollen
nun einige Eigenschaften der neuen Summenregeln, insbesondere ihre Skalierung
mit der Quarkmasse my, fiir ¢> ~ 0, beleuchtet werden. In diesem Sinne scheint es
zweckmiBig die Zweiteilchensummenregeln fiir ¢ = 0 sowie m,, = 0 anzugeben, um
an diesen einige generelle Punkte festzumachen:

s
50

fi (0) = f,rfsz O/ ds e=¥™” ¢B(s/mp), (5.31)

FEn0) + foa(0) = 1P / " e [3”—?¢f<s/m3>

fﬂ'mB mpg S
5 B my B
= 2 s/ + 2 S)Q(I)i(s/mg)} (5.32)

) = 12 / " dse= M [958 (s /mp)

f7r mp
B mp B
— ¢+(3/m3) - m‘bi(S/mB)] s (533)
B
R | s by, (54
2 f,m,mp 0 mQB —s Tt
f m m2 2 Sg s 2
APP(0) = S meBer )e /M i ds e ™" ¢B(s/mp), (5.35)
p My p
ABP() = o e ) e [ g o
2f,m, mp 0
2 3
Mp B S B mp B
-2 2—=—O 5.36
m2B _S¢+(3/mB) m2B _Sgb_(S/mB) + (m23—3)2 :I:(S/mB) ) ( )
2 2 S(p) 2
TPr(0) = foiinemp/M / ds e ™M ¢B(s/mp), (5.37)
pp 0

Die erste dieser Summenregel wird bereits in [I68], bzw. 2] hergeleitet und un-
tersucht. Auffillig ist, da die Dualitdt im Kanal des leichten Mesons genutzt wird

97



KAPITEL 5. SUMMENREGELN FUR B — P, V-FORMFAKTOREN

und somit SOP’V < mp gilt, dafl die Verteilungsamplituden nur in einem sehr klei-
nen Intervall benotigt werden. Dies zeigt, dafl es sich, wie fiir den weichen Anteil
des Formfaktors zu erwarten, um einen Endpunktiibergang handelt, in welchem das
Zuschauerquark nur einen sehr kleinen Bruchteil des Impulses aufnimmt. Vom nu-
merischen Standpunkt aus betrachtet heifit dies, dafl die Ergebnisse sehr stark vom
Endpunktverhalten der Verteilungsamplituden abhéngig sein werden. Wie in
zu sehen, ist dieses fiir die betrachteten Modelle jedoch nahezu identisch, so dafl
zwar eine recht hohe Abhéngigkeit von den Momenten, die in der hier betrachte-
ten fithrenden Ordnung wohldefiniert sind, aber kaum eine von der Wahl eines der
beiden Modelle zu beobachten sein wird. Einzig bei den B — V-Formfaktoren fiir
¢> 2 5GeV?, siche Abbildung B2, wird sich der Einflu des konkreten Modells be-

merkbar machen. Ehe nun auf die mj-Skalierung eingegangen wird, seien noch einige

mp o |[GeV] mpo[GeV]
0.7 T T T T 0.7
0.6 | E 0.6
05 E 05 k
04 E 04 r k
03 E 03 r k
2p 02+
0.1 | 4 01 F
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
7’ [GeV?] 7’ [GeV?)

Abbildung 5.2: Hdichster Wert fiir mpo in Abhéingigkeit vom Impulsiibertrag q*. Links
fiir den Fall B — 7 rechts fir B — K*.

Anmerkungen genereller Natur zu der Korrelationsfunktion und der Entwicklung in
B-Meson-Verteilungsamplituden angebracht. Zweierlei Punkte spielen hier eine Rol-
le. Zum FErsten wird den Verteilungsamplituden geméfl eine Korrelationsfunktion
in HQET betrachtet. mib—Korrekturen, die aus der Entwicklung des entsprechenden
Stromes oder des Mesonzustandes folgen, werden jedoch aufler acht gelassen und
bediirfen somit der Beriicksichtigung in den systematischen Unsicherheiten der Me-
thode. Zum Zweiten und vielleicht noch wichtiger, existiert fiir die Verteilungsam-
plituden des B-Mesons, wie schon in Kapitel drei erldutert, keine Twistentwicklung.
Diese liefert im Standardansatz der Lichtkegelsummenregeln eine systematische Me-
thode, Abweichungen vom Lichtkegel mit einzubeziehen. Terme hoheren Twists sind
ﬁ, wobei M? ~ my 7 mit my-skaliert,
unterdriickt. In diesem Falle ergibt sich ein deutlich anderes, weniger leicht durch-
schaubares Bild. Da bisher keine Verteilungsamplituden bekannt, die diesen Termen
héheren Twists entspriichen, werden nur Terme beriicksichtigt, die fiir 22 = 0 bei-

so im Allgemeinen durch den Borelparameter

tragen. Unter diesen ergibt sich, wie zu erwarten, keine klare Hierarchie beziiglich
des Borel-Parameters, hier erweist sich die Berechnung mittels Oberflachenterme,
die eine solche nahelegt, als irrefithrend. Erst eine Einbeziehung von Termen, die
vom Lichtkegel abweichen, sollte diese zu Tage fordern. Es liegt jedoch nahe anzu-
nehmen, daf eventuelle Beitrége fiir 22 # 0 hier formal und numerisch weniger stark
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unterdriickt sein sollten. Begriindet wird dies dadurch, dafl der Borel-Parameter in
den B-Meson-Summenregeln einer grofien jedoch von m; unabhingigen Skala ent-
spricht, demnach keine formale mib—Unterdriickung erwartet werden kann. Fin Ver-
gleich der Borel-Parameter zeigt dies auch rein numerisch: M? ~ 1 GeV? gegeniiber
M? ~ 10 GeV?. Um hier jedoch konkrete Aussagen machen zu kénnen, bedarf es
zuerst allerdings einer Analyse der néchstfithrenden Verteilungsamplituden des B-
Mesons. Eine weitere Besonderheit dieses Ansatzes zeigt sich bei der nun vorzu-
nehmenden Entwicklung fiir m, — oo. Fiir die berechneten Formfaktoren werden
ohne Schwierigkeiten die Symmetrierelationen 243 reproduziert und die universellen
Funktionen (p(0) sowie (| (0) extrahiert. Auf ¢} ist kein Zugriff méglich, da dieser
nur zu A, und dort mit me unterdriickt beitréagt, 1t er sich nicht eindeutig von den
Korrekturen zu ¢, trennen. Zu diesem Zwecke wire noch eine Summenregel fiir Ag

vonnoten. Es ergeben sich nach Reskalierung der Zerfallskonstante fp = \/{5_3 die
folgenden Ausdriicke:
Col0) = —LE b 60y 1 (sf, 012,
S pPMp
CL0) = LT B [2(0) (D M) + i, 6P (0) 1. )1%)
2f vmympg
> d
- [T F 0.0 + 10,9 + XA} LA (6538)
0
Dabei sind I; analog zu 240 Integrale iiber die Summenregelparameter:
SP,V
0 :
Li(sy") = / ds s e=5/M”. (5.39)
0

Die Besonderheit zeigt sich nun im Vergleich mit den Ergebnissen des Stan-
dardansatzes, nachdem dort ebenfalls fp reskaliert und E ~ “F fiir q* = 0 gesetzt

wurde:
P0) = o |~I S0 bt ) + L (1) 1 )
P = me3B/2 P 2(Wo, Ho P P 1\Wo, Ho) |
CL(E) = ﬁ[_f\i—(bl(l)[?(wmﬁm)+fVng$))<1)[1<W07,UO)]-
Blltp

(5.40)

Ist die Form der Zweiteilchenbeitrége auch sehr &hnlich und zeigt sich die Gemein-
samkeit, daff das Endpunktverhalten der Verteilungsamplituden eintscheidend fiir
die mib-Skalierung mitverantwortlich ist, so tauchen Dreiteilchenbeitrige zu ¢, , die
von [I88] implizit vorhergesagt werden, nur in den neuen Summenregeln auf. Wird
eines, der in Kapitel vier hergeleiteten Modelle, zugrundegelegt, ergibt sich durch
< d¢ 1
0
noch eine Vereinfachung, so dafl nur Wy benotigt wird. Diese Feststellung héngt
jedoch eng mit der in B2 gewdhlten Zerlegung des Dreiteilchenmatrixelementes
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zusammen, so daf} die von [A7] gegebene allgemeinere Parametrisierung dieses Bild
dndern konnte. Eine erste Diskussion zu diesem Punkt findet sich gemeinsam mit
einer Bestitigung der in [A7] angegebenen Zerlegung in Anhang B. Zum Abschluf3
dieses Abschnitts sei noch darauf hingewiesen, daf alle Formfaktoren, wie in Ver-
bindung mit den Symmetrierelationen aus ersichtlich wird, die erwartete
—4»-Skalierung erfiillen. Alle bis auf einen. Fiir f*(0)+ f~(0) ergibt sich abweichend
my,

ein ﬁ—\ferhalten. Eine Erkldarung konnte im Rahmen dieser Arbeit bedauerlicher-

3
weise nicht gefunden werden.

5.1.5 Numerik

Nachdem in den vorigen Abschnitten die Herleitung sowie einige generelle Eigen-
schaften der neuen Summenregeln dargestellt wurden, sollen diese nun numerisch
ausgewertet werden. Fiir die Verteilungsamplituden wird im Allgemeinen das expo-
nentielle Modell der Dreiteilchenverteilungsamplituden

A

Ua(w, £) = Uy(w, &) = ZE g2 (@rO/wn
6wg
A% —(w+§)/w
Xaw, &) = ——F&2w—-¢e o
6wy
)\2
Va(w, &) = —=E&(Twy — 13w + 3¢)e~ W H8/wo (5.42)
24wyq

sowie die resultierende Losung der Bewegungsgleichungen fiir die Zweiteilchenvertei-
lungsamplituden verwendet. Das erste inverse Moment von gbf wird aus den O(ay)
Summenregeln [I66] iibernommen

Ap(1GeV) = 460 + 110 MeV. (5.43)

Die Renormierungsskala ist konsistent zur durchschnittlichen Virtualitat in der Kor-
relationsfunktion, die durch den Borel-Parameter M? reprisentiert wird, der in An-
lehnung an Zweipunktsummenregeln im Pion-Kanal [T69, [[46] und Lichtkegelsum-
menregeln fiir den Pionformfaktor [T96], 197, 98] zu

M? = 1.0 £ 0.5GeV? (5.44)

gewithlt wird. Die Zentralwerte fiir die Parameter A% = A%, und wy werden aus den
Bedingungen fiir Grozin/Neuberts Modell

2 3 2
gewonnen, was etwas groffere Werte als in 249 ergibt. Diese werden, um der Unsi-
cherheit durch das angenommene Modell gerecht zu werden, fiir festes Ag, so um
+50% variiert, dal die aus den Bewegungsgleichungen folgende Relation fiir das

gewihlte Modell
e = L (1 + ﬁ) (5.46)
B A 3wd
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erfiillt bleibt und demnach Zwei- und Dreiteilchenverteilungsamplituden stets kon-
sistent bleiben. Dies heit, daf fiir festes Ap A%, wo und A stets korreliert sind. Die
Zerfallskonstante fp wird konsistent mit Ag aus Summenregeln zur Ordnung O( )
iibernommen

f5 = 180 & 30 MeV, (5.47)

wobei stets bedacht werden muf3, daf} fiir eine vollstdndige Rechnung auf a,-Niveau
noch der Hauptteil, die Korrekturen zu den Lichtkegelsummenregeln, fehlen. In Ta-
belle werden die Zerfallskonstanten der leichten Mesonen sowie die entsprechen-
den Dualitdtsparameter aufgelistet. Letztere werden aus den Zweipunktsummenre-

Meson | Zerfallskonstante [27] Dualitdtsparameter

7 | fr=130.7+0.1 MeV sT = 0.7 GeV? [I6Y, [T40]

K | fx =159.8 4+ 1.4+ 0.44 MeV | s¥ = 1.05 GeV? [199, [116]

p fp =209+ 2 MeV sh=1.6 GeV? [169, [146]

K* | fg- =217T4+5 MeV s = 1.7 GeV? 200

Tabelle 5.2: Zerfallskonstanten der leichten Mesonen und die entsprechenden aus Zwei-
punktsummenregeln gewonnenen Dualitdtsparameter .

geln mit O(a;) Genauigkeit fiir die Zerfallskonstanten gewonnen unter der Voraus-
setzung, daf} diese die experimentell bestimmten Werte reproduzieren. Fiir die K,
K* Kanile wird die Masse des Strange-Quarks

ms(1GeV) = 130 + 10 MeV (5.48)

in Ubereinstimmung mit der Summenregelbestimmung [201] gewshlt. Zur Bestim-
mung der Resultate wird abweichend von der Standardmethode, die als Zentralwert
das Ergebnis der Zentralwerte aller Eingabeparameter nimmt und die Unsicherheit
bestimmt, indem die resultierenden Abweichungen aus der Variation jedes einzel-
nen Parameters quadratisch addiert werden, vorgegangen. Eine solche unabhéngi-
ge Variation der Parameter und quadratische Addition der Fehler, die von Gauf3-
verteilten unkorrelierten Fehlern ausginge, fithrte aufgrund der Einschrankung B0
hier zu falschen Ergebnissen, daher werden alle Eingabeparameter (Ag, A%, wo, A,
I, M?, fpy, ms) gleichzeitig in den gegebenen Intervallen und mit oben genann-
ten Einschrinkungen variiert. Daraus wird ein Mittelwert gewonnen, der mitsamt
der bestimmten 1 o-Standardabweichung in Tabelle angegeben wird. Ehe diese
weiter diskutiert werden, ist in Anlehnung an die Erfahrung fiir fp im dritten Ka-
pitel ein Wort der Vorsicht angebracht. Die Fehler fiir die B-Meson-Summenregeln
beziehen die Unsicherheiten in allen Eingabe- sowie Summenregelparametern mit
ein, lassen jedoch as-Korrekturen sowie hohere Terme in der Lichtkegelentwicklung
aufer acht, die zum Beispiel im klassischen Ansatz miteinbezogen werden. Eine er-
ste allerdings noch unvollstéindige Analyse der a,-Beitréige zu f (0) in [67] liefert
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Tabelle 5.3: B — 7, K- und B — p, K*-Formfaktoren aus dieser Arbeit, im Vergleich
mit den Vorhersagen aus dem Standardansatz der Lichtkegelsummenregeln
in 4] bzw. J202]. Die zweite Unsicherheit fir B — K(K*)-Formfaktoren
bei letzteren hat seinen Ursprung im ersten Gegenbauer-Moment der Kaon-
bzw. K*-Verteilungsamplitude, wobei die Werte al(1 GeV) = 0.05 + 0.03

Formfaktor | B-Meson-Summenregeln | klassischer Ansatz
f5-(0) 0.2540.05 0.25840.031
fi(0) 0.3140.04 0.30140.0410.008
fE(0) 0.21-0.04 0.253+0.028
fh(0) 0.2740.04 0.32140.0370.009
VB (0) 0.3240.10 0.323+40.029

VBET(0) 0.3940.11 0.4114-0.0334-0.031
AP?(0) 0.24-£0.08 0.2424:0.024
ABE"(0) 0.3040.08 0.292+0.028+0.023
APP(0) 0.21=£0.09 0.2214:0.023
ABE™(0) 0.2640.08 0.259+0.0270.022
7 (0) 0.2840.09 0.26740.021
TP (0) 0.3340.10 0.333+0.028-0.024

sowie al*” (1 GeV) = 0.10 & 0.07 verwendet werden.
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numerische Werte der GroBenordnung 15%, die noch in den Unsicherheiten beriick-
sichtigt werden miiiten. Auf der anderen Seite deutet im Gegensatz zum genannten
Beispiel in Kapitel drei die gute Ubereinstimmung der Ergebnisse darauf hin, daB
eventuelle weitere Korrekturen zu den B-Meson-Summenregeln moglicherweise nicht
sehr grof§ sind. Eine weiterfithrende Analyse sollte hier Klarheit schaffen. Zuriick zu
den vorliegenden Ergebnissen, fallen die sehr viel grofleren Fehler in den B — V-
Formfaktoren auf. Dies wird mit einem Blick auf und verstandlich. Az und
fB liefern die grofiten Beitrage zum resultierenden Fehler. Die B — P-Formfaktoren
hiingen jedoch in fithrender Ordnung von ¢?(0) = A\5', die B — V-Formfaktoren
von qb’f(O) ~ Ag° ab. Daraus resultiert in etwa eine Verdoppelung der mit Ap
assoziierten Unsicherheit fiir die B — V-Formfaktoren. Desweiteren spielen Un-
sicherheiten verbunden mit den Parametern der Dreiteilchenverteilungsamplituden
fiir B — V-Uberginge eine grofere Rolle, da Dreiteilchenbeitriige bereits in fiihren-
der Ordnung auftreten. Diese Feststellung wird durch die Diagramme B3 die ein
zufriedenstellendes Bild fiir die Stabilitdt der Summenregeln beziiglich des Borel-
Parameters sowohl fiir B — P-, wie auch fiir B — V-Formfaktoren zeigen, bestétigt.
Die Dreiteilchenbeitrige zu V7(0) sind in Ubereinstimmung mit der fehlenden m%,'

05 T T T 05 T T T
f5(0) VE2(0)

0.4 - 104 g
03 — 03 |
0.2 1 02 | E
0.1 1 0.1 E
0 1 1 1 O 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

M?[GeV?] M?[GeV?]

Abbildung 5.3: Abhdngigkeit der Formfaktoren f3_(0) (links) und VB?(0) (rechts) vom
Borel-Parameter. Die durchgezogenen Kurven geben die Summenregeln
unter Einbeziehung der Dreiteilchenbeitrdge, die gestrichelten ohne die-
se an. Fir den Formfaktor fgw(()) fallen diese beinahe zusammen.

Unterdriickung erheblich grofer als fiir 4 (0). Oben bereits beschriebene Sensiti-
vitit auf A, die in [I68, B2] genutzt wird, um unter Kenntnis des Formfaktors f7_(0)
einen Wert fiir dieses zu extrahieren, wird in Diagramm B4 noch einmal veran-
schaulicht. Vorsichtig kann hier angedeutet werden, daf3 die Moglichkeit von sowohl
niedrigen \p, wie auch f (0), die von QCD-Faktorisierung zur Beschreibung der
Daten in B — 7 benotigt scheint [203], nicht unterstiitzt wird. Um einen Vergleich
der ¢>--Abhiingigkeit der Formfaktoren zwischen dem traditionellem und dem neuen
Ansatz zu ermoglichen sind in den Diagrammen B3, die B-Mesonsummenregel-
Ergebnisse sowie die in [, 202] angegebenen besten Parametrisierungen fiir die
Formfaktoren bis zu einem Impulsiibertrag von ¢> = 10GeV?, der angenomme-
nen Giiltigkeitsgrenze der neuen Summenregeln, dargestellt. Der Formfaktor f3 (¢?)
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0.8 T T T T T

0.7 1 fg?’l’(o) T
0.6 " E

Abbildung 5.4: Abhdngigkeit des Formfaktors fzgﬂ(O) vom ersten inversen Moment Ap.
Die durchgezogene Kurve ergibt sich aus dem Mittelwert der im Text
beschriebenen Variation aller Parameter fir festes A\p. Die gestrichelten
Kurven geben die lo-Abweichung an.

wird hier durch die Kombination der Ergebnisse fiir f7 (¢?) sowie fiir f5 (¢?) er-
halten. Es sind leichte Abweichungen bei ¢> = 0 zu den Resultaten in Tabelle
zu erkennen. Diese folgen aus der einfachen Tatsache, daf es fiir die Darstellung
der ¢>-Abhéngigkeit geniigte die Zentralwerte zu berechnen, anstatt oben beschrie-
benes rechenzeitaufwendiges Verfahren zu verwenden. AuBer fiir AY*(¢?) ist, so die
Unsicherheiten mit in Betracht gezogen werden, eine durchaus zufriedenstellende
Ubereinstimmung festzustellen. Auffillig einzig die auBer fiir A7”(¢?) und AY*(¢?)
systematisch grofiere Steigung zu hoheren Impulsen. In einem Versuch, diesen Effekt
zu quantifizieren, wird die in [44, 202] verwendete Parametrisierung

r T
YV = T (5:49)
- 2 - 2
My« Mt

an die Ergebnisse fiir die Formfaktoren f7 (¢?), V57(¢?) angepaft. Hier ergeben
sich Schwierigkeiten aufgrund des relativ kleinen ¢?-Bereiches und der recht grofien
theoretischen Unsicherheiten. Die besten Ergebnisse werden mit einer unphysika-
lisch niedrigen Masse my; fiir den effektiven Pol erzielt. Daher wird my; auf die
in [44, 202] erhaltenen Werte festgelegt und nur die Residuen 7y, 75 bestimmt.
Die Ergebnisse, Tabelle B4l zeigen die erwarteten Figenschaften, dafi die Summe
r1 + 1y = f(0) in etwa gleich, wohingegen r; verantwortlich fiir den stérkeren An-
stieg, fiir die B-Mesonsummenregeln grofler ist. Hier soll nur ein erster Eindruck
gegeben werden. Eine weiterfithrende Analyse sollte nicht nur alle Formfaktoren,
sondern auch die Anwendung auf die experimentellen Spektren von semileptonischen
und radiativen B-Zerfillen miteinbeziehen. Die numerischen Moglichkeiten sind da-
mit noch nicht ausgeschopft. Unter dem Gesichtspunkt, daf§ die B — K(K*)- und
B — 7(p)-Formfaktoren dhnliche Abhéngigkeit von A und identische von fp haben
sollten, lohnt es sich, statt der Summenregeln fiir die einzelnen Formfaktoren, wel-
che fiir deren Relationen zu betrachten, um so ein Ma$ fiir die SU(3)-Brechung zu
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0.8 T T T T 0.8 T T T T

0.7 F  fe(d?) 107 fh(d?) 1

0.1 4 0.1 F B
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 ) 8 10 0 4 ) 6 10
¢*[GeV?) ¢*[GeV?)

0.8 T T T T

0.7 | f%TF(qZ) T
0.6 B
05 B

4 6 10

*[GeV?]

Abbildung 5.5: Abhdngigkeit der B — w-Formfaktoren vom Impulsibertrag q>. Die
durchgezogene Linie gibt die Resultate der B-Mesonsummenregeln wie-

der, die gestrichelte Linie die beste Parametrisierung an die Ergebnisse
von [{4)]. Es sind keine theoretischen Unsicherheiten eingezeichnet.

erhalten. Zur Erinnerung: In den Lichtkegelsummenregeln mit Verteilungsamplitu-
den leichter Mesonen wird die SU(3)-Brechung durch die unterschiedlichen Zerfalls-
konstanten, Mesonmassen und insbesondere durch das erste Gegenbauer-Moment
der entsprechenden Verteilungsamplitude implementiert. Hier spielen ebenfalls so-
wohl Mesonmassen, wie Zerfallskonstanten mit hinein, aber dariiber hinaus kom-
men statt des Gegenbauer-Moments, die Masse des Strange-Quarks und die ver-
schiedenen Dualitdtsparameter zum Tragen. Somit kann hier ein unabhéngiger Test
durchgefiithrt und weiteres Licht auf die noch nicht endgiiltig geklarte Situation des
ersten Gegenbauer-Momentes [199, 200] geworfen werden. Dariiber hinaus wird das

BK*
Verhiltnis T%Bp (é?) in 2711 zur Bestimmung von |Vj4| benétigt, so dafi hier noch eine
1

weitergehende phénomenologische Motivation besteht. Die berechneten Relationen

+
0

p0) 1.27 £ 0.07, (5.50)

g (0)

Bm
TBK*

L 0 _ 1.22 + 0.13, (5.51)
777(0)
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0.8 T T T T 0.8 T T T T

0.1 1 0.1 b

4 6 4 6
¢’[GeV?] 7*GeV?)
Abbildung 5.6: Wie in Figur. L1 aber fiir die B — p-Formfaktoren. Die Ergebnisse fiir

die Summenregeln mit p-Verteilungsamplituden stammen aus [207].

zeigen erwartungsgeméaf eine viel geringere Abhéngigkeit von den Parametern des
B-Mesons, jedoch ist hier wieder ein Wort der Vorsicht angebracht, da wie zuvor
keine a-Korrekturen berechnet oder in den Unsicherheiten beriicksichtigt sind. Er-
fahrungsgeméfl werden diese nur einen geringen Einflul auf das Verhéltnis der Form-
faktoren haben, doch ist die Bestétigung der Ergebnisse aus dem traditionellen An-

satz
/55(0) +0.12
= 1.36 5.52
F5-(0) o0 o
PR (0)
——— = 1.17 £+ 0.09 , 5.53
0 oy (5.53)

unter diesem Vorbehalt zu sehen. Eine letzte Grofle von phdnomenologischem In-
teresse kann aus den Summenregeln bestimmt werden. Der Koeffizient der harten
Streubeitrage in QCD-Faktorisierung fiir B — nwr-Zerfélle wird durch

ry = — =l (5.54)

M f e (0) A
gegeben, siehe zum Beispiel 203]. Gleichung B3 multipliziert mit 3}—; liefert auf-

N
grund von ¢Z(0) = A\5' eine Moglichkeit %};(0) fast unabhéngig von den oben-
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Formfaktor | Diese Arbeit | Ball/Zwicky | effektive Polmasse
To=\T) 1) = 068 | ry = —0.486

ry = 1.10 r1 = 1.045

re = —0.80 | ro = —0.721

msy = 6.38GeV

VEBr(g?) mp; = 6.19GeV

Tabelle 5.4: Werte der Parameter in[5.29 fir die zwei Ansdtze mit identischer Masse
myi des effektiven Pols

genannten Hauptunsicherheiten der B-Meson-Summenregeln zu bestimmen. Drei-
teilchenbeitriage liefern nur Korrekturen der Ordnung O (%), so dafl obige Fest-

stellung giiltig bleiben und dafl Verhéltnis fast ausschlieBlich von Parametern des
Pion-Kanals abhéngen sollte. Die numerische Auswertung bestétigt diese Vermutung
und es wird der Wert

[

75 (0) s 1.56 £ 0.17 (5.55)
vorhergesagt. Wie schon bei der Ap-Abhéingigkeit von f7_(0) vorsichtig angedeutet,
wire dieser Wert zu klein, um die experimentellen Daten zu erkldren [203]. Auch hier
bedarf es sicher noch weiterer Untersuchungen. So kann abschlieend gesagt werden,
daB der hier verwendete Ansatz in den Lichtkegelsummenregeln weitere Beachtung
verdient, um dessen Potential ausschopfen zu konnen. Unter einfachem Austausch
verschiedener Dirac-Matrizen ist ein eindrucksvolles Portfolio phdnomenologisch in-
teressanter Groflen zuginglich geworden. Zwei Punkte scheinen im Weiteren von
vorrangiger Wichtigkeit. Zum Ersten bedarf es der Berechnung von ag-Korrekturen,
wozu insbesondere die Renormierung der Verteilungsamplitude ¢?(w) benétigt wird.
Zum Zweiten mufl die Rolle weiterer Dreiteilchenverteilungsamplituden, siehe An-
hang B sowie néchstfithrender Terme der Lichtkegelentwicklung gekléart werden, um

ein klares Bild der ﬁ-, bzw. mib-Hierarchie zu erhalten.

5.2 Lichtkegelsummenregeln mit Verteilungsam-
plituden des Pions

Nachdem in den vorigen Abschnitten die B-Meson-Summenregeln mit ersten Korrek-
turtermen vorgestellt wurden, riickt nun der Standardansatz ins Zentrum des Inter-
esses. Zur Berechnung des B — m-Formfaktors erstmals 1990 [I85] verwendet, wurde
die Methode iiber die Jahre stetig verbessert. Terme hoheren Twists [204), 205], a-
Korrekturen zur Twist zwei [I47, [48] und zur Twist drei [45, #4] Streuamplitude
sind inzwischen bekannt. All diese Terme werden beriicksichtigt und neu hergeleitet.
Besonderes Augenmerk gilt den a,-Korrekturen zur Twist drei Streuamplitude, fiir
die bisher keine unahéngige Bestatigung vorlag. Im Unterschied zur Originalrech-
nung wird hier allerdings die MS-Masse my (1) anstelle der Einschleifen-Polmasse
verwendet. Neben dem Vorteil der konsistenten Definition bei kurzen Distanzen,
liegt dies vorwiegend darin begriindet, dafl die fiir die Extraktion des Formfaktors
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benotigte Summenregel fiir die Zerfallskonstante fp inzwischen ebenfalls unter Ver-
wendung der M S-Masse vorliegt [I75]. Im nichsten Abschnitt wird die betrachtete
Korrelationsfunktion eingefiihrt und die Entwicklung in fiihrender Ordnung kurz
dargestellt, ehe der Hauptteil, die Berechnung der a,-Korrekturen, behandelt wird.
Die Aufstellung der Summenregeln und eine vorlaufige numerische Auswertung bil-
den den Abschluf.

5.2.1 Korrelationsfunktion

Ausgangspunkt bildet eine Vakuum-Pion-Korrelationsfunktion, in der das B-Meson
via eines pseudoskalaren Stromes interpoliert wird, wobei enstprechend den Form-
faktoren zwei verschiedene b — u-Ubergangsstrome eingesetzt werden:

F.(p,q) = i/d% " (7 (p)|T {u(z)T ub(x), my b(0)ivsd(0) } 0)
F(¢?, (p+q)2)pu + F(¢, (p+<J)2)qu, Ty =
= { (5.56)
FT(¢* (p+a)») [pud® — au(a-p)] | T, =—i0uq"

Es wird Isospin-Symmetrie angenommen und im chiralen Grenzwert m, = my = 0
sowie p> = m?2 = 0 unter Ausnahme der Relation j, = gearbeitet. In diesem

My +m
Sinne wird der B; — wt-Ubergang betrachtet und im Pinguin-Strom das u- statt

des d-Quarks verwendet. Die Lichtkegeldominanz kann in &hnlicher Weise wie fiir
die B-Meson-Summenregeln bewiesen werden, indem die b-Quark-Felder in HQET-
Felder transformiert und die externen Momente ¢, bzw. p+ ¢ entsprechend reskaliert
werden. Hiernach entspricht die Impulskonfiguration der der v*7* — 7% Amplitude,
fiir die der Beweis zum Beispiel in [T46] gefiihrt wird. Zur Berechnung der Zwei-, wie
Dreiteilchenbeitrige, sieche Abbildung B, werden die Entwicklung des b-Propagators
im Gluonhintergrundfeld ET9 sowie die Zerlegungen [ET] verwendet. Vier- und
Mehrteilchenzustéinde werden ebenso vernachlassigt, wie Terme von Twist grofier als
vier. Dieser zunéchst willkiirlich erscheinende, aber naturgeméfi notwendige Abbruch
wird durch den bereits geringen numerischen Einflul der Twist vier und Dreiteil-
chenbeitrige, die jeweils bei etwa ~ 1% liegen, nachtriglich gerechtfertigt. Um im

Abbildung 5.7: Fiihrende Zwei- und Dreiteilchenbeitrdige zur Korrelationsfunktion 220

Hinblick auf die Ubersichtlichkeit der weiteren Rechnung fithrende und néchstfiihren-
de Terme in O(ay) zu trennen, werden die Amplituden F, F und F7 als Summe
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dieser dargestellt:

F@ 0+ 0?) = Bl 0+ 0?) + “E B o a?). (557

Die Amplituden fithrender Ordnung Fp, ﬁo sowie F{ mit Beitriigen bis Twist vier
sind bereits seit einigen Jahren bekannt, [206], 207, 204, 205], wurden erneut berech-
net und werden hier in der in Anhang E benutzten neuen Schreibweise der Twist
drei und vier Verteilungsamplituden von [I54] sowie mit der iiblichen Definition
Da = dajdasdas 6(1 — ag — ag — aig), angegeben:

R (p+q)?) = mifw/mg_éu+up>2{cp (u )+M—7;u o (10)

mg¢4ﬂ(u)
2(m? — (g +up)?)”

mi + ¢°
m? — (q + up)?

[

2+
6mb

P () —

u

— mE— (g + up)’ /dwd‘”(v)}

" /dU/ q + (a1 + Oésv)p)Z}Q {4mbf3”v<q Pl

+ mifs (2\1%(%) — Dyr(c) + 2U g () — EIV>4W(ai)) } . (5.58)

=9 2N _ / du p
Folg*, (p+4q)°) = mbfWO/mz — (q+up>2{uw¢3w(w

gbgﬂ(u) _ my v v
u m?—(q+up)20/d el )}’

m; — ¢
— (g + up)?

T - du Mpbr o
Fy(q*, (p+q)?) = mbfn/mg_ (q_i_up)z{‘:ow(u)"‘ 3(m? — (q + up)?) S (1)

1 1 mi
©2(mE — (g +up)?) (5 T (gt “P)2> %(U)}

/ Do
myfr | dv 5754 2War (e
v e f /[m5—<q+<a1+a3v>p>}{ “

— (1= 20)®ur(0n) 4 2(1 — 20) V(o) — &)4W(ai)} :

(5.60)
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Zwei Punkte fallen ins Auge: Zum Einen ist Fo(¢2, (p+ ¢)2) frei von Twist zwei und
Dreiteilchenbeitriagen. Zum Zweiten sind Twist vier Terme, wie die heuristische Dis-
kussion in Kapitel drei vermuten liel stets mit einem zusétzlichen Propagatornenner
W unterdriickt. Von der Dimension wird dies durch den Normierungspara-
meter 62 ~ A%CD kompensiert. Es liegt demnach nahe, diese als kleine Korrektur
aufzufassen. Sehr viel gréfleren Einflul haben auf den ersten Blick, die im néchsten
Abschnitt beschriebenen O(ay)-Beitrige.

5.2.2 «a,-Korrekturen

= (a) t0 (b) t0 () t & (d) %
° (e) t o () t

Abbildung 5.8: «y-Korrekturen zur Streuamplitude. Diagramm (e) und (f) verschwinn-
den fiir my, =mg=0

Wird BI04 als giiltig angenommen, lassen sich O(ag)-Terme zum Twist ¢ beriick-
sichtigen, indem die in Diagramm (.8 dargestellten Korrekturen zur Streuamplitude
T" mit externen Quarks auf der Massenschale sowie Impulsen up, bzw. (1 — u)p be-
rechnet und mit der jeweiligen Verteilungsamplitude gefaltet werden. Unter diesen
Voraussetzungen kann die in B0 eingefithrte Amplitude Fi(¢?, (p+¢)?) in folgender
Art geschrieben werden:

Fl(q2,(p—|—q)2) = fn/o du{Tl(q2,<p—|—Q)2,U)<,07r<U)

- 5}—’; [T (¢, (p + @), ) (u) + TY (6%, (p + 0)%, )¢5, (u)] }

(5.61)

Analog unter Austausch 7% — T% oder T¢ — T fiir die Amplituden F(¢2, (p+ ¢)2)
und FT(¢2, (p + q)?). Wie bereits in Kapitel drei dargelegt, existiert kein Beweis
fiir die in BT00 allgemein und in 26Tl konkret angegebene Faktorisierung. Dies be-
deutet nichts anderes, als dafl im jeweiligen Kontext gezeigt werden muf}, dafl sich
nach Renormierung die Skalenabhéngigkeit von Streu- und Verteilungsamplitude ge-
genseitig aufheben. Vorausgreifend kann gesagt werden, dafl im Twist zwei Fall die
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bekannte Renormierungsgruppengleichung B2, von ¢, (u, ) den Beweis der
Faktorisierung zur Ordnung «; in allen Ordnungen der konformen Entwicklung er-
laubt, wihrend im Twist drei Fall durch die fehlende Kenntnis eines Aquivalents zu
B28 der Beweis auf die fithrende Ordnung in der konformen Entwicklung beschriankt
bleibt. Ehe einige Punkte der konkreten Rechnung dargelegt werden, noch ein Wort
zum Verfahren: Es wird grundsétzlich in dimensionaler Regularisierung unter Ver-
wendung des M S-Schemas sowie der Feynman-Eichung gearbeitet. Die Masse des
b-Quarks m;, wird dementsprechend mit der M S-Masse identifiziert. Als Beispiel sei
das Diagramm (d) néher betrachtet.

Die in Abbildung dargestellten Streuamplituden mit externen Quarks auf der

(I —u)p up

Abbildung 5.9: Diagramm (d) aus Abbildung [8 mit eingezeichneten Impulsen

Massenschale werden via der Vollstandigkeit der Dirac-Matrizen

_ 1 B 1 . . 1 -
tUads = 7 (1)pa(ud) = 7(195)ga(@i75d) + 7 (7u)pa(wr"d)
1 1 . -
- Z(7u75)5a(ﬁ7“75d) — g(%ul%)ﬁa(ucf“ iy5d) (5.62)

auf die jeweiligen Verteilungsamplituden projeziert. Fiir Diagramm (d) ergeben sich
mit den in Abbildung angegebenen Konventionen keine Probleme, die entspre-
chende Streuamplitude vor ¢ _(u) zu bestimmen, wobei die Spur iiber die Genera-
toren der SU(3) bereits durch den Vorfaktor C'r beriicksichtigt wird:

D2 2 : pAGD
T (p+a)u) = —idn (2=) m}

[0 I ot Rl 4= Kt + 0 - )
(2m)P k2 (up — k)*(k + (1 — w)p)?[(up + q — k)? — m] )

(5.63)

In analoger Weise geschieht dies fiir ¢, (u) nach Ersetzen der ersten y;-Matrix durch
7#75. Da stets zwei 75 auftreten, werden diese allgemein antikommutierend angenom-
men und miteinander kontrahiert. Die weitere Berechnung geschieht groitenteils via
Computer-Algebra-Programmen. In dieser Arbeit wird Mathematica zur Berech-
nung der Spuren und der anschlieBenden Reduktion auf skalare Integrale verwendet.
Letzteres ist trotz der teils recht kompliziert anmutenden Ausdriicke moglich, da
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nur zwei unabhéingige Impulse in den Propagatoren auftauchen und nur ein Pro-
pagator massebehaftet ist. Die so erhaltenen skalaren Integrale wurden explizit be-
rechnet und die benutzten Ausdriicke sind im Anhang A angegeben. Fiir ¢g, (u)
ergibt sich noch eine Modifikation auf die kurz eingegangen werden soll. Die auf-
tauchenden Ortsvektoren, siche zum Beispiel [EJ] bei ¢, (u) werden tiblicherweise

durch =z, — —i% ersetzt. Danach ergibt sich fiir das schon fiir ¢4 betrachtete

d(up
Diagramm (d) folgender Ausdruck:

TV (%, (p+q)* u) = —idnw (%)M_D) %g
X/ dPk ) d Tr {oPysy,(up — k)vu(ug + 4 — F+m)ys(k+ (1 —u)f )’}
(2m)P " d(up?) k2(up — k)2 (k + (1 — u)p)?[(up + q — k)* — m}) '

(5.64)

Mittels der in dimensionaler Regularisierung erhalten bleibenden Translationsinva-
rianz, die dafiir sorgt, dafl Integrale der Art

/ <j7r)de% Floprs ) (5.65)

verschwinden und der Beobachtung, daf} stets Kombinationen der Art up— k auftau-
chen, lassen sich via partieller Integration die Anzahl der zu berechnenden Terme
reduzieren:

/ dk pod Tr {0, (upp — ) yuup +4 =k +m)(f+ (1 —u)p)y"}
(2m)P 7 d(up?) k2 (up — k)2 (k 4 (1 — w)p)?[(up + q — k)? — m}]
_ _/ A’k po d Tr {oPy,(uf — P)vu(upf +d —F+m)(F+ (1 —wp)r*}
(2m)P k2 dkP (up — k)?(k+ (1 — w)p)?[(up + ¢ — k)*> — mZ]
_ _2/ dPk ok Tr {0y, (up — B)yu(ug +d = F+m)(f+ (1 - U)Jﬁ)’vp}.
2m)2 7 (k22 (up — k)2 (k 4+ (1 — w)p)[(up + ¢ — k)2 — m2]
(5.66)

In &hnlicher Weise wird diese Modifikation auch in den Diagrammen (b) und (c)
vorgenommen, doch wird dort nur eine Reduktion von drei auf zwei Ableitungen
erzielt. Sind die Tensorintegrale auf skalare Integrale reduziert und diese schlifilich
berechnet, gilt es die Faktorisierung B.61 soweit moglich zu beweisen. Fiir die Twist
zwei Amplitude F; geschah dies bereits in [T47]. Ein Blick auf die in der Korrelati-
onsfunktion verwendeten Grofien sowie deren Renormierungskonstanten

J5 - Z5 J5a Ju - ZV J;u my — meba Hr — Z77_11 2z

sC sC
Zs = 143082 g1z, =1 - 3A8YE (5.67)
47 47
zeigt, daB fir Fy, bzw. F} keine allgemeine Renormierung benétigt wird:
Zs Dy Ly = 1. (5.68)
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Anders liegt der Fall fiir 7 bei der die anomale Dimension des Tensorstromes
Yr = asz , siehe zum Beispiel 208, 209], bendtigt wird. Da dies am weiteren Vor-
gehen nichts dndert, wird hier der Einfachheit halber der Fall F} betrachtet. In der
Streuamplitude auftretende Ultraviolett(UV)- und Infrarot(IR)-Divergenzen miissen

demnach wegen LG8 allein durch ersetzen der nackten via der renormierten Masse,

respektive durch Renormierung der Verteilungsamplitude kompensiert werden. Im
Twist zwei Fall zeigt sich dies sehr elegant. Mit den auch im Anhang verwendeten

. 2 2 . . . .o
Bezeichnungen r; = %, Ty = %, p = r1+u(ry—ry) sowie der iiblichen Abkiirzung
b b

A = 25 — vp + In(4n) ergeben sich die UV-bzw. IR-Divergenzen zu:

6
T1UV<T27 T, u) = A A (569>

(1 = p)?

1 1
TR (ry, v, u) = _AQ/ dw V (w,u) To(ry, re, u). (5.70)
0

Die IR-Divergenzen wurden bereits in die bendtigte Form mit V' (w, u) dem in
angegebenen Evolutionskern gebracht. Diese werden folglich durch die Renormierung
der Verteilungsamplitude kompensiert. Wird nun in der fithrenden Streuamplitude,

B6T 148t sich in gleicher Weise fiir Fp schreiben,

Ty(ra, r1,u) = ﬁ, (5.71)
die nackte Masse durch die renormierte Masse ersetzt, ergibt sich genau —TVV als
Korrektur, womit die Faktorisierung fiir die Twist zwei Amplitude zur Ordnung
O(ay) gezeigt wire. Ein nicht ganz so ansprechendes Bild ergibt sich im Twist drei
Fall. Es ist keine zu analoge Evolutionsgleichung bekannt, so dafl keine Aussage
zu allen Ordnungen der konformen Entwicklung getroffen werden kann. Stattdes-
sen wird die Faktorisierung explizit nur fiir die skalenunabhéngigen asymptotischen
Verteilungsamplituden gezeigt. IR-Divergenzen miissen bei dieser Wahl vollsténdig
durch die Renormierung von pu, kompensiert werden. Das heifit, daB nach Renor-
mierung von i, und my die verbleibenden divergenten Terme in der Faltung

1
/ du <T1p(DW)(r2,r1,u) g’ffs)(u) + Tf(DW)('r’g,rl,u) ¢§7(ras)(u)> =0 (5.72)
0

null ergeben sollten. Trotz der hochst komplizierten Ausdriicke, die hier nur fiir F}
angegeben werden, ist dies genau was geschieht und ist ein schwerwiegendes Indiz fiir
die Richtigkeit der berechneten Ausdriicke. Ehe jedoch auf die divergenten Anteile
eingegangen wird, sind noch einige Worte der Vorsicht angebracht. In wird die
Streuamplitude

1 m? + ¢*

T ((p+q)? ¢ u) = 2 +
7+ ) m? — (up + q)? m? — (up + q)?

(5.73)

angegeben. Es ist jedoch zu beachten, daB der erste Summand, vor dem Ubergang
D — 4, D —2 lautet und dafl demnach durch die Renormierung von my, sowie p; ein
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zusétzlicher endlicher Term hinzukommt, der in der Amplitude 77 beachtet werden
muf. Dies sei kurz demonstriert. Der Vorfaktor frm,%* erfahrt aufgrund von BG4
keine Renormierung und wird daher weggelassen. Wird nun Z,, in eingesetzt
und bis zur ersten Ordnung in «a; entwickelt ergibt sich folgendes Bild:
a,Cr 6A m?

dw (mp — (up+q)*)°

m? + ¢°
x (D —4)+1+2 b }
{ my — (up +q)*

CYSCF 6

dw (mj — (up+q)*)°

2 2
x {—2+A[1+22mb+q 2“
mi — (up + q)

9 (p+ 9% %) = To((p+q)° d*u) +

= T9((p+9)% ¢ u) +

(5.74)

Dabei ist deutlich der endliche Term in Ordnung O(«) zu sehen, der zu 77 beitrégt.
Wie bereits erwihnt, werden die divergenten Anteile der Streuamplituden zu Twist

drei fiir den Formfaktor f} angegeben:
Fiir T7:

(i~ p)2p + 1)

. A =) = 11
= A A=) [ % O )
+2(=2p+r1(4p — 3) + 1)(ra — p) log(1 — 1)

— 2{7“1(7’2 — D+ (ra+1)(p— 1)}(r1 —p)log(1 —rg)

+2{(r2 = 1)r{ = (=4p” + p+ra(dp — 2) + D)y

+ (2= 3p)p = ra(p* = 3p+ 1)} log(1 — p)]

Tf7DIV(T2>T17p) = =2

(5.75)
Fir T7:

; “A

) = S = e — 1

{(ri = p)(=ra+1r1(=3p+ (p+ 1)(=5p* + Brap +12) + 1)
+ p(ra((7 = 5p)p +11) + p(p(5p — 8) — 9))}

A 1

S 6(p—1)% | (r2—p)
— 2rs = p+ 1)(p — 1))pllog(1 — 1) — log(1 - p))
—(ra = p)(p = 1) [r1(rs = 3p + 1)+P(—5T2+3P—3))}}
1

+ = erd + (2 = 8= i+ 32000

o,DI
Tl

{202 = D =20 +1)

= 2(rn = )p(ri(4p = 5) +1)(log(1 — 1) — log(1 — p)}] (5.76)
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Zu diesen werden die divergenten Anteile der Renormierung von my, und g, die in
folgenden Termen resultieren,

m p— T
ATP™ (rg, 11, = 6A
e P (Y
1 ]_ + 1
ATY™ = A— |1+ 2
1 (T27rlap) (1 . p)z |: + 1 — p:|
(5.77)
addiert. Das Integral in mit den asymptotischen Verteilungsamplituden
) = 1
6 (w) = Gu(l — u) (5.78)

verschwindet, wie oben bereits postuliert. Selbiger Test fillt fiir die Streuamplitude
T, sowie fiir T T nach zusitzlicher Renormierung des Tensorstromes ebenfalls positiv
aus. Somit zeigt sich folgendes Bild fiir die Faktorisierung B.GTF Zu Twist zwei ist
diese in O(ay) sowie allen Ordnungen der konformen Entwicklung etabliert.
Zu Twist drei konnte sie nur zur fithrenden Ordnung der konformen Entwicklung
auf Einschleifenniveau gezeigt werden. In der Erwartung, dafl ein weiterfithrender
Beweis moglich sein sollte, werden analog zu [#4] in der numerischen Auswertung
die ersten Terme in der Entwicklung der Twist drei Verteilungsamplituden beibe-
halten. Eine weitere in [#4], B3] festgestellte Eigenschaft das Endpunktverhalten der
Verteilungsamplituden betreffend konnte hier bestétigt werden. Nach Renormierung
sind die erhaltenen Streuamplituden 77, Tl, TI, in Anhang F vollstindig angege-
ben, endlich und wohldefiniert an den Endpunkten, unabhéngig vom Verhalten der
Verteilungsamplituden. Mit den so erhaltenen Termen der OPE, Zwei- und Dreiteil-
chenbeitriige bis Twist vier in Ordnung a? sowie Zweiteilchenbeitriige bis Twist drei
in Ordnung «,, werden im néchsten Abschnitt die Summenregeln fiir die Formfak-
toren aufgestellt.

5.2.3 Summenregeln

Die Herleitung folgt den in Kapitel drei dargelegten und bereits im Abschnitt iiber
B-Meson-Summenregeln angewendeten Bahnen. In der Korrelationsfunktion
wird ein Satz B-Meson-Zustdnde zwischen den Stromen eingesetzt und aus dem
resultierenden Dispersionsintegral fiir alle drei angegebenen Amplituden mit den
Definitionen 2217, der niedrigste Zustand separiert:

2m% e/ (0% +/Oo ds p(s)

F(¢, (p+q)?) =

my — (p+q)? s — (p+q)?
=0 9 oy mE[B[E(%) + [5e(d®)] = p(s)
Flg (p+9)7) = m2 — (p+q) +/Sg R T
T/ 2 2y 2f§7r<q2> - ﬂ
F (Q>(p+Q)) = (mB—l—mﬂ)(mQB—(p—i-q)Q) +/Sh dss—(p—i—q)Q

0

(5.79)
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Der weitere Weg ist wohlbekannt. Die Dispersionsintegrale in .79 werden via Quark-
Hadron-Dualitét iiber das Ergebnis der OPE, welches zu physikalischen Impulsen
analytisch fortgesetzt wird, angenédhert und es wird eine Borel-Transformation in der
Variable (p+¢)? durchgefiihrt, auf diese Weise wieder zwei Parameter, s, respektive
M? einfithrend. Die Lichtkegelsummenregeln fiir die Formfaktoren kénnen dann mit
[ = f.(¢*) + f5.(¢%) auf die folgende Form gebracht werden:

m2 /M2 C
e"B asUp
fgw(QQ) - 2m2 fB FO(q27M2750B) + e Fl(q27M27S(?) ) (580)
B
m2 /M2 _~ C 1
"B P
for@) = S | Fola® M%s6) + =R M, s6) |, (5.81)
B
m2, /M?
T (2 (mp +my)e 5/ T, 2 2 B @sCr 1/, 9 20 B
fB7r<Q) = QmQBfB FO<Q7M780)+ A7 Fl(Q7M7SO> 9
(5.82)
Die Terme fithrender Ordnung werden aus 58, und BB gewonnen. Im Zwei-
g g
p—a’

teilchenfall geniigt eine Substitution u — W;qu und so zwei Potenzen des Propa-
gatornenners vorkommen eine partielle Integration, um auf die benotigte Form des
Dispersionsintegrals B.87 zu kommen. Im Dreiteilchenfall wird erst noch ein schon
bei den B-Mesonsummenregeln dargelegter Schritt benotigt. Es wird eine eins in der
Form

1
/ dud(u — oy — azv) =1
0

eingefiihrt, ehe nach einer Integration iiber a3 dieselbe Substitution wie im Zweiteil-
chenfall durchgefithrt werden kann. Mit derselben Nomenklatur wie in [46] nehmen
die fithrenden Amplituden folgende Gestalt an:

[ ()

1
m2—q u
Fo(q®, M?, s¢) :mgﬁr/due T{m s
u
uo

fir (o 11205, (w)  (mi+q*\ dog.(u) Sar \ Lax(u)
+ﬁb<3”<u)+6[ 3u _(mé—(f) Zu }>_2(wa)

I3
u
1 miu Ay (u) /u
- T d T - [ 7T )
T ( k=g T [ dviuno) = Ly

0

(5.83)

1
~ m?—a2a 1 -
FO(QQ’M273§) Zmifw/due e {’u7T (ﬂ +_d¢377f<u>>

U 6bu du

2

21/147r(u)} . (5.84)
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[ (0%):

1
e 495, (v)
FT 2 M2 B — w/d Z 5 807T<u> o My fr 3
0 (q ) » S0 ) mbf ue M U 3(mg — q2) du

uo

mi—q¢*\4 du 2(mi —¢?)  du?

2

2
Mit den Abkiirzungen u = 1 — u, uy = ’s”gf;g sowie den Dreiteilchenbeitragen fiir
0
T(a?)

Y

ay =1—0a; —as,
az = (u—aq)/v

e L

(u—a1)/(1-a1)

U 1

o foo [

(u—a1)/(1-a1)

2\I’4W(Oél') — (I)47T (Ozz)

20 (o) — P () . (5.86)

ay =1—0; —as,

ag=(u—aq)/v

und [ (¢%)

U 1

e i fo [ 2

0 (u—a1)/(1-e1)

20 () — (1 — 20) Py (i)

+2(1 — 20) Wy () — 2134”(041-)]

) . (5.87)
Qg = 1— ] — (3,

ag=(u—aoq)/v

Im Gegensatz zur Berechnung der B-Mesonsummenregeln wird hier die Darstel-
lungsform mit Ableitungen der Verteilungsamplituden statt der dort verwendeten
Oberflachenterme genutzt. Mit Hilfe einer bzw. zwei partiellen Integrationen lassen
sich diese jedoch problemlos ineinander iiberfithren. Fiir die a,-Korrekturen gestaltet
sich das weitere Vorgehen als schwieriger, da die Moglichkeit einer einfachen Sub-
stitution wie bei den fithrenden Beitrédgen nicht gegeben ist. Stattdessen miissen die
Imaginérteile der OPE-Ergebnisse zur Erlangung der Dispersionsrelation B81 ex-
plizit berechnet werden. Im Unterschied zu [#4], wo die u-Integration durchgefiihrt,
ehe der Imaginérteil bestimmt wurde, wird hier in Analogie zu [I47] vorgegangen.
Da die Verteilungsamplituden reell sind und die Streuamplituden wohldefiniert iiber
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den Integrationsbereich, geniigt es deren Imaginérteil, d. h. einen Ausdruck der Art

S0

1
(AP sE) =+ [ dse ™ m R

m2
b

o f :

T —s/M? s

= ?/dse /M /0 du{ImST1 <m_§’r1’u) ©r(u)

mj

T s a "
+ Hb [ImSTlp (Eg,rl,u) &% (u) + Im Ty (m—g,rl,u) nggﬂ(u)} } ,
(5.88)

zu bestimmen. In Anhang F finden sich sowohl die Streuamplituden wie die aus
diesen berechneten Imaginérteile. In Anhang A 4 sdmtliche zu diesem Zwecke herge-
leitete Formeln mit besonderer Behandlung der schwierigen Félle. Der Imaginérteil
der Twist zwei Streuamplitude 7; stimmt mit dem in [T47] gefundenen {iberein.
Auch die numerische Aquivalenz zu [T48] konnte bestitigt werden. Als schwierig
erwies sich der Vergleich mit den Ergebnissen in [#4], da dort, wie bereits erwihnt,
die Imaginéarteile auf andere Art und Weise bestimmt wurden. Um dennoch mehr
Vertrauen in die Korrektheit der Imaginérteile zu bekommen, wurde explizit die
numerische Aquivalenz zwischen der Faltung von Streu- und Verteilungsamplitude
sowie der entsprechenden Dispersionsrelation

1 o) 1 s
p70 p70 p70-
/ du Ty (rg, 11, u / / duImg T} (—2 T, u) 2 (u),
0 m2 S mira Jo my

(5.89)
fiir ro < 0 gepriift. Wobei, da das Dispersionsintegral divergent ist, beide Seiten
nach 7y abgeleitet wurden. Zu beachten ist ferner, dafl die Imaginérteile im An-
hang mit der Substitution u — % angegeben sind, was jedoch keine weiteren
Schwierigkeiten ergeben sollte. Ein weiterer numerischer Test der Imaginérteile wur-
de durchgefiihrt. Anstelle die a,-Korrekturen via zu bestimmen, besteht eine
Méglichkeit, die Methode in 4] noch einen Schritt weiter zu fithren. Dort wurde die
Faltung zwischen Streu- und Verteilungsamplitude berechnet und anschlieend die
analytische Fortsetzung durch Bestimmung des Imaginérteils vorgenommen. Dieser
Zwischenschritt kann durch Beachtung der analytischen Eigenschaften der Streu-
amplitude eingespart werden. Zunéchst kann, da sowohl p, s, wie auch oben bereits

erwahnt die Verteilungsamplituden reell sind auch folgendermaflen berechnet

werden:
50 2 ! S
/ dse /M / duTmg T (—2, T, u) 27 (u)
m32 0 my,

2 %0 /mi —m27"2/M2 1 ” p,0 p,0
= m? Im, drye™ ™ dp Ty (r2,71, p) G (P)
1 r

o — T
(5.90)
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Die Feynman-Vorschrift, 1 — p — 1 — p — i¢, die im Anhang nicht explizit ange-
geben ist, sorgt dafiir, daf§ die Streuamplitude und somit auch das Produkt aus
dieser und Verteilungsamplitude, eine analytische Funktion in der oberen Hilfte
der komplexen p-Ebene ist. Somit kann der Integrationsweg, wie in Abbildung B.10
dargestellt, verandert werden, um das p-Integral zu berechnen, ohne dafl eine Sin-
gularitédt auf oder nahe des Integrationsweges ldge. Die numerische Integration iiber
s, bzw.ry liefert so einen Imaginérteil, der dem gesuchten Ergebnis entspricht. In

‘ (&1 () 1 T

Abbildung 5.10: Verdnderung der Integrationskontur fir die p-Integration. Das Kreuz
gibt den Pol fiir p=1—ie an.

der numerischen Integration wird allerdings ¢ — 0 gesetzt, so dafl die Integrati-
onskontur fiir s = m? an dem kritischen Punkt p = 1 endet. Fiir logarithmische
Divergenzen resultieren daraus keine Schwierigkeiten, da deren Imaginérteil, siehe
bei p = 1, 7 = 1 stetig ist. Bei einfachen Polen sorgt der Sprung um =
dafiir, dafl zum Einen die numerische Integration schlecht konvergiert und dafl zum
Anderen der Imaginérteil wenn auch nur schwach davon abhéngt, ob die untere In-
tegrationsgrenze s = m? oder s < m? ist, was aufgrund der Analytizitit von T}
fiir ro < 1 an sich nicht sein sollte. Zwei Ausdriicke bereiten jedoch dariiber hinaus
Probleme: Fiir 77 ~ ﬁ und fiir 77 ~ ﬁ. Ein Blick auf zeigt, daf die
Terme, die bei der herkommlichen Bestimmung der Imaginérteile die Oberfldchen-
terme liefern, hier die numerische Integration verhindern. Mit einer eleganten Idee
von Dr. Goran Duplanci¢ lassen sich diese Probleme jedoch losen. Fiir ro < 1 sind
die Streuamplituden reell und analytisch, d.h. formal macht es bei der Bestimmung
des Tmaginirteils keinen Unterschied, ob von s = m} oder s < m? an integriert
wird. Oben erwdhnter Effekt hingt nur mit der numerischen Methode zusammen.
Demnach kann ¢ < m? als untere Integrationsgrenze gewiihlt werden und dann wie
in Abbildung BETT] gezeigt, der Integrationsweg der s-Integration ebenfalls in die
obere komplexe Halbebene gelegt werden. Auf diese Weise wird die Nahe zu jeder
Singularitéit vermieden und die numerische Integration wird vollkommen stabil. Bei-
de Verfahren, die explizite Bestimmung der Imaginérteile der Streuamplituden mit
anschlieBender Berechnung der Integrale sowie die Konturintegration B30 lie-
fern numerisch identische Ergebnisse. Ein starkes Indiz fiir die Korrektheit der im
Anhang angegebenen Imaginérteile. Der néchste Abschnitt stellt die so erhaltenen
numerischen Ergebnisse vor.
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Abbildung 5.11: Zusdtzliche Verdnderung des Integrationsweges der s-Integration. Sie-
he Text

5.2.4 Numerik

In diesem Abschnitt werden die benotigten Eingabeparameter aufgelistet sowie die
Methode zur numerischen Bestimmung der Formfaktoren vorgestellt. Dabei folgen
die Ausfiihrungen denen in [46], da der Author, wie Anfangs erwihnt, an der nume-
rischen Auswertung nur am Rande beteiligt war. Ein erster wichtiger Punkt betrifft
die Zerfallskonstante fp. Fiir diese wird die entsprechende Summenregel in O(ay)-
Genauigkeit, siche Anhang F, eingesetzt. Hintergrund ist hier nicht, dafl dies eine
besonders gute Naherung fiir fg liefern sollte, sondern die begriindete und im nach-
hinein bestédtigte Annahme, dafl sich im Verhéltnis der Summenregeln ein Teil der
Unsicherheiten in den a,-Korrekturen gegenseitig authebe. Andererseits werden auf
diesem Wege neben den Summenregelnparametern M sowie 37 zusiitzlich Quark-
Kondensate aus der lokalen OPE eingefiihrt, die festgelegt werden miissen.

Der weitere Abschnitt teilt sich grob in drei Teile. Im Ersten werden externe, von den
konkreten Summenregeln unabhéngige, Eingabegrofien besprochen, im Zweiten wer-
den summenregelinhdrente Parameter thematisiert, wahrend im Dritten schlulend-
lich die eigentliche Auswertung der Summenregeln mitsamt Ergebnissen vorgestellt
wird. Wie schon mehrfach erwdahnt, ist einer der Unterschiede zur vorangegange-
nen Rechnung [#4] die Verwendung der MS-Masse, die in Einschleifenniherung in
folgendem Zusammenhang zur Polmasse steht:

) = w14 S0 (3,78 )] oy

Die M S-Masse kann aus jiingsten Summenregelrechnung in Vierschleifennédherung
[210] ibernommen werden. Der dort angegebene Wert lautet

my(my) = 4.164 £ 0.025 GeV (5.92)
und zeigt eine deutlich geringere Unsicherheit als das in [27] veroffentlichte Resultat:
my (M) = 4.20 £ 0.07 GeV. (5.93)
Die Skalenabhingigkeit von 7 (pt,,) wird in Ubereinstimmung mit der O(a;)-Ge-

nauigkeit der Korrelationsfunktion in Einschleifenndherung in die Rechnung mitein-
bezogen. Mit selbiger Genauigkeit wird ag(pu,) mittels aus as(mz) = 0.1176
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von my zur Renormierungsskala pi, evolviert. Sowohl Massen-, wie auch Renormie-
rungsskala werden auf den Wert der Faktorisierungsskala j; in B.I00 festgelegt, so
dafl nur eine universelle Skala, die spater noch besprochen wird, auftaucht:

L= [f = [y = [ (5.94)

Die konforme Entwicklung der Verteilungsamplituden wird nach der néchst-
zunachstfithrenden Ordnung abgebrochen, da zunehmend grofiere anomale Dimen-
sionen der entsprechenden lokalen Operatoren Terme hoherer Ordnung fiir p >
1 GeV unterdriicken. Dies fiihrt bei Beriicksichtigung von Termen bis Twist vier zu
sieben weiteren Eingabeparametern, die in Tabelle [EXJ] angegeben werden. Grofiten
numerischen Einfluf haben die ersten zwei Gegenbauer-Momente aj(u), aj(u) sowie
die Normierung der Twist drei Verteilungsamplituden i, (p), welche noch noch ge-
sondert behandelt werden. Alle anderen Parameter werden aus [I54] iibernommen,
wo sie iiber Zweipunktsummenregeln zu entsprechenden Matrixelementen berechnet
werden. Deren grofle relative Unsicherheiten miissen mit ihrem kleinen absoluten
Beitrag kontrastiert werden. Der numerisch kleine Wert von f3, () unterdriickt ef-
fektiv alle nichtasymptotischen- und Dreiteilchbeitréige zu Twist drei, so daf§ kaum
ein Einflufl der jeweiligen Fehler zu erwarten ist. Bei den Twist vier Termen wurde
bereits in der Berechnung der Korrelationsfunktion festgestellt, dafi diese stets mit
einem zusétzlichen Propagatornenner auftreten und somit nur eine kleine Korrektur
darstellen.

Der Wert fiir die Normierung

m2

welit) = )+ ) (595)

in Tabelle 1] wird aus den in [27] angebenen Mittelwerten fiir die leichten Quark-
massen m, (2 GeV) = 3.0 £ 1.0 MeV, my(2 GeV) = 6.0 & 1.5 MeV, deren Skalenver-
halten sowie der Pionmasse m, = 139.57018 + 0.00035 MeV gewonnen. Auf diesem
Wege wird zudem iiber die Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation [211], siehe auch [212],

(@9)(1GeV) = — fin(1GeV) = (246735 MoV (5.96)

das in der Zweipunktsummenregel fiir fp verwendete Intervall der Quarkkon-
densatdichte erhalten. Dieses impliziert eine gréflere Unsicherheit als jenes in vor-
hergehenden Analysen verwendete (gq)(1GeV) = —(240 + 10MeV)? und liefert
tatsdchlich gemeinsam mit p, den Hauptanteil am schluBendlichen Fehler. Ein Ver-
gleich mit anderen Ansétzen zeigt, dafl dieses Intervall sowohl mit dem in [2T3]
angegebenen Resultat (gq)(1 GeV) = —(254 + 8 MeV)? wie auch mit der neue-
sten Summenregelberechnung der Massen der leichten Quarks zur Ordnung O(a?),
mu(2GeV) = 2.7+ 0.4 MeV, my(2 GeV) = 4.8+ 0.5 MeV [214] konsistent ist. Eben-
falls in werden die Gluonkondensatdichte (2GG) = 0.01210005 GeV* sowie
das Verhiltnis von Quark-Gluon-und Quarkkondensatdichte m2 = 0.8 £ 0.2 GeV?
benotigt. Mit dieser Auflistung sind sdmtliche externen Groflen, die in der Auswer-
tung benotigt werden, und ihre Unsicherheiten festgelegt. Das Skalenverhalten aller
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mit den Verteilungsamplituden verbundenen Gréfien wird in fithrender Ordnung mit-
einbezogen. Die teils sehr grofien Fehler lieen die Betrachtung der néchstfithrenden
Ordnung in der Renormierung nicht opportun erscheinen.

Wie erwdhnt werden die numerisch wichtigsten Gegenbauer-Momente af und aj
noch weiter behandelt. Dies geschieht im Rahmen der Analyse der summenre-
gelinhdrenten Parameter, welche die allgemeine Skala p, die Borelparameter der
Lichtkegel- und Zweipunktsummenregel M, bzw. M sowie die entsprechenden Dua-
litdtsparameter s und 55 umfassen. Zu diesem Zwecke werden im Folgenden al-
le bisher gelisteten externen Groflen mit Ausnahme der genannten Gegenbauer-
Momente auf ihre Zentralwerte gesetzt. Die ersten Einschriankungen werden aus der
numerischen Berechnung der kompletten Borel-transformierten Korrelationsfunkti-
on, d.h. aus dem Grenzwert s¥ — oo in den Gleichungen und B8] gewon-
nen. In dieser sollen zum Ersten Terme von Twist vier nicht grofler als 10% der
fithrenden Twist zwei Beitrdge werden, um so die resultierende Unsicherheit aus der
Vernachléssigung héherer Twists zu reduzieren, und zum Zweiten soll die Entwick-
lung in o, in dem Mafle funktionieren, dafl die Beitrdge néchstfiihrender Ordnung
sowohl in Twist zwei, wie in Twist drei kleiner als 30% der entsprechenden Ter-
me fithrender Ordnung bleiben. Aus der geforderten Unterdriickung der Twist vier
Terme folgt so M? > M2, = 7GeV?, wohingegen die a,-Entwicklung eine untere
Schranke an die allgemeine Skala it > i, = 2.5 GeV legt. Im Weiteren werden die
Parameter der Lichtkegelsummenregel eingeschrinkt, indem zu physikalischen
MeBgroéBen in Verbindung gesetzt wird. Erster Schritt ist die Nutzung der Ergebnisse
aus [T07, [T09], um die berechnete ¢*-Abhiingigkeit des Formfaktors gegen Bedingun-
gen fiir die Gegenbauer-Momente und den Dualitdtsparameter einzutauschen. Wie
in Abbildung gezeigt und im entsprechenden Kapitel erlautert, wurden in [T09
fiinf verschiedene Parametrisierungen des Formfaktors an das experimentelle Spek-
trum aus [I07] angepafit. Aufgrund der hohen Qualitét aller resultierender Fits wird
hier die einfachste Becirevic-Kaidalov-Zerlegung genutzt, um via

fEe(d®) _ 1
f.(0) (1 — 21 — apg-%)

2 2
UL UL

(5.97)

mit agx = 0.53 & 0.06, die experimentell bestimmte ¢?-Abhiingigkeit des Form-
faktors mit der, der entsprechenden Summenregeln, in Verbindung zu bringen. Das

+ 2
Verhiltnis ’;Bf ((qo)) wird abweichend vom normalerweise akzeptierten Giiltigkeitsbe-
B

reich 0 < ¢®> < 15GeV?, nur bis ¢> = 12 GeV? berechnet, um keinerlei Probleme
mit Abweichungen in der Nihe von ¢* ~ ¢, zu bekommen. Fiir jeden Wert der
Parameter g1 > fiy, und M? > M2, werden die Werte fiir s¥, aj sowie a] be-
stimmt, die optimale Ubereinstimmung zwischen theoretisch berechneter und aus
den Daten extrahierter ¢*>-Abhingigkeit von f7 (¢?) gewéihren. Im zweiten Schritt

wird aus dem einfachen Zusammenhang

m2
my = d# In {2mQBfo§7r(q2)e_Vg
(—3r)
d o CF
= —— In|Fy(¢> M? 8 = F(q? M2, sE 5.98
d(—#) 1’1|:0<q, 780)+ AT 1<q7 780) ( )
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eine Summenregel fiir die Masse des B-Mesons mp gewonnen. Es wird gefordert,
dafl diese fiir oben gefundene Werte um weniger als 1% vom experimentellen Wert
mp = 5.279 GeV abweicht. Im letzten Schritt wird noch einmal die Korrelations-
funktion betrachtet. In dieser sollen die Kontinuumszustdnde, dafi heilt das In-
tegral von s bis oo, weniger als 30% des Wertes des Grundzustands beitragen.
So wird eine obere Grenze fiir M?> < M2, = 21GeV? erhalten. Eine generel-
le Auswertung der bisher genannten Bedingungen liefert dann einen recht einge-
schriankten Parameterbereich. Losungen lassen sich fiir Skala und Borel-Paramter
im Bereich p = 2.5 — 3.5 GeV, bzaw. M? = 15 — 21 GeV? mit entsprechenden Inter-
vallen fiir Dualitéitsparameter s§ = 36.0 — 35.5 GeV? sowie Gegenbauer-Momenten
a3 (1GeV) =0.16—0.17, af (1 GeV) = 0.04 —0.03 finden. In Abbildung BT2 wird ein

Eindruck von den resultierenden Ergebnissen vermittelt. Nun verbleiben noch die

N

fon" (@) /far" (0)

e
N oY 0NN

Abbildung 5.12: Dargestellt sind die Becirevic-Kaidalov-Parametrisierung der experi-
mentellen Daten fiir apxg = 0.53 sowie die von dieser nicht zu unter-
scheidende Kurve fiir die besten Ergebnisse aus der im Text beschrie-
benen Prozedur.

Parameter der Zweipunktsummenregel fiir fz. Es wird dhnlich wie bereits geschil-
dert vorgegangen. Mit dem Intervall 2.5 < p < 3.5 wird zuerst aus der Bedingung,
dafl hohere Terme in der OPE ausreichend unterdriickt werden, eine untere Grenze
fiir den Borel-Parameter M- > 4GeV? aufgestellt. Dann wird der Dualitétsparame-
ter wiederum mit einer Summenregel fiir m%, in dem Intervall 55 = 35.6,57 GeV?
fixiert und die obere Grenze des Borel-Parameters wie fiir die Lichtkegelsummenre-
geln {iber die Bedingung, dafl Kontinuumszustéinde gegeniiber dem Grundzustand
unterdriickt sind, festgelegt. Es folgt ein Bereich M’ = 5.0+ 1.0 GeV2. Die Zentral-
werte geben trotz der vernachlissigten O(a?)-Terme ein realistisches Ergebnis fiir

/B
fp = 2147IMeV, p = 3GeV, M = 50GeV’, 58 = 356GeV?, (5.99)
welches zum Beispiel mit den in Kapitel drei angegebenen Resultaten verglichen

werden kann. Die eigentliche Begriindung fiir die Verwendung der Zweipunktsum-
menregel zur Bestimmung von fp ist jedoch, wie schon zu Beginn dargelegt, mit der
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Annahme verbunden, daf} sich a-Korrekturen in den beiden Summenregeln zumin-
dest zum Teil aufheben. Diese Annahmne findet sich in der numerischen Auswertung
bestétigt. Es wird sowohl eine groflere Stabilitdat beziiglich der Renormierungsskala
i, wie auch ein Verringerung der resultierenden «,-Beitrige beobachtet und somit
eine Rechtfertigung fiir den erhéhten Aufwand gegeben.

Eine vollstdndige Analyse unter Beriicksichtigung aller genannter Bedingungen lie-
fert dann die Vorhersage fiir den Formfaktor bei ¢? = 0:

fE(0) = 0.263 + [F5065] ,, + [Z0:004] , £ [0.02] i + [(003] ,_ £ [0.001],. (5.100)

L

Der Zentralwert ergibt sich aus den Zentralwerten der entsprechenden Eingabepa-
rameter: u = 3.0GeV, M? = 18.0GeV?, s = 35.75GeV?, aj(1GeV) = 0.16,
aj(1GeV) = 0.04, M = 5.0GeV? und 58 = 35.6 GeV®. Die angegebenen Unsi-
cherheiten schliisseln sich wie folgt in oben angegebener Reihenfolge auf: Variation
der Borel-Parameter M? = 18.0 4+ 3.0 GeV? und M~ = 5.0 + 1.0 GeV?, der Skala
1 =3.0+0.5GeV, des Parameters agx = 0.53 +0.06 aus B9, der Normierung der
Twist drei Verteilungsamplituden 1, = 1.74705 GeV sowie der Masse des schweren
Quarks my = 4.164 £ 0.025 GeV. Unsicherheiten aus den Parametern der nichta-
symptotischen Twist drei, bzw. der Twist vier Verteilungsamplituden sowie aus der
Bestimmung von « sind vernachldssigbar klein und werden daher nicht angefiihrt.
Interessant ist jedoch, dafl neben der experimentellen ¢?-Abhiingigkeit die grofite Un-
sicherheit aus der mangelnden Kenntnis der Massen der leichten Quarks eingehend
durch pu, folgt. Wohingegen der Fehler in der Masse des schweren Quarks praktisch
keine Rolle spielt. Der Fehler in B.T00 wird in dieser Weise sicher nicht vollig korrekt
wiedergegeben, da die Variation jedes einzelnen Parameters bei gleichzeitigem Fest-
halten aller anderen von unkorrelierten Unsicherheiten ausgeht. Der Aufwand, der
zum Beispiel in Kapitel 5.1 betrieben wurde, um diesen Umstand zu beriicksichti-
gen ist jedoch betréichtlich und erhéht sich noch durch die groflere Komplexitiat der
Summenregeln. In der Erwartung, dafl sich die Unsicherheit durch eine aufwendige-
re Analyse unter Beriicksichtigung eventueller Korrelationen noch reduzieren liefle,
wird dies fiir eine zukiinftige Auswertung zuriickgestellt. Im Geiste oben vorgenom-
mener Untersuchung liefert eine einfache quadratische Addition aller Unsicherheiten
das endgiiltige Resultat:

f5(0) = 0.267003. (5.101)

Die numerische Stabilitdt der Summenregeln wird in Abbildung BET3 fiir die Parame-
ter M? und p dargestellt. Es zeigt sich auch iiber die verwendeten Intervalle hinaus
eine nur leichte Abéngigkeit, die den Summenregeln ausreichende Robustheit und
Vertrauenswiirdigkeit bescheinigen. Desweiteren wird in Abbildung BT4l die Grofie
der a-Korrekturen visualisiert. Auch hier zeigt sich ein sehr vertrauenserweckendes
Bild, in welchem die néchstfithrenden Terme, wie ein Vergleich mit Abbildung BT
zeigt, iber den gesamten betrachteten kinematischen Bereich in der Groflenordnung
von 10% bleiben. Vor diesem Hintergrund kénnen die anderen Formfaktoren ohne
weitere Eingabeparameter berechnet werden. Wihrend wie schon nach Gleichung
28 erwihnt, f% (0) = f4 (0) ist, ergibt sich fiir den Pinguinformfaktor mit der
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Abbildung 5.13: Abhdingigkeit des Resultates EL IO fiir fgw(()) vom Borel-Parameter
(links) und der Renormierungsskala (rechts).

Abbildung 5.14: «a,-Korrekturen zur Lichtkegelsummentregel fiir fgw(QQ). Die gepunkte-
te Kurve zeigt Twist zwei, die durchgezogene Twist drei Beitrdge. Se-
parat werden die Anteile von ¢f_,

gezeigt.

gestrichelt sowie ¢35, punkt-strich,

Renormierungsskala p des Tensorstromes das Resultat:
f&(0) = 0.255 £ 0.035. (5.102)

Vorhersagen fiir die ¢?-Abhiingigkeit der Formfaktoren im betrachteten ¢*-Bereich
finden sich in Abbildung BTH.
Mit dem Resultat

Vi | f15,.(0) = (0.91 £ [0.06] spape & [0.03] 5r) x 1072,

aus [I09] geniigt die Bestimmung des Formfaktors f fiir verschwindenden Im-
pulsiibtertrag ¢> = 0, um schluendlich noch eine Vorhersage fiir das CKM-
Matrixelement |V,;| zu treffen:

Vil = (3.5 + [0.4],, % [0.2]shape & [0.1]5r) X 1072, (5.103)

Die Unsicherheiten stammen wie in aus der theoretischen Bestimmung des
Formfaktors, aus der ¢?-Abhéingigkeit des experimentellen Spektrums sowie aus dem
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Abbildung 5.15: Die Vorhersagen fiir die Formfaktoren fgw(q2), 1% (¢%) und fL (%)
aus Lichtkegelsummenregeln im Bereich 0 < ¢* < 12 GeV? fir die
Zentralwerte aller Eingabeparameter. Durchgezogene Kurve, f;ﬁ(qQ),
gestrichelte Kurve, f% (q?), punkt-gestrichelte Kurve, f (q*)

gesamten Verzweigungsverhiltnis [215], wobei letztere hier getrennt angefiihrt wer-
den. Durch das Verfahren, die ersten Gegenbauer-Momente sowie den Dualitdtspa-
rameter der Lichtkegelsummenregeln fiir den Formfaktor f_(0) iiber die experimen-
tellen Daten festzulegen, folgt eine nicht beriicksichtigte Korrelation zwischen den
ersten beiden Unsicherheiten, die vermutlich zu einer Uberschétzung des Gesamt-
fehlers fithrt. Wie jedoch bereits weiter oben erwahnt geht eine genauere numerische
Analyse iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus und wird Teil einer zukiinftigen
Veroffentlichung werden. Ein Vergleich mit den in Kapitel zwei angegebenen Wer-
ten zeigt, dal bisherige Bestimmungen aus exklusiven Zerfillen nicht nur unterein-
ander, sondern auch mit dem Wert, der aus einem Fit an das Unitaritédtsdreieck
folgt, konsistent sind. Mit den zu erwartenden Fortschritten auf experimenteller
und insbesondere auf theoretischer Seite, wobei hier nur beispielhaft die bewegende
nichtrelativistische Gitter-QCD genannt sei, die es in Zukunft ermdoglichen sollte, den
Formfaktor iiber den gesamten kinematischen Bereich zu bestimmen, wird die Hoff-
nung genéhrt, daf sich durch eine weitere Reduktion der Unsicherheiten in der ex-
klusiven Bestimmung die Situation in Bezug auf |V,,;| kldren sollte. Abgerundet wird
dieser Abschnitt durch eine Gegeniiberstellung mit der vormaligen Berechnung der
Twist drei ag-Korrekturen, wobei kein direkter Vergleich der resultierenden Formeln
moglich ist, da die Imaginarteile in auf verschiedene Weisen bestimmt wurden.
Die erste Berechnung ist bereits in [45] veroffentlicht. In [#4] werden die Imaginértei-
le fiir f7_(¢%) angegeben, wobei kleinere Druckfehler deren Verwendung erschweren,
und es wird eine griindliche numerische Auswertung fiir verschiedene Formfaktoren
vorgenommen. Beide Berechnungen werden jedoch noch mit der Polmasse durch-
gefiihrt, welche weniger geeignet sein sollte, als die hier gewihlte M S-Masse. Um
letzteren Punkt zu quantifizieren und um den Vergleich der hier gewonnenen Re-
sultate mit denen in [44] zu ermoglichen, werden iiber den Zusammenhang E01] die
Terme [E14] sowie [EE17 berechnet, die es erlauben, von der M S-Masse zur Polmasse
iiberzugehen. Tabelle b1 zeigt einen Vergleich der Resultate in den verschiedenen
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Schemen mit den jeweilig favorisierten Eingabeparametern sowie eine Aufschliisse-
lung der verschiedenen Beitrage. Als wichtige Bestéitigung der beiden unabhéngi-

M S-Masse, diese Arbeit | Polmasse, Parameterset 11 aus [44]
I2.(0) 0.263 0.258
tw2 LO 50.5% 39.7%
tw2 NLO 7.4% 172 %
tw3 LO 46.7% 41.5 %
tw3 NLO -4.4% 24 %
tw4 LO -0.2% -0.9%

Tabelle 5.5: Der Formfaktor fgw fiir verschwindenden Impulsiibertrag, berechnet iiber
Lichtkegelsummenregeln in verschieden Quarkmassenschemen. Aufgelistet
sind die Terme verschiedenen Twists und ihre Beitrige in %.

gen Rechnungen ist zu sehen, daff mit den in [d4] verwendeten Werten m;, = 4.8,
sB = 33.9GeV?, M? = 10.7GeV2, 58 = 34.2GeV? sowie M~ = 4.1 GeV? exakt
der dort angegebene Wert f5 (0) = 0.258 reproduziert wird. Deutlich tritt jedoch
auch der Vorteil der in dieser Arbeit verwendeten M S-Masse in Augenschein: Die
as-Korrekturen insgesamt, insbesondere aber zum Twist zwei Beitrag sind erheblich
geringer. Es tritt eine Art Umverteilung zugunsten der Terme fithrender Ordnung
auf, die fiir ein signifikant giinstigeres Verhalten der Storungsreihe spricht, ein Um-
stand auf den im Zusammenhang der Berechnung von fp schon in [I75] hingewiesen
wurde.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Diskussion

Die in dieser Arbeit betrachteten B-Zerfallsformfaktoren spielen eine prominente
Rolle bei der Extraktion von CKM-Matrixelementen aus experimentellen Daten. So

geniigt die Kenntnis des Formfaktors f7_(¢?), um |V,,| aus dem Zerfall B — wev,

. . . e 1p s TB—K" (@
zu gewinnen oder die Kenntnis des Verhéltnisses £ = %,Tp(o()), um aus den Ver-
1

7zu erhal-

zweigungsverhéltnissen % das Verhéltnis der CKM-Elemente

ten. f3 (¢*) kommt dabei eine besondere Rolle zu, da die Spannungen zwischen
inklusiver und exklusiver Bestimmung von |V,;| bisher nicht vollstéindig bereinigt
werden konnten. Jiingere Analysen des inklusiven Zerfalls [02, O8] brachten zwar
eine Anndherung, siehe hierfiir auch Kapitel 2.2, aber die Unterschiede in den
Werten sind noch immer betréchtlich. Inklusive Zentralwerte streuen im Bereich
Vink — (3.7 — 4.8) x 1073 mit jeweiligen Unsicherheiten von 10 — 14%, wohingegen
exklusive Resultate im Intervall V5% = (3.2 — 3.8) x 107 mit Fehlern von etwa
~ 15% liegen. Ein Fit an das Unitaritdtsdreieck unter Annahme der Giiltigkeit des
Standardmodells favorisiert mit V,;, = (3.55 4 0.15) x 1072 die exklusiven Werte.

Um in diesem Feld einen Beitrag zu liefern, werden in dieser Arbeit zwei ver-
schiedene Ansétze mit verschiedenen Intentionen verfolgt. Kapitel 5.1 fithrt die
erstmals in [I68 und [67] aufgebrachten Lichtkegelsummenregeln mit B-Meson-
Verteilungsamplituden weiter. Neben dem Beweis der Lichtkegeldominanz sowie der
vollsténdigen Berechnung der fithrenden Zweiteilchenbeitrédge mit endlicher Masse
des leichten Quarks fiir sieben verschiedene Formfaktoren, bildet die Berticksichti-
gung von hoheren Fock-Zustédnden eine wichtige Komponente. Zu diesem Zwecke
wird im vierten Kapitel die in [B2] veroffentlichte erste Analyse des asymptoti-
schen Verhaltens der Dreiteilchenverteilungsamplituden des B-Mesons sowie, den
Ergebnissen aus [H3] folgend, deren Einflufl auf die entsprechenden Verteilungsam-
plituden mit zwei Valenzquarks vorgestellt. Die ersten Modelle werden erhalten
und mit diesen eine griindliche numerische Auswertung durchgefiihrt. Schon auf
diesem noch recht rudimentiren Niveau zeigt sich eine sehr ermutigende Uberein-
stimmung mit den Ergebnissen aus traditionellen Lichtkegelsummenregeln. Eindeu-

Vis
Via

tige Vorteile dieses neuen Ansatzes liegen in dem einfachen Zugriff auf viele ver-
schiedene phanomenologisch relevante Groflen durch simples verdndern der Quan-
tenzahlen der entsprechenden Strome, wohingegen die Nachteile aus dem bereits
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erwiahnten verhaltnisméafig gering entwickeltem Formalismus sowie dem unklaren
theoretischen Status der B-Meson-Verteilungsamplituden folgen. Weitere Entwick-
lungen in diese Richtung sind wiinschenswert und kiirzlich wurde zum Einen die
erste vollstiandige Analyse der a,-Korrekturen zu den Zweiteilchenbeitrigen in Soft-
Collinear-Effective-Theory(SCET) [216] sowie zum Anderen das lange unbekannte
Renormierungsverhalten der Verteilungsamplitude ¢ (w) berechnet [P17]. Eine Dis-
kussion von ¢ (w) im Rahmen des Bakamjian-Thomas-Quark-Modells unter Beriick-
sichtigung der dynamischen Masse des leichten Quarks findet sich in [2I8]. Um den
Ansatz weiterzufiithren, wiirde eine Moglichkeit dhnlich der traditionellen Herange-
hensweise benttigt, um die Abweichungen vom Lichtkegel zu parametrisieren. Fin
Aquivalent zur Twist-Entwicklung, bzw. der AbschluB, der hier angefangenen Ana-
lyse der Dreiteilchenverteilungsamplituden sind notwendige Ingredienzien, um die
noch schwer abschétzbaren Unsicherheiten unter Kontrolle zu bekommen und kon-
kurrenzfiahige Resultate zu erhalten.

Stellen die in Kapitel vier sowie 5.1 vorgestellten Ergebnisse erste Schritte fiir das
Versténdnis eines neuen Ansatzes dar, so wird in Kapitel 5.2 die bisherige Referenz-
rechnung [44), B5] zur Bestimmung der Formfaktoren f7 , f% sowie fZ_ im MS-
statt Polmassenschema erneut durchgefiihrt und {iberarbeitet. Besonderes Augen-
merk galt hierbei der Berechnung der ag-Korrekturen. Die bereits in [I47] gezeigte
Faktorisierung des Twist zwei Termes zur Ordnung «, und allen Ordnungen in der
konformen Entwicklung konnte ebenso bestétigt werden, wie die Faktorisierung zur
Ordnung a; und fithrenden Ordnung der konformen Entwicklung in den Twist drei
Termen. Sowohl in den Streuamplituden, wie auch in den Imaginérteilen, die fiir die
Twist drei Beitrige zu f3_ sowie f4 erstmals in [46] verdffentlicht wurden, tauchen
keinerlei Endpunktdivergenzen auf, unabhéngig von der Form der Verteilungsampli-
tuden. Obwohl die Imaginérteile aufgrund verschiedener Berechnungsmethoden und
vermutlich einiger Druckfehler nicht direkt mit [44] verglichen werden konnten, wur-
de das numerische Ergebnis fiir f;_(0) mit den dort verwendeten Eingabeparametern
bestétigt. Eine Aufschliisselung der verschiedenen Beitriage zeigt auch den Vorteil
der hier verwendeten M S-Masse: Es findet eine Umverteilung zugunsten der Terme
fithrender Ordnung statt, wodurch ein giinstigeres Verhalten der a,-Entwicklung er-
reicht wird. Die numerische Auswertung, durchgefiihrt von Dr. Goran Duplanci¢, Dr
Alexander Khodjamirian sowie Dr. Blazenka Meli¢, liefert die zwei Hauptergebnisse
dieses Abschnittes:

1. Den B — m-Vektorformfaktor f; (0):

F(0) = 0.26755;
2. Das CKM-Matrixelement |V,;|:

Vil = (3.5 £ [0.4],, £ [0.2]snape £ [0.1]pr) x 1072

Beide in hervorragender Ubereinstimmung sowohl mit #lteren Berechnungen aus
dem exklusiven semileptonischen B — mev,-Zerfall wie auch mit dem aus dem Uni-
taritatsdreieck gewonnenen Wert fiir |V,;|. Durch eine griindliche Analyse der in
Abschnitt 5.2.4 besprochenen Korrelationen lielen sich die Fehler noch weiter re-
duzieren, doch bleibt eine der Methode inhérente, irreduzible Unsicherheit. Auch
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eine Berechnung der a,-Korrekturen zu Twist vier- oder Dreiteilchenbeitragen oder
eine Beriicksichtigung der Mischung zwischen Zwei-und Dreiteilchenverteilungsam-
plituden wird trotz des damit verbundenen erheblichen Aufwandes kaum eine Ver-
besserung des hier angegebenen Ergebnisses erbringen, da jeweils die fithrenden
Terme schon sehr kleine Korrekturterme sind. Eine eventuell erfolgsversprechen-
dere Moglichkeit bestiinde darin, Terme von Twist fiinf oder sechs in der Lichtke-
gelentwicklung mitzuberiicksichtigen, wobei hier Vierteilchenverteilungsamplituden
mit ins Spiel kdmen. Diese konnten mittels Faktorisierung angenéhert werden, wo-
durch ein Quark-Antiquark-Paar durch das entsprechende Kondensat ersetzt wiirde.
Zu erwarten ist jedoch, dafl die néchsten Fortschritte aus einer Kombination von
verbesserter Statistik, Zweischleifenanpassung sowie Erweiterung des zuginglichen
¢*-Bereiches in Gitter-QCD erzielt werden. Eine fortwiihrende Datennahme der B-
Fabriken sowie einer eventuellen Super-B-Fabrik sollte gewéhrleisten, dal in den
kommenden Jahren die exklusive Bestimmung von |V,,;| zunéchst die Genauigkeit der
inklusiven iibertreffen und schliellich den Hochprézisionsbereich erreichen miifite.
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Anhang A

Formelsammlung

In diesem Kapitel werden Formeln und Sétze gesammelt, die fiir die vorangehenden
Berechnungen benotigt werden und die entweder in der Literatur nur schwer zu fin-
den sind oder im Laufe der Arbeit hergeleitet wurden. Die Zweipunktintegrale passen
in diesem Sinne nicht hierher, werden jedoch der Vollstindigkeit wegen angegeben.
Eine hervorragende Herleitung findet sich z.B. in [219]. In den darauffolgenden Ab-
schnitten werden die infrarotdivergenten Drei- und Vierpunktintegrale behandelt.
Fiir erstere wird die e-Entwicklung explizit hergeleitet wahrend letztere, genauer
letzteres, da nur ein Vierpunktintegral in den hier durchgefiihrten Rechnungen auf-
taucht, mittels Partialbruchzerlegung reduziert wird. Im Abschnitt iiber komplexe
Analysis werden Theoreme der Funktionentheorie, die iiber den Residuensatz und
die Cauchysche Integralformel hinausgehen, wie z.B. das Schwarzsche Reflektions-
prinzip und die Bestimmung von Diskontinuitdten mittels diesem angefiihrt. Einige
Formeln beziiglich der |,-Distribution und schlufendlich eine Liste aller in Kapitel
fiinf benotigten Imaginérteile, inklusive der Herleitung eines nichttrivialen Falles, bil-
den den Abschlufl und sollen dazu dienen diese Arbeit in sich konsistent zu machen.
Dem Charakter des Kompendiums wird dabei der Vorzug vor der mathematischen
Strenge gegeben. Fiir diese sei auf die entsprechende Fachliteratur verwiesen.

A.1 Einschleifenintegrale

Schleifenintegrale sind die Grundlage jedweder storungstheoretischen Berechnung
von Quantenkorrekturen. Wihrend Einschleifen-Zwei- und Dreipunktintegrale noch
relativ einfach zu berechnen sind, siehe z.B. [219], wird es bei Vier- und Mehr-
punktintegralen zunehmend kompliziert. Hier gab es in den letzten etwa 25 Jahren
enorme Fortschritte. Angetrieben unter anderem durch die zunehmende Nutzung
des Computers insbesondere bei der Entwicklung von Algorithmen zur Reduktion
von skalaren- und Tensor-Mehrpunktintegralen [220), 221], 222, 223, 224, 225, 226,
227, 228], aber auch bei der Berechnung von asymptotischen bzw. divergenten Aus-
driicken [229, 230]. Fiir detaillierte Diskussionen der Probleme sei auf die Literatur
verwiesen, jedoch bereiteten verschwindende kinematische Determinanten, wie zum
Beispiel die Gram-Determinante, die zu Divisionen durch null fithrten, lange Zeit
Probleme in den Algorithmen [226], 227, 22§]. Geschlossene Ausdriicke fiir Vierpunkt-
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funktionen, die hier leider nicht verwendet werden konnten, wurden fiir infrarotend-
liche in [227), 23T, 232, bzw. fiir infrarotdivergente mit masselosen internen Linien
in [233] berechnet.

In diesem Kapitel werden die fiir die Rechnung in Kapitel 5.2 benoetigten Schleifen-
integrale angeben, bzw. hergeleitet. Die Zweipunktintegrale werden nur aufgelistet,
wéahrend die durchweg infrarotdivergenten Dreipunktintegrale mit zwei Sonderfillen
im darauffolgenden Abschnitt hergeleitet werden. In der hier durchgefiihrten Ar-
beit taucht nur ein Vierpunktintegral auf und es zeigt sich, dafl hier ein genauerer
Blick lohnt. Die Beispielrechnung demonstriert nicht nur das Funktionieren des Al-
gorithmus [227], sondern auch, daf in diesem speziellen Fall die Rechnung erheblich
vereinfacht werden kann.

A.1.1 Zweipunktintegrale

Alle hier angegebenen Zweipunktintegrale sind in D = 4 — e-Dimensionen berechnet
worden. In allgemeiner Form ist das Zweipunktintegral durch

B (12 _ ( Al
o(p1, mo, 1) in? / (k2 — m + ie)[(k + p1)* — mi + ie]’ A

gegeben. Die verschiedenen Sonderfélle lauten:

1 2,2 _ 2 02 2 9
Bo(p1?,mo,m1) = Ayy — / dz log {:c i — 2py = my + ) + mg ZE} )
0

112
m2 m2 — p2 m2 — p? — g
Bo(p*,0,m) = Auy — log <—2) 24 T log (#) :
H D m
2
By(p*,0,0) = Apy — log (%) + 2,
m2
By(m?,0,m) = Ayy — log (F) + 2
2
By(0,m,m) = Apy — log <ZL—),
m2
0

In allen Féllen steht Ay fiir die Kombination % — vg + log4m, mit v der Euler-
Mascheroni-Konstante und in allen Féllen sind Terme der Ordnung O(€) weggelassen
worden. Die Nomenklatur wurde aus [2T9] {ibernommen.

A.1.2 Dreipunktintegrale

Wurden im vorgehenden Abschnitt die Zweipunktintegrale nur aufgelistet, werden
hier die bendtigten Dreipunkintegrale auch hergeleitet. Dies ist im Einzelnen recht
langlich, stellt jedoch im Gegensatz zu den im néchsten Abschnitt behandelten Vier-
punktintegralen kein prinzipielles Porblem dar. Mit zwei Ausnahmen lassen sich alle
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benétigten Integrale auf eine allgemeine Form zurtickfiihren:

2 2 _ (2mp) D) dPk
R N =i e

Die —ie-Vorschrift wurde hier und wird im Weiteren der Ubersichtlichkeit halber
weggelassen. Allgemein gilt bei den betrachteten Integralen p2 = 0. Dies fiihrt
zu Infrarotdivergenzen und demnach werden die Integrale wie im vorigen Ab-
schnitt in dimensionaler Regularisierung behandelt. Im Unterschied zu dort jedoch
in D = 4 + e-Dimensionen. Ausgehend von wird das Integral mittels Feynman-
Parametrisierung

1 1 1-z
— =2 / dx / dz [a(1 — z — y) + bz + cy]® (A.4)
abce 0 0

auf die Form

1 1—x
Tt i) = C [ a%k [Cao [ ay 2 - 4] (A5)

(2mp)")

mit C' = —2 und A = 2%p? + 2xyp; - po + x(m? — p?) gebracht, so daf die

im? .
k-Integration durch eine Wick-Rotation und den damit verbundenen Ubergang zu
Euklidischen Koordinaten, siehe z.B. [219], durchgefiihrt werden kann.

(2mp)* ")

D
it = C ) o (5 D)

7T2

1 11—z D/2-3
/ dzx / dy [°p} + 2xypi - p2 + (m?® — p)] (A.6)
0 0

Nach der Integration iiber y und dem Ubergang D — 4 + € wird eine Potenz von x
aus den Klammern gezogen, so dal dort nur noch lineare Terme in z stehen:

2 (=€) ge/2 €

- 2p1 - P2 6/2 2

[ ot = = )= )7 = [ - (- 0]
(A7)
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Nach einer partiellen Integration und Entwicklung in € bis zur Ordnung O(€°) ergibt
sich ein recht langlicher Ausdruck

_2p11- P2 {l=Aum = log(u)

/1 du [ (P — p2)? _ Iz }
0 m? — x(pr — p2)?  m* — api

1 ( . 2 2
D1 pz) p1
dxlog(l — —
* {/o ’ og( :1:) {m2 - 37(271 - p2)2 m? — ZUP%}

i /01 dx{ (1 — po)’ E log(m® — x(p1 — p2)?)

m? — x(p1 — p2

— pifg log(m® — p?)H } (A-8)

m? — zpj

T(piP; m) -

der nach Ausfithrung der Integrale durch die Funktionalgleichungen des Dilogarith-
mus und des Logarithmus sehr verkiirzt werden kann:

1 m2 m? — p?
T(p?, pa = Arg — log | — | )1 1
(p1,p3, m) 201 - pa {( IR 08 (MQ )) 08 <m2 — (p1 — pz)Q)
2 2 2 _ 2
+ log? <7m — p1> ~ log? <m (p12 ) )

m

o (2 - (222

log(1 —1t)

Dieser Ausdruck mit Liy(z) = — [ dt
Dilogarithmus, eignet sich fiir die hier verfolgten Zwecke gut zur Implementation in
z.B. Mathematica, da durch die dimensionslosen Argumente der Logarithmen und
Dilogarithmen und durch die vorgenommene Aufteilung bereits die vereinfachenden

der Spence-Funktion, bzw. dem

Substitutionen in Anhang C nahegelegt werden. Beachtet werden sollte jedoch, dafl
Ajg sich von Ayy im Vorzeichen des —-Termes unterscheidet.

Zwei weitere Integrale werden in dieseﬁfn Abschnitt behandelt, die obgleich sie drei
Propagatorennenner besitzen, keine Dreipunktintegrale im eigentlichen Sinne sind.
Der Grund hierfiir ist der einfache, dafl entweder ein massiver oder ein masseloser
Propagator zur zweiten Potenz vorkommt. Diese beiden werden in folgender Weise

1) (4=D) D
Tl(pim) = (2 M) /[( h

im? k — p1)? — m2k*’
2mp) A=) dPk
Tn(p} _ | Al
m(plam) in2 / [(k — p1)2 _ m2]2k2 ( 0)
und lassen sich als Ableitungen von Zweipunktintegralen darstellen.

(4—D) D
Ty(pi,m) = %i/ . !
im2 d\ [(k = p1)? — m?][k2 — M|\

) @)D 4 / dPk
To(pi,m) = Pl s ) M T Ty (A.11)

klassifiziert:
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Bei letzterem kann, da es sowohl Infrarot- wie Ultraviolettendlich ist, demnach keine
Entwicklung in € nétig ist und somit auch die Reihenfolge von Entwicklung und Ab-
leitung keine Rolle spielt, z.B. der Ausdruck in abgeleitet werden. Bei ersterem
muf, da dieses Infrarotdivergent ist, die Ableitung vor der Entwicklung geschehen.
Ebenso l&t es sich, wie oben fiir den allgemeineren Fall gezeigt, berechnen. Die
Ergebnisse lauten:

1 m2 m? + p? m? — p?
Tihom) = ot A tog ()| = ST g (M),
T i) ] e =) e

1 m2 _ p2
Tu(pi,m) = — log <Tl) - (A.12)

A.1.3 Vierpunktintegrale

Nach der kurzen Vorstellung eines Algorithmus zur Reduktion allgemeiner N-Punk-
Integrale [227] auf Masterintegrale wird in einer beispielhaften Anwendung auf einen
konkret vorliegenden Fall dargelegt, dafl dort der erste Schritt der Reduktion &dqui-
valent einer einfachen Partialbruchzerlegung ist.

Ausgangspunkt ist ein allgemeines masseloses N-Punkt-Integral,

[N(D'{l/‘}) _ <V2>2—D/2 / dPk 1 (A.13)
e (2m)P A" A - AR '
mit A; den Propagatornennern A; = (k + r;)? — ie. Eine Verallgemeinerung auf

den massiven Fall ist, wie auch in [233] angegeben, ohne Schwierigkeiten méglich
und es werden an den Stellen, an denen Modifikationen notwendig sind, diese an-
gegeben. Der Algorithmus basiert nun auf zwei schon frither hergeleiteten Relatio-
nen. Zum Einen wird die Translationsinvarianz dimensional regularisierter Integrale
ausgenutzt, die bereits in [234] zur Methode der partiellen Integration von Feyman-
Integralen genutzt wurde und besagt, dal das Integral {iber eine Ableitung nach
dem Schleifenimpuls verschwindet:

~ ) @mP ok \ AT ARE.AY ) ‘

z; sind eingefiihrte Konstanten, deren Bedeutung im Weiteren Verlauf noch deutlich
wird. Wird die Ableitung ausgefiihrt und werden die dadurch auftretenden Skalar-

produkte als Linearkombination von Propagatornennern dargestellt, ergibt sich so
eine erste Relation:
N

7j=1

<Z = 13)% + 2ie] z,) v 1Y (D; {vx + 0k;})

=1

Z F(Di{ve + Gk — r}) — (D =Y v) 2 I (Di{w}) (A.15)

Jj=1
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Zum Anderen wurde in [222] aus der Feynman-Parameterdarstellung von

IN(D: {v;}) = —— (4 2)2-D/2
0 ( { }) (47T)2< K ) Hz]il F(l/i)
D/2-N v,
1 N N
[ (T ) (Sw =) |- 3 v = -
0 i=1 =1 ’L] 1
(A.16)
eine Verbindung zwischen Feynman-Integralen verschiedener Raum-Zeit-Dimsension
hergeleitet:
N
-3 n s 8)) = () D = ) (A17)

Um weiter fortzufahren wird verlangt, dafl die Konstanten z; ein lineares Gleichungs-
system erfiillen
N
Z(Ti — 1)z =C fir j=1,..., N, (A.18)
i=1

welches sich ebenso in Matrixform, mit 7;; = (r; — r;)?, darstellen 1a8t:

0 12 s TIN 21 C
iz 0 Ty = = C . (A.19)
N Ton - 0 ZN C

Um die folgenden Schritte ebenso fiir den massiven Fall durchfiihren zu konnen,

bedarf es nur einer kleinen Modifikation: In[A I8 wie auch in AT muB r;; durch r;; —

m? — m? ersetzt werden. Alle Relationen kénnen dann ohne Probleme iibernommen

werden.
Mittels [A-T8 kann [A-THl auf folgende Form gebracht, die e Vorchrift wird von hier
an weggelassen,

Z Cv IV (D; {vp + 0i;})

N N
= Y 5y (D v + 0k — 0}) — (D = Y vy) 2 1 (Di{n}) (A.20)
i,j=1 j=1

und mit [AT7 zur grundlegenden Rekursionsrelation umgeformt werden:

CIN(D — 2:{w}) = Z %I (D = 2:{vp — 6i})

N

+ (4mp?)(D = 1= > ) 2 I (Di{w}). (A21)

Jj=1
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Die weitere Vorgehensweise wird durch zwei Determinanten bestimmt. Die des Sy-
stems [A.19 und die des um Zﬁl z; = zp erweiterten:

0 1 1 - 1 —C 20
1 0 T12 s+ 1IN 21 0
L rg 0 v 1oy Z2 = 0 (A.22)
1 TIN ToN = °° 0 ZN 0

Im Folgenden werden diese analog zu [233] mit det(Ry) fiir AT und det(Sy) fir
bezeichnet. Es entstehen vier Fille, je nachdem ob die Determinanten gleich
oder ungleich null sind und fiir jeden der vier Fille wird die Rekursion modifiziert.
Insbesondere gilt fiir det(Sy) # 0

det(RN)

C = 0 5y

(A.23)

Dieses Einbinden der kinematischen Determinanten hat den Vorteil, dafl dieser Al-
gorithmus nicht durch spezielle Impulskonfigurationen zum Zusammenbrechen ge-
bracht wird. Die vier Fille mit den entsprechenden Rekursionsformlen werden an-
gefiihrt, wobei fiir eine vergleichende Diskussion mit anderen Algorithmen auf [233]
verwiesen wird.

Fall 1: det(Ry) # 0 und det(Sy) # 0

Fiir diesen Fall ist 2y = 1 die giinstigste Wahl. Wie unschwer aus [A.23] zu erkennen
ist, ist C' # 0 und aus [A21] folgt so:

1

I (D;{v}) = dmp2(D — 1 — Zf\il vj)

[C YD —2:{u})

- 2z IN(D — 2 {vp — 0i}) | (A.24)

i=1

Dies ist jedoch nicht die einzige Moglichkeit. Werden in [A T8 z; = 0, mit k£ =
1,..., N gewihlt, wird ein lineares Gleichungssystem fiir I)¥ (D; {v; + d;;}) erhalten,
welches dieselbe Determinante wie hat:

N N
> (e = 1) vy (D {vi+653) = > v IV(Di {vi + 655 — du})

J=1 Jj=1

v;) 1Y (D; {vi}), k=1,...,N. (A.25)

WE

— (D -

<.
Il
-
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Durch geschicktes Addieren und Subtrahieren von 6;;, 1Y (D; {v; + §ij — 6;1.) wird dies
auf eine Form gebracht

Z(Tk — 1)’y I3'(D; {vi+05}) = Z - o (D; {vi + 0ij — Oin})
— (D -1-> vy)(D:{w}). k=1... N, (A26)

in die [A-T1 eingesetzt werden kann:

Z(m — )2 v I (Ds {vi +6y5}) = —(Amp) " I (D — 25 {vy — i })
— (D -1-Y vy)(D:{w}). k=1... N (A27)

Zur weiteren Steigerung der Effizienz des Verfahrens werden und kombi-
niert. Der letzte Term in wird durch die rechte Seite von ersetzt. So wird
ein Gleichungssystem erhalten, in welchem sowohl die Dimension der Integrale wie
auch die Potenzen der Propagatoren reduziert werden:

N

Y (=) v I (D {vit b)) = —(dmp®) ™! [Z (25 = 0j0) I (D=2 {v;=d;;})

j=1 j=1

- CféV(D—2;{ui})], k=1,...,N. (A.28)
C und z; sind hier Losungen von

Fall 2: det(Sy) # 0, det(Ry) = 0

Dieser Fall ist ebenso wie der Néchste schnell behandelt. Aus folgt C' =0 und
mit zo = 1 ergibt sich aus [A2T}

1

[éV(D;{Vk}) - 4rv2(D — 1 — Z vj)

[ Z 2 IV (D — 25 {wy, — M)]
(A.29)

Fall 3: det(Sy) =0, det(Ryn) #0

Fall 3 tritt auf, wenn die erste Zeile von eine Linearkombination der iibrigen
Zeilen ist. Eine Losung des resultierenden Systems ist nur dann moglich, wenn z5 = 0
ist. C' kann in diesem Falle frei gewihlt werden und legt iiber die iibrigen z;
fest. Mit C' = 1 wird [A22T] zu:

N

YD {we}) = > 2 1) (D; {ve — 6ii})- (A.30)

i=1
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Fiir die Félle 2 und 3 kann demnach bilanziert werden, daf3 sich das urspriingliche
skalare Integral als Linearkombination von Integralen mit geringerer Anzahl von
Propagatoren und in Fall 2 mit geringerer Raum-Zeit-Dimension darstellen 148t.
D.h. das Verschwinden der kinematischen Determinanten det(Ry), det(Sy) verein-
facht die Rekursion im Vergleich zum ersten Falle, in welchem kein solch einfacher
Zusammenhang hergeleitet werden konnte.

Fall 4: det(SN) = 0, det(RN) =0

Dieser Fall ist wieder ein wenig anspruchsvoller. Es ergeben sich je nach Kinematik
zwei verschiedene Relationen. Um diese herzuleiten wird zuvorderst in die
letzte, d.h. die N + 1te, Zeile der Matrix von den Zeilen 2 bis N abgezogen. Das
resultierende Gleichungssystem hat folgende Form:

0 1 1 T —C 0
0 —TiN T2 — Ton "IN 21 0
0 r—mnnN —TaN Tt TN 29 0
0 riN—1 —TIN ToN-1 — ToN -+ TN-IN ZN-1 0
1 TN TaN s 0 ZN 0
(A.31)

Die ersten N Gleichungen bilden ein System in welchem C' nicht vorkommt. Dieses
kann nach den Konstanten z; aufgelost werden, wobei zu beachten ist, daf es auf-
grund der verschwindenden Determinante nur fiir zg = 0 16sbar ist. Zudem wird aus
demselben Grunde mindestens ein freier Parameter in der Losung erscheinen. Diese
in die N + 1-Zeile eingesetzt,

N

Z TiN 2 = C, (A32)

i=1

1aBt sich ein freier Parameter durch Wahl von C' fixieren. Aus kinematischen
Griinden, z.B. durch lichtartige Impulse, kann die linke Seite explizit verschwin-
den, wodurch die Wahl C' = 0 erzwungen wird. Aus den bisherigen Uberlegungen
ergeben sich nun zwei Moglichkeiten aus [A21l Zum Einen fiir zp =0 und C =1

N
I (Di{m}) = > 2 10 (Di{v = 6wi}), (A.33)
i=1
und zum Anderen fiir zo =0 und C =0
N
0 =Y 51 (Di{vk — 6u}). (A.34)
i=1

Die erste Relation ist der im Fall 3 identisch, wéihrend es fiir die zweite noch eines
Schrittes bedarf, um zu einer brauchbaren Rekursionsformel zu kommen. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit kann 2; # 0 angenommen werden und damit folgende
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Relation, die einer einfachen Partialbruchzerlegung sehr dhnlich sieht, erhalten wer-
den:

2 IN(D {w}) = — Z % IN(D; {ve + Ok — Ori}) (A.35)

Auch im vierten Fall wird duch das Verschwinden von det(Ry) und det(Sy) die
Rekursion gegniiber Fall 1 vereinfacht. Aus folgt direkt, dafl sich das N-
Punkt-Integral als Linearkombination von (N — 1)-Punkt-Integralen darstellen 148t,
wihrend in [AZ38 zwar nicht die Anzahl der Propagatoren ingsgesamt, wohl aber die
Anzahl der verschiedenen Propagatoren verringert wird und demnach ebenfalls eine
Reduktion vom N- zum (N — 1)-Punkt-Integral stattfindet.

Beispielrechnung

Beispielhaft fiir das Funktionieren des Algorithmus wird in diesem Abschnitt ein
Vierpunktintegral, welches in der Berechnung des Diagramms auftaucht, auf
Zweipunktintegrale reduziert und explizit angegeben. Der hier vorgestellte Fall
gehort nicht zu den schwierigsten, stellt aber aufgrund des Verschwindens beider
kinematischer Determinanten einige &ltere Algorithmen vor Probleme. Ausgangs-
punkt der Rechnung ist ein Integral der Art:

(2mp)* ")

. B dPk
(D111 = 2y / e R e e Y 2 (A.36)

Im hier betrachteten Fall sind p; = up+q, p» = up und p3 = —(1 —u)p, wobei u eine
reelle Zahl zwischen null und eins ist und alle Rechnungen im chiralen Grenzwert
p? = 0 durchgefiihrt werden. Streng dem Algorithmus folgend entspriche dies Fall
4 und dort speziell der Moglichkeit C' = 0, womit Relation Verwendung féande.
Durch einen genaueren Blick auf das Integral 148t sich dieser Schritt jedoch noch
weiter erhellen und die schon erwithnte Ahnlichkeit zur Partialbruchzerlegung am
konkreten Falle belegen. Durch die besondere kinematische Situation, insbesondere
p? = 0, gilt folgende Identitét:

1 A B

G wPh+ (L wp? (k=) v (1 wpp
U 1 —u
= e wr e a4

Und diese einfache Zerlegung fiihrt das Integral bereits auf zwei Dreipunktin-
tegrale der Art

o _ 2rp)D) / dPk
(D2, 1,1) = = Yl e T (A.38)

mit p3 = 0 zuriick. Eine Auflistung der Impulsdifferenzen

2 2 2 2
T = P — M ri3 = 0 7‘232(271—172)—7”
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zeigt, dafl Fall 2 det(Ry) = 0, det(Sy) # 0 entsprechend weiter vorgegangen werden
muf. Die Losung des Gleichungssystems mit zg = 1 und C' = 0 liefert

- 2 2 2
2 = _(Pl p2) m 2 = 0 2 =

—2p1 - po

Py —m
—2p1 - P2

und fithrt mit auf
1

I3(D;2,1,1) =
0(777) 47T/L2<D—1—4)

— I3(D—2;1,1,1) — 23 [3(D—2;2,1,0)|.
(A.39)

Der erste Term fiihrt nochmals auf dieselben Determinanten und demnach auf
dieselben Gleichungssysteme. Daher kann nochmals mit offensichtlicher Mo-
difikation verwendet werden. Beim zweiten Term handelt es sich aufgrund von
I3(D—2;2,1,0) = I3(D—2;2,1,0) bereits um ein Zweipunktintegral, welches nicht
weiter reduziert werden kann. Nach der weiteren Behandlung des ersten Terms lautet
das Ergebnis:

1 1
I3(D;2,1,1) = 6 {—x I5(D —4;0,1,1)

Ami2(D — 5) [_ e (D
— 2 I5(D—4;1,1,0)} — 23 Ig(D —2;2,1,0)|. (A.40)

Die Berechnung des urspriinglichen Vierpunktintegrals ist somit auf die Berechnung
zweier Typen von Zweipunktintegralen zuriickgefiihrt worden.

27 p)(6=D) dP—2k
BD-221) = .
oD —22.1) v | eEG
27TM)(87D) dD74k,
I3(D—4:1,1) = ( . A.41
0( ) Ly ) i2 / L2 ((k? B p)g B mg) ( )

Mit p = pi1, p1 — p2. Beide bereiten keine grundsétzlichen Schwierigkeiten, doch
soll der aufwendigere Fall in D — 4-Dimensionen kurz beleuchtet werden. Nach dem
Ubergang D — 4 + e und Ausfithrung der k-Integration bleibt folgender Ausdruck:

1
BD-4,11) = @m0t T (2 - §) [ doat it = (1 - )i
0

2
(A.42)
Hier 148t sich aufgrund der Divergenz fiir x+ — 0 weder die Integration noch die
Entwicklung fiir ¢ — 0 ausfithren. Mittels Addition und Subtraktion des einge-
klammerten Terms und seiner ersten Ableitung am Punkt x = 0 kann jedoch eine
Aufteilung in ein endliches Integral und zwei Beta-Funktionen erreicht werden:

2(D—4,1,1) = (2rp)@ 9 52D (2 - f)

2
1
/ dz x
0

e {5 (5 1) (53 o (51)

(1)

_2 {[m2 —(1- x)pz]gd — [m? _pz]gfz _ (E _ 2) prem? _p2]573}
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Hernach stellt die Entwicklung in € kein Problem mehr dar. Erleichtert wird die
Rechnung zusétzlich dadurch, dafl im Integral wegen des Vorfaktors nur die Ordnung
O(€") benétigt wird. Die Losung kann dann in recht kompakter Form angegeben
werden:

1’2(13—411)—162427]92
0 P - 7T:u<m2_p2>3
m2 m2—p2 m4—p4
—A log [ — 2log [ ——— | -2+ ——|. (A4
o v () v (M55) -2+ ] 4

Mit dem Resultat des zweiten Zweipunktintegrals

Ar 2 m2 m? — p? P?
2 _

[O(D—271,1)—m|:A[R—IOg(F) —QIOg(T +1+@ 5

(A.45)

welches sich beim Zusammenfiithren der beiden Dreipunktintegrale wieder heraus-

hebt, und nach einigen algebraischen Vereinfachungen wird folgender iiberraschend
kurzer Ausdruck fiir p3 = p2 = p, - p3 = 0 erhalten:

(2mp)-D) / dPk
im2 E2[(k — p1)? — m2](k — p2)2(k — p3)?

ST - ;2>2Mm2 B PIRNE] <‘A’R s @_) i 1)

i m? — p}
- 2(p1 - p2)(p1 - p3)[m? — pi] bg( m? )
(p1 — p2)? m? — (p1 — p2)?
* 2(p1 - p2)(p1 - (p2 — p3))[m? — (p1 — p2)? tog < m? )
_ (p1 — p3)° o m? — (p1 — ps)’
Mo B)on - (o2 — 2 — (o1 — )] % ( 2 ) - (A40)

A.2 Komplexe Analysis

Uber die grundlegenden Sitze der Funktionentheorie hinaus werden in dieser Arbeit
nur wenige Theoreme dieses vielfiltigen Teilgebiets der Mathematik benotigt. Zu
den Grundlagen der QCD-Summenregeln gehéren jedoch sowohl das Konzept der
analytischen Fortsetzung wie das Schwarzsche Reflektionsprinzip, so dafl es sinnvoll
erscheint diese hier anzufiihren.

A.2.1 Analytische Fortsetzung

Die folgende kompakte Definition findet sich in &hnlicher Weise in [235] und wurde
fiir diese Arbeit iibernommen. Gegeben seien zwei holomorphe Funktionen f : U C C
und g : V C C auf den Gebieten U, V mit U C V. Gilt

[ =9 aull, (A.47)

dann ist g durch f eindeutig bestimmt und heift analytische Fortsetzung von f.
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Beispiel:
Sei
f(z) =1+2+22+ ... fir allez € C mit |z| <1
und .
g(z) = fir allez € C mit 2z # 1,

1 — =z

dann ist ¢ die analytische Fortsetzung von f auf C\ {1}

A.2.2 Schwarzsches Reflektionsprinzip

Sei I das offene Intervall I =] — oo, 0] sowie f : I — R eine reellwertige, differen-
zierbare Funktion. Fiir G = C\ [0, oo|, die komplexe Ebene ohne die positive reelle
Achse und ¢ : G — C, die analytische Fortsetzung von f auf G gilt:

1
liI%Img(s + i€) = % 1i1% {9(s + ie) — g(s — ie)}. (A.48)
€e— 1 €e—

A.3 Lichtkegelvektoren

Die in dieser Arbeit desofteren vorgenommene Lichtkegelentwicklung 148t es sinnvoll
erscheinen, entsprechende Vektoren einzufiithren, um den Umstéinden Rechnung zu
tragen. Hierzu werden zwei lichtartige Vektoren n, n eingefiihrt:

n? = n* =0, n-n = 2. (A.49)

Auf diese Weise lassen sich Vektoren in Komponenten parallel und senkrecht zum
Lichtkegel aufteilen:

A = —[(A-n)n" + (A-n)n"] + Al. (A.50)

| —

Produkte bzw. Quadrate von Vektoren ergeben sich dann wie folgt:

- =

A-B = —[(A-n)(B-n)+ (A-n)(B-n) — A, - B,

A2 = (A-n)(A-7) — A2 (A51)

Zum AbschluB sei noch angemerkt, daf in einigen Veroffentlichungen, z.B in [49], ein
zusétzlicher Normierungsfaktor % in die Definition von n, n eingebracht wird, so
daf diese auf eins normiert sind. Hier wird darauf verzichtet. Eventuelle Unterschiede
sollten offenkundig sein.

A.4 Imaginérteile

Dieses Kapitel liefert eine vollstandige Liste aller Imaginérteile, die fiir die Kalkula-
tion in Kapitel 5 berechnet wurden. Die Imaginérteile werden fiir 7o > 1 bzw. p > 1
mit p = u(ry — r1) + 1 angegeben. Zuvorderst werden die Anteile aufgelistet, fiir
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Abbildung A.1: Demonstration des negativen Umlaufsinns fiir die Berechnung des Re-
log®(1—p)

stduums von =0

die keine partielle Integration in den Amplituden vonnéten ist. Im darauffolgenden
Abschnitt diejenigen, bei denen partiell integriert werden muf3. Hier werden auch die
resultierenden Oberflichenterme diskutiert. Allgemein gilt, mit einer Ausnahme, dafl
die Imaginérteile mit Hilfe folgender Definitionen berechnet wurden:

| =

Im, f(z) = 5 (fla +i€) — f(x — ic))

Re, f(z) = 5 (o + i) + f(z — ie))
. [f() g(a)) = Tm, f(x) Repg(w) + Tm. g(z) Re. f(2)
Re, [/(2)g(@)] = Re, f() Rey g(a) — T, g(o)Tm, f(z)  (A.52)

[l A

A.4.1 Imaginirteile ohne partielle Integration

In diesem Abschnitt wird eine weitere Aufteilung vorgenommen. Es werden erst die
Teile angegeben, in denen nur p oder nur 7, eine Rolle spielt, dann die, in denen
beide Variablen vorkommen.

Nur p :
1
Imﬂ = 7wo(p — 1) (A.53)
Imlog(l — p) = —7O(p — 1) (A.54)
ImLis(p) = mlog(p)O(p — 1) (A.55)
Im% = —x <@1(”_7_p)1) o 5(p — 1) log(r2 — 1)) (A.56)
Lis(p) O — 1)
Iml—p :W(log(p) e
+ d(p —1) {%2 + log(r2 — 1)]) (A.57)
gL —p) (_2 log(p —1)O(p — 1)
1 —0p 1 —0p 4
+ Sp—1) {logz(rz —1) - %D (A.58)
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p und 7ro:
g lost —r2) (@(1 - p| Ok -1 )
1 —0p L—=p |, 1=p |,
+ 7d(p — 1)(21og(ry — 1) — log(1l — 1)) (A.59)
L2 (8 -p) O -1
T, T (l—p i 1—p>
+ omélp — 1) (% ~ Lis(1 — 1)
— log(re) (2 log(r2 — 1) — log(l — m))) (A.60)
log*(1 —ry) Ol —p) B -1
Im T, ——27T10g(7“2—1)<1_p + 1—p)
+ 7w(p — 1) (log(rs — 1) (3log(rs — 1) — 2 log(1l — r1))
- ) (A.61)
log*(1 — p)

Die Berechnung des Imaginérteiles von bedarf einer gesonderten Be-

trachtung. Die naive Berechnung via fithrt zu einem falschen Faktor vor 72, da
in dieser der Grenzwert fiir p — 1 nicht richtig behandelt wird.

Dieser Grenzwert erfordert die Berechnung des Residuums bei p = 1, d.h. die Berech-
nung eines Integrals iiber einen geschlossenen Kreis um diesen Punkt. Der Radius r
des Kreises wird gegen null geschickt, um nur den Beitrag des Residuums zu erhal-
ten. Dabei ist zu beachten, dafl der Weg in Abbildung und Abbildung [A] im
mathematisch negativen Sinne durchlaufen wird und somit streng genommen nicht
das Residuum, sondern dessen Negatives bendtigt wird. Zur leichteren Berechnung
wird zuerst p um eins verschoben (siehe Abbildung [A2), so daf der Kreis um p =0
gezogen wird:

1 log?(1 — 1 log?(—
Lo fgleet=p) 1 f il (=r) (A.62)
2mi 1 —0p 2mi p

Die Standardsubstitution p = re~* erlaubt es das Konturintegral in ein Integral
iiber den Winkel ¢ umzuwandeln:

2w 1 2

do log(—re ™) = do (log(r) — i(¢ — m))* . (A.63)

o 2m Jy

Das Residuum, das dem negativen Imaginérteil der Funktion (geteilt durch ) bei
p = 1 entspricht, ergibt nun fiir » — 0 den gesuchten Anteil:

71_2

= lim log®(r) — — (A.64)

1 21 —
[y 08 (1~ p) _
r—0 3

T 1 —0p

p=1
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¢
—-

Abbildung A.2: Verschiebung der Integrationskontur zur Berechnung des Residuums
um p = 1.

Mit dem Ergebnis fiir p > 1,

201 _
1, log’(1 —p) _ _ploglp—1) o0 — 1)
T 1 —0p p>1 1 —0p
BE1 , loglp — 1)O(p — 1)
1 —0p n

wird dies zu dem in angegebenen Resultat:

2 —_ _ —_
e —p _ 7r<—2 log(p — 1)O(p — 1)
1—0p 1—0p

+

+ 6(p — 1) {logQ(rg —1) - %QD

A.4.2 Imaginirteile mit partieller Integration

Hier werden Imaginérteile durch partielle Integration, die entsprechende Verteilungs-
amplitude wird immer dabeistehend angenommen, auf die des vorigen Abschnitts
zuriickgefiihrt. Vorsicht ist bei den Oberflaichentermen geboten. Wahrend die Ober-
flichenterme einer partiellen Integration bei ¢g_ verschwinden, ist dies bei ¢f_ sowie
bei zwei partiellen Integrationen bei ¢, nicht der Fall. Dies sind jedoch stets Terme
derselben Struktur, die beim Ubergang von der MS-Masse zur Polmasse verschwin-

den:

22

m 1
P~ |4 — 3log —b —_
’ ( (u )) (1 - p)?

22

m 1
¢3. i~ |4 — 3log —b —_
’ o (1= p)p?
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Bei ¢ taucht nur der erste Term dieser Liste auf, withrend die Anderen nur bei ¢§,
bend6tigt werden.

1 1 d 1 \"
Im——— = —Im— — 5(ry — 1) Im ———
RT—E ml—pdp+<<r2 )ml—p)
Imi3 = Imid—2 — (5(r2—1)1m7i)

(I —p) 1 —pdp 1L —pdp
gt —p) o log(l —p) + 1 d
(1 = p)? L—p dp
o 2 o log(l —p) o Lia(p) d
(1= p)2 p(L—p) 1 —pdp
log®(1 — log®(1 — 2(log(1 — 1
Im 0<gl( )2/)) _ gl =) +1 (log(1 — p) + )di (A.66)
—p —p p

(%), (xx) : Oberflichenterme, die nur bei ¢4 respektive ¢7_ auftauchen.

A.5 Distributionen

Neben der klassischen d-Distribution, deren Definition zum Beispiel in [235] nachge-
lesen werden kann, wird in dieser Arbeit vorwiegend die nachfolgend beschriebene
| .-Distribution verwendet.

A.5.1 |,-Distribution

Bei der Berechnung einiger Imaginérteile, z.B

s —p) <@(p -1

B L= st - og(p - )

tauchen unechte Divergenzen fiir p — 1 auf, die fiir den weiteren Verlauf behandelt
werden miissen. Dies geschieht via |,-Distribution, deren Definition

es erlaubt, diese zu entfernen. Obiger Fall, die Imaginérteile werden stets mit einer

o) = [T a T ) <o) m<i<n (a6

Verteilungsamplitude gefaltet, wiirde z.B. in folgender Weise bearbeitet:

[ a0t = [Tap S o)
o [ 2=t
= [T S e

= (1) (togrs = 1) — tiy (o — 1)) (A9
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Auf Ebene der Imaginérteile gebe sich somit ein Zusammenhang,

Ol -1 _ k-1
1 —0p 1—0p

+

— dp—1) (log(w — 1) — lim log(p — 1)),

der dafiir sorgte, daf§ sich die beiden divergenten Logarithmen gegeneinander -
weghdben und nur noch endliche Terme {ibrig blieben. Zwei weitere Formeln dieser
Art, die benotigt werden, lauten:

ot —p) _ ©0-pr

1 —0p L—p |5
— 0(p—1) (lin% log(1 — p) —log(l—rl),
p—
1, e-p]  B-1
1—0p L—p |5 L—p |4

— 0(p — 1) (log(ry — 1) — log(l — r)).

A.6 Borel-Transformation

Hier werden die mathematische Definition und einige wichtige Anwendungsformeln
die Borel-Transformation betreffend gesammelt. Diese wird in QCD-Summenregeln
als Hilfsmittel verwendet, um Subtraktionsterme in den Dispersionsrelationen zu
entfernen und um den Einflufl von hoheren angeregten- oder Kontinuumszustéinden
zu reduzieren. Der eingefiihrte Borelparameter, sieche [A69 wird im Allgemeinen ver-
wendet, um die Stabilitdt der Summenregel und die Abhéngigkeit vom Kontinuum
zu iiberpriifen. Die Definition lautet:

_42)(n+1) d \"
B F(?) — lim SO (AN g ey A6
M?2 (q ) :q%2;7?m:]§o2 n! dq2 (q ) ( 9)

Fiir die hier betrachteten Rechnungen sind folgende Anwendungen wichtig:

k k—
s (LN (N e
M\s — ¢ (k — 1) \ M?

By (—¢3)F = 0. (A.70)

Zweitere zeigt deutlich, dal Subtraktionsterme wie in B84 entfernt werden und daher
in Sumenregelrechnungen fiir gewohnlich nicht weiter betrachtet werden.
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Anhang B

Anmerkungen zur Zerlegung des
nichtlokalen ggG-Matrixelementes

In diesem Anhang wird die allgemeine Zerlegung des bilokalen Quark-Antiquark-
Gluon Matrixelementes angegeben und hergeleitet. Die Konsequenzen aus den Un-
terschieden mit jener in Kapitel 5.1 benutzten werden diskutiert und erste wei-
terfithrende Analysen préasentiert.

Der erste Teil wird sich stark an der Nomenklatur von [47] orientieren. Dort werden
zweierlei Abkiirzungen fiir die nachfolgenden Betrachtungen eingefiihrt:

(0lg(z) G (ux) 75 7, i00p Qu(0)| B(v)) = (ifsms) (G Y57 i0as), (B.1)
mit offensichtlicher Anwendung fiir allgemeine Diracmatrizen und
ajabs = aqbg — agby. (B.2)

Ausgangspunkt ist die allgemeine Zerlegung des Matrixelementes eines Tensors von
Rang 5 mit zwei Paaren asymmetrischer Indizes:

(G570 1008) = Galu 9018 Yoo 25 + Golp 9ulia 9810 25+ Gola 981 Ivlp 25

,U[ x’/] o U[C‘f xﬁ] o
+ —F Ypla 980 25 + - Yol Gylo 23

v
Ve VaTs ., ]
T W Gpo Zlo + 9klp 9T G\ gﬁ] 9po

K gy A UQ.TKSL’A

TARTA vt v
X — 7 73 + — 72 + —= Zg | (B3
(v2 6+v~x 7+v~x 8+(v-:c)2 9)( )

Die Z7, 1 = 1,..., 10 sind Kombinationen von Dreiteilchenverteilungsamplituden

Xi = X;(v-x,0% 2% ), Y; = Yi(v-x,0% 2% u) in folgender Art:

g

77 = 0" X; + Y.

v-T

Mittels der on-shell Bedingung, @, = @, und der Chisholm-Identitét

P = (9" g™ = g9 + 9" ) v + i s, (BA)
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ANHANG B. ZERLEGUNG DES QQG-MATRIXELEMENTES

lassen sich aus die Matrixelemente mit anderen Dirac-Strukturen gewinnen:
y Z s 0T
<GW Vp ZUaB) = ) €aBor <GW V5 Vp O ),
i

< ur V5 Yo - 6 €apor <Guu ’Yp 'L.O-OT>7

)
(Gus) = (G5 7a)s
(G 151008) = V(G V5% i0ap) + 2 (0alGru 1578) — V(G 15 7a))
R
) = V(G va);

) = VG pioap) + 2(0a(Gu ) — UG Va)) - (B.5)
Nun konnen relativ einfach Relationen unter den Verteilungsamplituden gefunden

werden, die im Endeffekt deren Anzahl reduzieren. Wird die Chisholm-Identitét fiir
die linke Seite von Gleichung verwendet

< 7% Y

(G

(Gl 10ap

<G;w V5 Vp iaaﬁ) = gﬁp<Gm/ 5 7a> - gap<G,uu V5 7ﬁ> - iepaﬁa <G,ul/ 70> <B6>

und werden die entsprechenden Ausdriicke aus eingesetzt, so ergibt sich ein
Gleichungssystem, welches zeigt, dafl nicht alle Verteilungsamplituden unabhéngig
sind und welches in folgender Weise gelost werden kann:

Xz = Xy; Y=Y Y5 =-0"X; =0*X;5 Vg = —0*Xg = V5
XG - Y7 - Xg - }/;) = X10 = YlO- (B?)

Diese Losungen lassen sich ohne weitere Voraussetzungen nur aus den Identitaten der
Dirac-Matrizen gewinnen. In [47] wird die Lésung mit v? = 1 angegeben, doch schien
es angebracht, da die Ausgangsformel vollkommen allgemein gehalten wurde,
dies in der Losung ebenso zu handhaben. Es bleiben demnach acht unabhéngige
Verteilungsamplituden, verglichen mit vier bei Kawamura et al. [43] und ebenso
vier in der in Kapitel 5.1 sowie in [A2] verwendeten Zerlegung. Mittels konnen
wieder die Matrixelemente anderer Dirac-Strukturen gewonnen werden und es zeigt
sich, dafl nach Kontraktion mit ¥, bzw. * nur vier unabhéngige Strukturen iibrig
bleiben. Mit den Zuordnungen

Uy = X1 — X5 —QY;, Vy=Xo-QVY,, Xju=-X4, Ya=Yy+Yy (BY)

Q= ergibt sich die Zerlegung aus [43]. Da die Zerlegung aus 5.1

el
(010 ()G (12 (0)| B () = T2 / w / gt ¢-itueva
0 0

x| 1+ ¢>{<va = 012) (V) = Py (,) ) = i, Wy (. )

- (BI) Xy + (D20 YA(w,g)}%] B

v-T
Ba
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nach Kontraktion mit z”,bzw. x* ebenfalls Kawamuras Ergebnisse reproduziert,
ergeben sich Korrekturen zu den Summenregeln in 5.1 dann, wenn diese Kontraktion
nicht durchgefiihrt wird. Dafiir bedarf es einer genaueren Betrachtung des Quark-
Propagators im Hintergrundfeld, der fiir die Berechnung der Softgluon-Korrekturen
bendtigt wird. Im massiven Falle

d* » ! vt Y + myg, oM
Sql(x,o,mql) N /(27:;4 ‘ pr/o v Guy(vx) |:p2 - Z131 - (§p2 - j;)gl)Q ’
(B.10)
ergeben sich natiirlich Korrekturen proportional zur Masse des Quarks, die in den
hier durchgefithrten Rechnungen aufgrund der geringen Masse des Strange-Quarks

klein sein sollten, aber fiir Berechnungen von B — D [ v-Formfaktoren relevant wer-
den konnten. Diese sind jedoch nicht die einzigen Korrekturen. Auch fiir masselose
Quarks ergeben sich bereits Korrekturen, wie ein Blick auf den entsprechenden Pro-
pagator zeigt:

—

22 gt

1Sy (2,0,0) = + /0 du {1 = w)to" G (ux) + uo™ G (ux) £} .

1672 22
(B.11)
Der Gluon-Term kann mit Hilfe der Chisholm-Identitéit [B4l in folgende fiir diese
Zwecke niitzliche Form gebracht werden:

{(1 = w)fe™ G (uz) + wo™ Gy (ur) f}
=2(1 — 2u)a" " G (ux) — €7 v59, 0o G (uzx). (B.12)

Offenkundig ergeben sich beim ersten Term keine Unterschiede zwischen der in
2] sowie Kapitel 5.1 verwendeten und der hier angefiihrten allgemeineren Zerle-
gung. Der zweite Term wird jedoch im Allgemeinen zu unterschiedlichen Ergeb-
nissen fithren. So legte eine erste Analyse fiir die Vektorformfaktoren nahe, daf
sich die Dreiteilchenbeitriage zum universellen Formfaktor £, &dndern konnten. Der
vollstéandige Formfaktor lautete nun

_ fB m?, /M2 1 —s/M? Ao (w)
G = 2fvmvm33/2€ O/dse {57;&} .
< d
- f{xl<o,s>+x2<o,§>—X4<o,f>}}, (B.13)
anstatt
s ene oo [ d65)
G = 2fvmvm33/2€ /dse {Sidw -
> d
-/ f{\vv(o,g)+wA<o,§>+XA<o,s>}}. (B.14)

Mit B ist leicht zu sehen, dafl der einzige Unterschied in ¥y = X; — X5 zu X,
besteht. Die Kombination X 4+ W4, bzw. X, — X4 kann in unserem Modell wie schon
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ANHANG B. ZERLEGUNG DES QQG-MATRIXELEMENTES

in Kapitel 5.1 erwdhnt weggelassen werden, da die folgende Relation

| E 0.9 + x40.0) = 370 = 0 (B.15)
gilt. Welchen Einflufl hat dieser Unterschied jedoch auf den Formfaktor. Dazu bedarf
es erst einmal der Kenntnis der zusétzlichen Verteilungsamplituden. Eine Analyse
analog zu Kapitel 4.1, die aufgrund der vielen Lorentzstrukturen sehr aufwendig ist,
ergab iibereinstimmende Ergebnisse fiir ¥4 = Xy, Uy = Xy — X5, X4 = — X4, und
folgende Ergebnisse fiir Xi, bzw. X5

Ce i Xi(w, &) = w¢ dse ™™ (25 —w — £)20(25° — w — §)

C’e—% Xs(w, &) = <w§ — 152) /S dse 31 (25 —w — £)?0(28° —w — &).

Dies fiihrte dazu, dal der Dreiteilchenbeitrag zu (, verschwénde, was eine Neu-
bewertung dieser Beitrage notig machte. Dieses weite und interessante Feld bedarf
noch ausgiebiger Analysen, sowohl unter eher theoretischen Aspekten, ob es weitere
Relationen und Mischung zwischen Zwei- und Dreiteilchverteilungsamplituden gibt,
als auch von eher pragmatischer Seite, beziiglich der asymptotischen Form und des
numerischen Einflusses auf die Summenregeln in 5.1. Diese gehen jedoch bedauer-
licherweise iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus und hier sollten nur die bereits
durchgefiihrten Arbeiten dargelegt werden.
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Anhang C

Kommentar zu Huang et al.

In [193] werden aus der Bewegungsgleichung des Gluons D* G, = 0 unter Ver-
nachléssigung hoherer Fock-Zustdnde und der Zerlegung

(017(2) s G (uz) 2" T Qu(0) | B(p))

= %fB mp TI'|:"}/5F# {(UMé — 17,) (\iff(t,u, ) — ig(t,u,zQ))

z,t —

2 24
— i U0, ) — I X (1w, 2 + Lf’“yi(m)}} L (C)

die wie die unsrige in [A2] nicht die allgemeinst mogliche ist, siche Anhang B, Re-
lationen fiir die Momente der Dreiteilchenverteilungsamplituden hergeleitet, die zu
einer anderen Normierung als B84 fithren:

/OOO dw/ooo Va0, ) = A%

/OO dw/oo dETy (w, §) = 1 (N5 + A%,
0 0

3
/OOO dw/OOO d€ Xa(w, &) = /OOO dw/ooo dEYa(w, €) = %A%- (C.2)

Hier sollen zwei Einwénde erhoben werden. Zum Ersten zeigt sich, daf3, so diese Nor-
mierung {ibernommen wird, der lokale Grenzwert des Dreiteilchenmatrixelementes
gegeben durch Grozin und Neuberts Definition nicht reproduziert wird. Dafiir
wird z — tn mit n einem lichtartigen Vektor und ¢ einer reellen Zahl gesetzt. Dies
eingesetzt in liefert fiir t — O:

— v v 1 1_'_
0lgT G*" n” Q,|B) = émeBTr {751“%
x {3 = A" — ) — PO + Aoy + 2501 — )} ] (C3)
Im deutlichen Unterschied zur kontrahiert mit n,:

L+
2

x {04 = AZ)(F — o) — quawny}] (C.4)

1
0aT G n,Qu|B) = 3 fpmpTe {%




ANHANG C. KOMMENTAR ZU HUANG ET AL.

Zum Zweiten konnten die in [I93] hergeleiteten Relationen, Gleichungen (16) und
(17), nicht reproduziert werden. Stattdessen ergaben sich im Lichtkegelgrenzwert
22— 0:

t% [@A(t,u) + XA@,u)} 4 oXa(tu) = 0,
t% [Wa(t.0) + Valtw)] + 2¥a(tn) = 0, (C.5)

Diese ergeben fiir die Normierung der Verteilungsamplituden, d.h. im Grenzwert
t — 0, unter der Annahme F(w,&)y—oog—00 — 0 (F = W4, X4, Yy4) schlicht

| [T aexawe = [T [Tavieo -0 o

in Einklang mit den bereits in B.64 angegebenen Normierungen.
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Anhang D

Summenregeln mit
B-Meson-Verteilungsamplituden

D.1 Ausdriicke fiir m,,, ¢° # 0

e B — P-Formfaktoren des Vektorstroms

o0(q?,50)

fop(d®) = foTB{ 0/ do exp (_S(U’ §4)2+mp)

2 =2,.2

a’m% B a’m% B
x [UQm% +m2 —¢? ¢=(oms) + <1 B a?m% + m? — q2) ¢r(oms)

26 (m? — ¢*) mp

—B
O, (om

+ Afgp(qz, 80, Mz)} , (D.1)

o0(q?,50)

fEP(QQ) + f§P(92) = meB{ / do exp (_8(07 )+ mp)
0

fp M?

l(m —200mp)mp | g
2

o (m—2c0mp)mp

268oma) + (1 - 2 - 2 ottomn)

g atmL+m?—q

a(m —20amg)mp (0 —0) —B

) P
" <(52m23 Tt gy g =g ) =)

5212 2
o‘my+ms —gq

+ Affgtp(qz, S50, Mz)} , (D.2)
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e B — P-Formfaktor des Tensorstroms

o0(q?,50)
fe(mp +mp)m?2 —s(o, %) + m?
Fhpla?) = 20+ doexp (2T L

- Jel(my —mp) =) 0 M?
o*my —m’ + (0 —0)¢* | 5 B
[ F2m2, + m? — ¢ (¢”(omp) — &% (omp))
L (2o — ¢) + *(¢* — 61+ o)my) 1\ zn
— 2 B_2 . — B S q)i(amB)
ms (62m% +m? — ¢?) =

+ Ang((fv S0, MQ)} ) (D3)

o B — V-Formfaktor des Vektorstroms

2

) o0(q®,50) ) )

BV 2\ _ femyg —s(0,q°) +my,
14 (q ) - 2f\/m\/ (mB + mV){ / do CeXp ( M2
0
m B 1 m B
>< J—
a2m2% +m? — ¢2 ¢=(oms) + <6m3 a2m% +m? — q2) ¢(oms )

20mmp 6B
(@®mL+m? — @)’ (o)

AV (¢, 50, M?)} . (D)

o B — V-Formfaktoren des Axialvektorstroms

o0(q,50)
3 2 2
— + m
ABY (42) — femp / d s(o,q%) v
v (@) 2 fymy (mp + my) 0 exp Y
0
(omp +m)? — ¢ Fmmp 5
. [ m2a? a?m3 +m? — ¢? ¢=(oms )
ommp B
1 —
i < oPmi + m? — qQ) ¢+(0m3)}
om*m —B
—4 5 (omp) | + AAPY (¢ 50, M), (D.5)

(72m% +m? — ¢?)
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42,50)

oo 2 2
Afv(QQ) = Joms (mp + mv){ / do exp (—s(a,q ) i mv)

C 2fymy / M?

[(m — 260mp)mp

¢"(omp)

N ( o (m—2a0omp)mgp

5212 2 2
o‘myp +m° —q

1 — = —
5 52m?2 2 _ 2
o o'mp+m?—q

) ¢F (omp)

oy (U(m — 260mp)mp N (0 —0) 2) Ei(amB)]

2B+m2_q2)2 52m23+m2—q

=+ AA2BV(q27 S0, Mz)} ) (D6>

e B — V-Formfaktoren des Tensorstroms

+ ATlBV(qza S0, Mz)} ) (D7>

D.2 Dreiteilchenkorrekturen

In den obigen Ausdriicken werden die Beitrdge der Dreiteilchenzustéinde des B-
Mesons mit Ang,Afgp, AfLo, AVBV AABYV  AABY und ATPY bezeichnet. Fiir
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diese wird, mit AF = Af},, Afzp, ..., folgende allgemeine Form hergeleitet:

o ~s(0, %) + M,
AF(q*, 59, M?) = / do exp

M2
0
F F
(1) 4 2 M0) L)
! M?2 2MA4
(750+mp(v))/M2
7P
+ oz {?7(0')[2 (o)

3 2m%  do

1 (L N Ldn(o—)) 1) (g _ 1) dfé”(a)] }

n(o) = (1 m _2(]2)1 , (D.9)

52
o°mp

fiir m%fl—‘; und die Integrale {iber die Dreiteilchenverteilungsamplituden, die mit in-
B

versen Potenzen des Borelparameters 1/M2™=Y mit n = 1,2, 3 multipliziert werden

omp 00
1
1Py = L / o / %cﬂ“><a,u,q2>w§<w,s>
O-n
0 omp—w

+ O (0,0, ¢%) U7 (w, €)

. (D.10)

u=(omp—w)/§

+ CEXD (0,1, ¢) X g (w, €) + CEYD (0,4, PV (w, € >]

genutzt. Desweiteren findet fiir die Verteilungsamplituden X4 und Y, die abkiirzen-
de Schreibweise

w w

X (w,6) = / IrXB(r€), Th(w.€) = / drYP(r.6).

0 0

Verwendung. Die nichtverschwindenden Koeffizienten in Gleichung (OI0) werden
im Folgenden aufgelistet.
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B — P-Formfaktoren:

LpTA)
Céfgp,xm

U

Céfﬁpv‘l’A)

Cbe X

(Ut

fip Y A)

AR
CUER V)
CIErXA)
B A

C?()ngvy‘A)

42m +mpo(2u —1))a, (D.11)
4 + 4
1- 2 452 —du)+2u, OFr"™) 11 T o5 gy,
mp mpg
26 — 1)(2u— 1)
mpgo '
2
——_( — (20 + 1)(2u — 1)m?* + 2mmpo +
mpo
(26 — 1) (m%52 — ¢?) (2u — 1))
4(m(45 — 1) + 2mp(6 — 1)5(2u— 1)) , (D.12)

2u  (hpwa) _ 2(=m?+mpo® + (1= 20))u
2 =) 2 2 )

mpo muo
L 2u ey 2(m = mpa® 4 ¢*(20 — 1))u

m235" 2 m235' )
_ 4m C(ng,XA) _dm (m? —m%02 + ¢*(26 — 1))

m%o ' ° B mio ’

2u—1
-y
mp

2 252 0 201 —95)) (Qu — 1

4( m° + mypo +anf(; 7)) (2u )7 (D.13)

B — V-Formfaktoren:

CSVBV,\I/A)
C?(’VBV,XA)

C:gVBV,YA)

E’ CZ(VBV,\IJV) _ L ’ CQ(VBV,XA) _ _QM’
mp mp myo
2
——5—= ((Qu — 1)m* — 2mpom + (m3o” — ¢°) (2u — 1)) :
—4—, (D.14)
mp
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(ABV,\I/A) 20— 1
crt mTB(T’
2 m%Lo 7
C(A{BV,\I/V) B 1 C(A{BV’\IIV) _ (m2 + 2mmpo — q2 + sza'z)
1 sza- ’ 2 sza' ’
BV 2u — 1)
oA XA) _2<7 ’
1 m%5-2
AP x4 ~2(2m® —2¢* + m%a?) 2u — 1)
2 m3c2 ’
_ _9\2
e 2t i) i) 0
3 B m%a2 ’
oAy Y _4(m +mpo(l —2u))
2 m%La ’
cAP ey __Am(m? 4 2mpo(2u — m — ¢* + mio?) (D.15)
3 m%a ’ .
(AQB ,\I/A) 4m —
cy = —(3———-2u+d(du—2)|,
mpg
4
C;AQ )y <3 + o 4u) ,
mp
BT X _ 200 - 1)(2u—1)
2 mpgo ’
2
CéABV X4 — 2 ( — (26 + 1)(2u — 1)m?* + 2mmpo
mpo
_ 2 2 2
+(20 — 1) (mBa —q )(2U - 1)) :
CPETTY — a(m(3 - 40) + 2mplo — 1o(2u— 1)), (D.16)
CATEY W) (m+mpa(2u—1)) CTEY V) _(m+mpo)
9 mp ) 2 mpg ’
C(TlB XA 1—2'LL_ 2m
2 mp m%o’
2
Cg(,TlB A = <m3 +m’mpa(l —2u) —m (‘12 + m%52)
+mpo (m3e° — ¢*) (2u — 1)) :
carrva _ oQuzl) o papryy  mmpo tmZu=b) g g
mpg mp
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Anhang E

Liste der
Pion-Verteilungsamplituden

Der Einfachheit halber werden in diesem Anhang die in Kapitel 5.2 benétigten
Verteilungsamplituden und Parameter noch einmal gesammelt. Weitestgehend ist
diese Sammlung mit der in 6] identisch und hélt sich an die Notationen aus [154],
in welchem die frithere Untersuchungen [I57, 58] aktualisiert und erweitert wurden.

Fiir das Vakuum-Pion Matrixelement des bilokalen Quark-Antiquark-Operators
wird folgende Zerlegung in Zweiteilchenverteilungsamplituden verwendet:

sy

(e )l (o)) [0} = 5

1
fo [ du g ([mgwmu)

1
—[Vs)ewttn P (1) + 6[0ﬁ775]5wp5<1’1 — )7 pr 3, ()

g lPleaten = 220um(0) = 514~ fales | 1/147r(v)dv> ()

Die Quarkfelder werden um den Lichtkegel entwickelt, d.h. x; = & x mit reellen
Zahlen & und 2° = 0. @ = 1 — u wird wie schon zuvor als Abkiirzung verwendet.
Die Wilson-Linie, die das Matrixelement eichinvariant machte, wird weggelassen,
da von der Lichtkegeleichung 2# A, = 0 ausgegangen wird. In der Entwicklung
tauchen eine Twist 2, ¢,, zwei Twist 3, ¢4, ¢%. sowie zwei Twist 4, ¢4, und
Yy, Verteilungsamplituden auf. Die in der Literatur iiblichen Definitionen dieser
Verteilungsamplituden ergeben sich durch Multiplikation beider Seiten mit ent-
sprechenden Dirac-Matrizen und durch bilden der Spur iiber Dirac- und Farbindizes.
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Numerischer Wert
Twist | Parameter Quelle
fir p=1GeV
2 aj 0.25 +0.15 Mittelwert aus [154]
aj —aj + (0.1 +0.1) myy* Form Faktor [236]
aZ, 0
. 1.7431’8:2; GeV GMOR Relation, m,, 4 aus [21]
3 fan 0.0045 £ 0.0015GeV? 2-Punkt QCD SR [154]
W3 —1.54+0.7 2-Punkt QCD SR[T54]
4 52 0.18 4 0.06 GeV? 2-Punkt QCD SR [154), [IT6]
€4r 2(02£0.1) 2-Punkt QCD SR [T54]

Tabelle E.1: FEingabeparameter der Pion- Verteilungsamplituden.

Die analoge Zerlegung des Quark-Antiquark-Gluon Matrixelementes lautet:

_ A% .
(7 ()l 1)9.G () 2)[0) 1 = [ Deeiessssesestens

X [Z’fSN(U)\pVS){w(pupAgup - pupkgup)q)?ﬂr(ai)

~ Fa O is)eod (Puin = pugor) Wan(a) + TP (0 (o) 4w, () )

| (p-z)
— % €op (V) gw { (P9 — P°g") V()

+px(p‘sg; )I’pxé) (Efm(ozz) + ‘T’M(O‘i)) }] '

(E.2)

Hier werden eine Twist 3 ®3, sowie vier Twist 4, Oy, Vyr, &m und @4ﬂ benotigt.
Es werden sortiert nach Twist folgende Ausdriicke fiir die Verteilungsamplituden in

den Gleichungen [E] und verwendet

o Twist-2:
on(u) = Gua<1 + asC (w — @) + aaC¥2 (u — a)) (E.3)

wobei nur die, fiir die Berechnung in Kapitel 5.2 verwendeten ersten beiden Ge-
genbauerpolynome angegeben werden. Deren Koeffizienten haben in fiihrender
Ordnung folgende Skalenabhéangigkeit:

25C 91Ck

az(pa) = [L(pg, pr1)] 0 ag(p1), as(pz) = [L(pa, p1)] 0 as(pn), (E.4)

mit L(po, p11) = ovs(pi2)/ovs(pin), fo = 11 — 2ny /3.

e Twist-3 : Die Dreiteilchenverteilungsamplitude

By (o) = 36000002 |1 + %(mg - 3)] , (E.5)
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mit nichtperturbativen Parameter f3, und ws,, die durch Matrixelemente lo-
kaler Operatoren

<7T+ (p)|ﬂguufy5Gaﬁd|O> = if37r [(papugﬁu - pﬁpugau)
_(papugﬁu - pﬁpugau) P (EG)
und
_ 3. _ 3
(m*(p)|aounys[Da, Ganld — ?%uam%Gaxdm) — _ﬂf&rw?mpapﬁp,uu (E.7)

gegeben sind. Die Skalenabhéngigkeit dieser und des Parameters pu,, wieder in
fithrender Ordnung, lautet:

pe(tiz) = (Ll )] 7 (1) (E.8)
Fanlin) = (L)% 05 gy (). (E.9)
(Fams)(52) = (Ll )]0 054 (frws ). (E.10)

Zur selben Ordnung in der konformen Entwicklung sind die Twist 3 Zweiteil-
chenverteilungsamplituden durch

P(u) =1+ 30ﬁ01/2(u — ) — 3w01/2(u — ),

[’Lﬂ'fﬂ' 2 /"Lﬂ'fﬂ' 4
% () = 6u(l — u) <1 + 5}f}ﬂ (1 - “%) C¥2(y — a)) . (B

gegeben.

e Twist4: Die vier Dreiteilchenverteilungsamplituden:

Gy () = 120572r57r(a1 — az)oasag

1
Vir(ew) = 3087 (p)(ar — 042)043[5 + 2ex(1 — 2a3)]
~ 1
Pur() = —120530‘10‘20‘3% +e.(1 — 3a3)] ,
~ 1
Uue(ay) = 3052a3(1 — 0‘3)[§ + 2e.(1 — 2a3)] (E.12)

mit den wiederum als Matrixelemente lokaler Operatoren definierten nichtper-
turbativen Parametern 62 und e,.

(7 (9)|0G oy d|0) = i6% frpy (E.13)

sowie mit Korrekturen bis Twist 5

B ~ 4~ 8
<7T+<p>|u[Dm Guﬁ]fygd - §a,uuGl/£/7£d|0> = _ﬁfﬂéi‘gﬂp,upu ) <E14>
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die in fithrender Ordnung folgende Skalenabhéngigkeit haben:

8C

82 (12) = [z, 1)) 7 82(m1) s (026x) (12) = [z, )] (8260) (1)
(E.15)
Es sei angemerkt, dafl der Twist 4 Parameter wy, aus [I54] durch e, =
(21/8)wy, ersetzt wird. Mit diesen Definitionen sind die entsprechenden Zwei-
teilchenverteilungsamplituden durch

2
Gur(u) = %ﬁu?fﬁ + 215§w47r{ua(2 + 13ua) + 2u(10 — 15u + 6u?)
x Inu+2a3(10 — 15a + 6i?) 1na} (E.16)
20
Uar(u) = 357%0;/2(214 —1) (E.17)

gegeben.

Ein Vergleich mit der urspriinglichen Definition aus [I57] ergibt die Relationen:

u

bun() =16 (g1(0) = [ gal0)do).  vialu) = -2

0

dgs(u)
du

(E.18)

In Tabelle [EL1] werden die verwendeten numerischen Werte der verschiedenen Ein-
gabeparameter angegeben.
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Anhang F

Summenregeln mit
Pion-Verteilungsamplituden

F.1 «,Korrekturen

In diesem Abschnitt werden die Streuamplituden, die in die Faktorisierungsfor-
mel 6Tl eingehen sowie ihre jeweiligen Imaginérteile, die zur Berechnung der o-
Korrekturen zu den Lichtkegelsummenregeln B8, B8] und bendtigt wer-
den, angegeben. Es werden dimensionslose Grofien

2 2
q (»+q)
= —: pu F.l
™ mza ) mg ) ( )
die Integrationsvariable
1 ro d
p=r1+u(ry —ry) /du:/ P , (F.2)
To — T
0 r1
sowie die Kombination
m2
G(x) = Lig(x) + In*(1 — 2) + In(1 — z) (ln —2 ) : (F.3)
i

eingefiihrt. Dabei ist Lis(z) = — [ % In(1 — ¢) die Spence-Funktion, bzw. der Dilo-
garithmus und

Li(z) = log (uﬁ) —1, Ly(z) = log (Mﬁg) L wa

x P x P x

Die Imaginirteile der Streuamplituden werden bei festem ¢* < m? oder dquivalent
r1 < 1 gebildet, indem die Amplituden fiir s = (p+¢)* = miry analytisch zu s > m?,
bzw. ry > 1 fortgesetzt werden. Die hierfiir benotigten Formeln und Hilfsmittel
werden in A insbesondere Anhang A.4 und A. 4 vorgestellt. Auf diese Weise kénnen
sdmtliche Imaginérteile nach den Distributionen O(1 — p), ©(p — 1) und §(1 — p)
aufgeteilt werden.
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F.1.1 LCSR fiir f} (¢%)

- ) (e )
N (/)i 1 (7’27”2—_7011)% + (ro _1741_)2211 — u)) G(p)
1 (TQ_I e ))bg(l—’f’z)

_'_ J— —
ro\p—1 (re—mr)(1—u
1 <T2—2 T2 To —

2 ‘ZEWm—mu—w)%“‘”

p+1 m? 3p+1
T (3log —2)-2F= F.
" %p—DQCg%<u2 p ) (E-5)

9“_p)hm—i5&;—mL“”**(%Y?)++<m1p>Q%‘l)}
0D [ )
(T ()

+
1 —1)?
<log ) (— — 1+ log rg) log M
1—r 1—r

) 72 m? 1 d
+Lig(ry) —3Lig(1 —79) + 1 — 5 (4—3log (/«L_Qb)) (5 + d_p)} ,

+ d(p—1)

To — T 1 47"1—1 ) < T 1+T1+7"2 )
7 = — G(ry) — + G(r
2 ! (p—l (ro —ri)u () p—1  (ro—r))(1—u) (r2)
1—7"1 1+T‘1+T2 47"1—1 )
— + G
(5 T ) 60

T 27"1
_ loo(1 —
(P—1+(T2—T1)U) o8(l =)

1 (ri+ry—mrry 11— 19 —1o(r1 +172)
- log(1 —
+ T ( p—1 + (ro —r)(1 —u) og( r2)

1 — 1— 2
L1 3(3—11) N 6(1—r1) 1) log m;
2\ p-1 (p—1) 1
(1 —ry 1 =1y —ro(ry +12) 2ry
+ - +
p—1 2 ro(re — 1) (1 — u) (rg —11)u
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F.1. as-KORREKTUREN

2 -3
B 1+ T2 179 __2 log(l—p)
2rap P
2(7’1 — 3) 1 T1 4(1 — 7’1)

p—1 2 20 (p—1)2"

T2 — T

Im, 77 =
2
1+T2 1+7’1+7’2 1 ) :|
0(1 — L — (1 —=rL —_—
(1-p) {7&(7’2—1)) re—p a(r2) — (1 — 11 La(r2)) (p—l N
+0( _1) 1+T1—|—T2L(T)_ 47’1—1_1+T1—|—T2 L()
g r—p T\ T e )Y
+<7’1L2(T2) + (1 — Tl) Ll(p) + r — 2)
—1
P +
1 2ry+ry—3rr T 2rq
2 2r9p 202 ri—p
T2—1 2 7’2—1
+5(,0—1) — log +(T1+1)10g Ll(TQ)
]_—7"1 1—7"1

—log(ry — 1) (2:—1 +3(1—=7r) +(r;1 —1) logrg)
2

1 2
+log(1 — 1) (T—l +1- logrg) + —(r, — 3) (3 log (m—;) - 4)
T9 2 10

2
—%¢yy+m—Lb@g+¢L—mgmx1—@)

H =) (4310 (%)) (5 - o= (F3)

1 2(1—2 1—4r
377 = (_@ (L—2m) L

_ 2(1 —27"1) , _ T 27"2
(1 —7’1)(7’2 — Tl)u) G( 1) " ( (/) - 1)2 * (7“2 - 1)(/)— 1)
1+T1+7"2 2T2
* T T €
i 1+T1 1—2T1—2T2+3T17"2)_ 1+T1+7"2
(I=r)(ra—=1)(p—1)  (ro —71)*(1 — u)?
1—4r 27y 2(1—2r)
%(m—myw_(m—nx@—nu—u)*u—mx@—nm)G@)
1 2rq . Ty — T9 — I1To
’ (‘<p— IERNT —nw) tog(l —m1) + ( ralp — 1)
4 _T1—7’2—T2(7’1+7’2) 4 o _p
T Tl o w? e —u>)1 all=r) (79
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(3(1 +7r1) 14 3ry+8rp — 10r79 — 312 + 121y N T3+ rire + 19 — 1y

(p—1)2 (I=r)(r2=1)(p—1) ro(ry — 11)3(1 — u)?
N 2r, 5r2 4+ rirg — 2ry + 11 + 1 1—3r —4r?
(ro —r1)?u? = ro(rg —r)(re— D)(1—w) (1 —=1r1)(re —r)u
2% — s — 3 2 42 gy —
N r r1— To Ty ToT? —T¥ —rory — 1y + 7“2) log(1 — p)
2r9p? r17T20

03
( 1+r1 57«1—3 1+ 7y + 3ry — driry — r?
20012 (1—=r)(ra—1)(p—1)

" (ry — 7”11)?7“21—232(1 —u) (1 7“11)_(7”?1— 7”1)“) o (f—f)

1 —4ry — 1o + 3rirg + 2rf — riry 1 T
(- 7’1)_(7’2“— r)u i (i) jlr)g) - Eﬂ: 1;1> i T1<T22;2P) = ' (F.10)
%ImsTf
- o0n s (i), -2+ 2252) (),
- (153«;22 NCE 12>7p - 7”2)) Falrz) = rz<1ptrfz>2 " - }
4 0(p—1) [((1 +r) (1 - flfp))+ + (14 71 La(rs)) (%1)) ip

2 147r  22+7r 1—8ry + 1?2 1
-+ 2 L2 7’2 + ! + ( 1) -+ ! 1
oy —1 p rg — 1 1—mr p—1)_
147 +79 219 )
— Lo(r
( —mP D))
1-47’1 1-27“1 2T2 1+T1+7’2)
+ — L
(o e T T ) B
r 2r1 3rZ+rrg+ri+1  (ro—1)(1+7r;+71s)
+— o+ S — Yoo —
0> (rg—p) ro(re — 1)(p — 13) ro(ry — p)
_T2+T1(3T2—2) _ ri(=rory + 11+ 1o+ 1) — 19 n (1+T1)(1_47”1)}
2rqp? T172p0 ri(1—=7r1)(r1 —p)

2 /1 d 3-2 4
+ dp—1) r_ <_(1—4r1)d—p+ L )

1—T1 T‘Q—]_

¥ [1og2(1 — 1) — (1= 2r) 10g%(rs — 1) + Lis(r1) — (1 + 27 Lia(1 — 1)

— (2 -7 — :—1 +2rlog(rs — 1) — 1y 10g7’2) log(1 —r)
2
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+2 <2 +r— o r1log rg) log(ro — 1) +2(2 — 1)
)

5—3r 1—r mi\ 1 d
— 1—r)1 log [ —2 }—
+( 2 Tmn) Og'f’z—l) Og(u2 dp
1 1 2
22— log?(1 —ry) — 2 log?(re — 1
(2 o Jo -y =2 (2 2 ot - )
1 1 1
22— Lig(r1) +2 (3 — +7«2+ Lig(1 —r9)
1—T1 1

1—T1 To —
2+ 1 ! + !
— 7" —
1 7»2_1 1_7»1

1 1 9 27’2
-2 -3 1 — 1 —1) ) log(1—
( L pei e L R og(r2 )) og(l —r1)

2 341 279
—2 — — 1 1 -1
(1—7’1 T2—1 7’2—1 OgTQ) Og(TQ )

3 2+T1 T2 1
4 — —212-— — log(1 —
+( [Er— < ry—1 1—7»1) og(1=r)

1 I mi
—2 1 —1) 1 —
(T2—1+1—7‘1) 8(r: )) Og(ﬁﬁ)

—(1+7) (4—310g <TZ—§)) (j—;_5<r2_ 1)%)] (F.11)

Wie bereits mehrfach erwéhnt sind die Amplituden im M S-Schema gewonnen wor-

den. Um zur Einschleifen-Polmasse {iberzugehen miissen folgende Terme zu den
jeweiligen Streuamplituden 77, 7T und 77 addiert werden:

2p (3 log (T—E) — 4)
AT, = — PESE : | (F.12)
ATY = n p)((ij—lilg:(% 1<)Z_ ) _4> ’ (F.13)
e (3=2p)p+ri(p+3)+3) <3log (jj_) _4). -
6(p—1)°

Analog geschieht dies durch Addition der folgenden Terme

1 m? d
%ImSATl = d(p—1) (3 log (?) - 4) (1 + d_,o) (F.15)
To —T1 2

oI ATY = §(p— 1) (3 log (%) - 4)
X (3_2“ T (1—) (%—5(7»2—1))) (F.16)
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2
éImASTf = d(p—1) (3 log (ﬁ;) — 4)
m 7

X (1 ;1 ;“d% —(1+m) (j—; —§(rs — 1)%)) (F.17)

in den Imaginérteilen.

F.1.2 LCSR fiir (f3 (¢%) + f5.(¢%))

~ ri—rry— (L —=r)(r —r1)log(l — ) i (1 =) (r +72) log(1 — 1)

T, =
rile =) 2= ri)u
— 2(ra —1)log(L —7r3)  (p—1)(r2+p)log(l —p) r2—1
RA—wm—r) | m—m(-wu? (F.18)
l m. T, = — M
“tm Ty = 9(1—p) Lz(rz = p)}
1 T2 (2 — 7’2)(7’2 — 7‘1) 2(r2 — 1)
+ e(p—l)rl_p{ R op + - }
+ 6(p—1) {% n (r1 — 1)(r —7;2) log(1 —ry) B 1} (F19)
o _ 4G 2(ry — 1)G(rs)
N 7’1) o 7’1)(1 — )= 1)

2

)6

(ro —r1)u —1 (7”2—7“1)(1_“)

2T1+1 ]_—27"1
log(1 —1)
ri(ry — ri)u (p—l)

(7
<2 7«2 - 1 2ry — 1) 2p +2) m?
E Jbgng+ 1%<7)
5+

+

+

T2—r1)r2(1—u (p—1)2 1
7’1-'- 2(7’2—1) 2 +T2T1+2T1—|—27’2

+

ri(ro—r)u  (ro—r)re(l—u)  p—1 riTrep

1 1+3r 8
)log(l—P)JF;— 1

r(p—1) (p—1)? (F:20)
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7

i, = 01— p) {2” el (LM

+ 0(p—1) [—2 (1 + ;::L2(T2)) <ﬁ)+ o (%@fl

27’1 + 27’2 — 3T2T1 (7’1 + 1)

L — + 2
n=p)p—rs) 1) rirap P
9 27 1 _ i}
ra(p—r2) PP

(F.21)

2(7"1 - 1)G(T1) ( 9 — T o 1
3u?(p — 1)(ry — 7o) 3(p—1)2  3(ry—r1)(1 —u)?
2(rs —m1) 2 S 1
(3(7»1 “D(p—1) 30—r)u 3(p—12  30—w’(r—n)
+#) G(p)

3u?(ry — 1)

1+ 1 Ty — 1T r3 —ror? + 1y

_7*2
5 ) log(1 —ry)

37“1 T — 7’2 2t 37“1“ * 37“%@ - /)) - 67’%(/) - 1)

( —7’1T2—T2+7’1 T2—1

log(1 —
3ra(p C 3ry(ry—r)(1— u)2) og(l =)
1—r 147y (ry — 1) ((rg — 1)1? — 2rory + 19)
3ri(ry — 7’1 3(re — 1)ra(1 — u) 3r2rep
1 2 o — T
o 5 T 5 T 2
3(r2 —rl)(l —u)?2  3Bro(ro —r)(1—w)?  3(re—ru?  (p—1)
(T‘Q—Tl)(2—37"2) To — T 3T1—1 + 2
612 p? 3p? 3riu(l —ry)  3u(l—r)

2(ry — 1) (r1(ry — 3) — 3ry 4+ 5)(ry — 11) B
3(p—1)(r — 1) 3(ra— D(p—1)(1—1) ) log(1 — p)
(2(T2 - 7’1) 1 n 2
(p—1)° 3(ro—1)(1—u)  3(1—r1u
—rf —7ror1 +3r1 +2r3 —3r2  2(ro — 1) m?
3(ri=D(rz=Dlp—1)  3p—1) ) o8 (u )
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1 1 —Tor? + 2r% + 730y —rory — 1y — T3 + 7y
* 3ra(l — 1) (1 —u) N 3riu 3ri(rs — 1)(p—1)
N —ri gt rg = =Tk Trori b=y e =11 8(rg —11)
3rap 6ri(p — 1) 3p? 3(1=p)?
(F.22)

Sl = 00— [M = La(ra) (LL d%}

ro—T1 T (r2 — p)? p—1
B Li(p) = Lo(ra) =1\ d | Ls(rs)
+ 0(p—1) K = )+dp+ CEE

' <_(T1 E/))2  (r i PR 1)2(/) - 7‘1)) La(p)
() [ T sy

N 1+ 7y r2 4+ 2rry — 1y 1T(2r +3) — 1
ra(ra — 1)(p —12) rirop (r = Dri(p —ri)
37"2—2 1+T1 + ]_—7"2 ]_:|

2rap®  mi(p—r1)®  ra(p—r2)? P

P R
- (log (75—5) (1 —log(rs — 1)) — 2Lin(1 — 1y)
+2log(rs — 1) (1 — log(ry — 1) + La(rs))

1 1 1 /1 d
~log(1 — 1+~ —2L (= - =
+2 og(l —r1) ( + 72 2(7’2)) + 5 (7,1 3)) p
2log(1 — 1-—
n og( 7“1) <1+ 2T27“1 —log(l—’r’1)>

1 2 )

N 2log(ry — 1)

(1o8tr2 = 1)+

1-— T To — 1 T — 1
ry+2ry — 3 m3
<—m + log(l - Tl) - log(rg — 1)) log <?

2 1 1
Li — Liy(1 — ——1
7“1—1( iz(r1) — Lia( T2))+T2_1 +T1

(4= 310g (%)) (% ~ora-17)] (7.23)

Auch hier werden die Terme, die benotigt werden, um zum Polmassenschema zu

+
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wechseln. Zum Ersten fiir die Amplituden:

AT, = 0, (F.24)
ATP = p+1 ((310g ()m_g) ) (F.25)
AT = —<T2_T1)(p22§;g <_g>_4>7 (F.26)

Zum Zweiten fiir die Imaginéarteile:

1 ~
“Im, ATy = 0, (F.27)
T

%Imsﬁﬂ) = -1 (3log (mi) _4)
(

Ty — 1))) , (F.28)
3 1. A~ mi
— ;ImsT1 = d(p—1) (3 log (F) — 4)
J

1d d?
-+ — — —1 . F.2
X <2d/) + 2 (7o )d/)) (F.29)

F.1.3 LCSR fiir [} (¢%)

L e e R e PR P =)
¢ (Gmnpti=a * o) 60
(oot e 1) 0
¢ (it D) et )
S e R ) L e
i (‘vg—:)ﬁ(ll—u)%_lpﬁﬁ
I e
i <_2(p1—1)+(/}—31)2)log(%§)+pf11+% (£-30)
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1 _ - 11— ) . 1 ro — 1
%ImST1 = 0(1—p) [(Tg-ﬁ)(p—@)Ll( 2) — Lo 2)<p—1)+ rg(p—rz)]
1—nr rAre—p—1
+ 0(p—1) [<r2_r1)(p—r2)L1<T Py 1)

it e i
+ dp—1) [— <log ;2__;)2 + (— log(rs) — % - % + 2) log(1 — 1)
+21log(ry — 1) <log(r2) + r_12 — 1) + %log (73—5) — Liy(ry)
F3Lin(1 — 1) — 1+ %2 T (4 ~ 3log (ZZ—E)) d%] (F.31)
10 - (‘ s —3?)% (o r11><p3— 1>) G y
- ((w = =1 " = u)) GO+ (o)
* (( __Tf)?p ) R ro >u) log(1 =)
i ((7’2 By P S Bl ey T u)) log(1 =)
* (G o) (F-2)
2T = 6 ) L«Q > Sara) 4 (a(r) 1) <ﬁ)+ - 2 p}
o= |t +
e -0 (1) -]

— d(p—1) [logQ(l —71)

1 1
+ (2 log(re — 1) — log(re) + — — — — 4) log(1 — )
. T2
9 1 5
—3log*(re — 1) + 2log(ry — 1) | log(rs) + - +1+ e
2

2 <log ;2 - 1) log <7Z—§) 4 Lin(r1) + Lis(1 — 7«2)} (F.33)
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3
—Im,T7°
2w

_( ~1 1
31—=r)(p—1) 6(p—1)

1 1
3(1 — 7“1)(’/‘2 — Tl)u + 2(7«2 _ rl)ng) G(Tl)

( 1 B 1 . 1
3(ro=(p=1)  6(p—=1)  3(ry =7r1)(r2 = (1 —u)

1 T1—|—T2—2
2 21— u>2) Glra) + (3(1 D= 1)

1 _ 1
3(ro —r)(ro = 1) (L —u)  3(1—=711)(ra —r1)u
— ! + L ) G(p) + log(1 — )
2(rg —r)2(1 —w)?  2(rg—m)%u®  3(p—1)2

1 1 1 1
(3(r2 —rp)2u? B 3(ry — 11)ury + 3(p—1)r B 6(p — 1)2r1)
( 1—2ry 1 1

6ra(p — 1)2 * 3(rg — r1)ra(l — u) - 3ra(p—1)
1
3(re —r1)%(1 — u)?

) log(1 — r3)

( ry+ry — 2 _ 1
20 =r)(ra—1D)(p—1) 2(rg —r1)(re — 1)(1 — u)

Ty o el P 1>3) o @_)

5T1 + 1 5T2 + !
(6(1 _ Tl)Tl(TQ — rl)u 6(’/‘2 — 1)’/‘2(7“2 - 7‘1)(1 — U)
rory —4ry —4ro + 7 —2ram T+ T
31 —r)(ra=1(p—1)  Grire
1 1 1
3(rg —7r1)%(1 — u)? ’ 3(ry —1r1)%u? i (p— 1)2) st
2—1r1—19 !
61— )~ D(p—1) ' 6z —r)(rz — D1 — 1)
1 5 8
60 )0e e T3 12 T3 1P (F.34)

= -0 {p —1 ry K_?(p i ) 1— 1) La(ra) + 27’:(2/)_—37“2)}
(-t
ooy (BB L) e

+(r17«1_+1)r(2m_ - D) <i—(p1)) i (‘2@ - ) T - 1) i—()

177



ANHANG F. SUMMENREGELN MIT PION-VERTEILUNGSAMPLITUDEN

Zum Abschlufl werden auch fiir den Tensorformfaktor die nétigen Angaben gemacht,
um zum Polschema zu wechseln. Zum Ersten wieder die Additionsterme fiir die

Jr</)—1'f’2 (Q(Pirz) _7“21—1)
+p_1,,,1 (Q(pi'r’l) T 1— 1)) Li(e)

1 1-3
+§ log®(rg — 1) — <log Ty + TQ) log(ry — 1)
T2

m} 1 d log*(1—ry)
—342log [ %) 4 2 (Liy(ry) — 3Lin(1 — ]— LAY
+ 2log (,M 2) + 5 ( 12(T1) 12( TQ)) dp —+ T

1 —1 1 1 1
(losra— 1) logrs N
T2—1 7’2—1 7’1(1—7’1) TQ(T'Q—l)
2 1
x log(1l —ry) — (r 1 + T )logQ(TQ -1)
2 — 1

2 1 1 1 2
—2 <— +— + _ 0B ) log (re — 1) — log (m—g)

ro—1 19 1—1r1 1r9—1 7

3(T1+7"2—2) 1 1 T‘Q—]_
X 1
(2(1—7»1)(7«2—1)+ w1 1on) i
27’1-'-7“2-3 T1—|—T2—2

O@@g——7;jT—mﬂyw@)+2u_mxw_n

(1108 () (& a0 )]

Amplituden:

(p+1) (3 log (m—§> - 4)

AT = — -
' (p—1)2 ’
AT? = 0,
2p+1) (3log () — 4
e 20 (s () -
3(p—1)

178



F.2. ZWEIPUNKTSUMMENREGELN FUR Fp

Zum Zweiten fiir die Imaginéarteile:

1 m? 1 d

I AT = S(p—1) (3log (T2} —4) (- 4+ & F.

srmar! = o) (30 () <4) (54 7). (F.30)

1

—Im, AT? = 0, (F.40)

T

3 m2 d [ & d

i ATTT = —§(p—1) (3log (T2} —a) (L4 (L 50— ) ).

o o v )(3 Og<u2) )(dp+<dp2 r2 )dp))
(F.41)

F.2 Zweipunktsummenregeln fiir fp

Es wird die Summenregel mit O(«a;)-Genauigkeit verwendet, wobei der perturbative
Anteil im M S-Massenschema fiir das b-Quark berechnet wird [I75]:

sB

m2,/M? 2 932
5 "B 3m; o2 [(s—mp) a,Crp 5
5 = mip [871'2 /dse / { s + T pl(s,mb)}
m
2 M2 _ a,Cr m2 m?
+m§€ o/ M { — my(qq) <1 + - 51(M27m12) + 2]\402 (1 o 2]\;2))
1 a 167 s {qq)> m? my

—(—G* G — — 1——= — . F .42

+12<7r nv ) 27  M? 4M2%2 12M4 ( )

M und 58 sind der Borel- bzw. Dualititsparameter. Die Funktionen, die die o~
Korrekturen zum perturbativen Anteil sowie zum Quark-Kondensat bestimmen,
sind

p1(s,mi) = g(l — x){(l — z)[4Lis(z) + 2InzIn(l — z) — (5 — 22) In(1 — )]

o1 mi
+(1—2x)(3—x)1nx+3(1—3x)ln—2+—(17—33x)} , =2
my 2 S
51 (M2 m2) = —2 |T(0 ﬂg)em?/w —1-(1- ﬂg) In (“—2) + 3 |pas)
BT 2|7 M2 M? m2’ T 3)
und I'(n, z) die unvollstdndige Gammafunktion
L(n,z) = / dte " t*71 (x >0). (F.44)
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